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Einstein in der Schule (Teil 2)

Unterricht }

Unterrichtskonzepte zur allgemeinen Relativitdtstheorie

von Hans-0tto Carmesin

Die allgemeine Relativitdtstheorie, ART, ist grundlegend fiir das
Denken von Raum und Zeit ([10], [29]) und daher fiir viele Schiile-
rinnen und Schiiler interessant. Hier zeige ich, wie Lernende ein
Astrofoto aufnehmen, daran die relativistische Lichtablenkung
messen und ausgehend von ihren Basiskonzepten wesentliche
Konzepte der ART entwickeln. Dazu berichte ich tiiber Erfahrun-
gen in den Klassenstufen 5—12. Auch prdsentiere ich Material, das
fur Unterricht in Astronomie, Physik und Mathematik geeignet ist.
Teil 1 des Beitrages erschien in Heft 3—4/2018, S. 55—-59 dieser

Zeitschrift.

5 Herleitung und Berechnung des
Lichtweges

Zur Berechnung des Lichtweges model-
lierten wir die Ausbreitung von Licht-
wellen in der gekrimmten Raumzeit.

5.1 Entdeckung der Verkiirzung der Licht-
wellenldnge in der gedehnten Raumzeit
Um den Lichtweg bei der Sonne zu un-
tersuchen, analysierten wir die Licht-
wellenldnge bei einem metrischen Fak-
tor g_> 1: Es werden zwei Beobachter
bei den metrischen Faktoren g, = 1 und
bei g, = 1/4 betrachtet. Die beiden be-
obachten fir einen Lichtwellenzug die
Sendedauer t,_ . sowie die Anzahl n
der Wellenberge und berechnen dar-
aus die Periodendauer T. Da keine Wel-
lenberge verschwinden oder entstehen,
stellen beide die gleiche Anzahl n fest.
Da unten die Uhr um den Faktor g, °°
verlangsamt geht, stellt der untere Be-
obachter die halbe Sendedauer fest:
tndenumten = 009 bingenoven FOLGlich stellt
der untere Beobachter auch die halbe
Periodendauer T =t /n fest. Da die
Lichtgeschwindigkeit eine Invariante
ist, stellt der untere Beobachter auch
die halbe Wellenldange A = ¢-T fest. Das
Zahlenbeispiel konnen die Lernenden
zu einer Formel verallgemeinern, wobei

die Wellenldnge bei der ungekrimmten
Raumzeit mit A_ bezeichnet wird:

A(r) = A, T -RJ1. (4)

Diese Wellenldngenanderung nennt
man Gravitations-Rotverschiebung.

13a Planfigur zur Richtungsénderung o der Wel-
lenfront (dunkelrote Strecke, spater violett, dann
gepunktet) und damit der Bahn (blau) aufgrund
der Wellenlangenénderung. Die langwellige Seite
wird durch einen groBen Schiler und die kurzwel-
lige Seite durch einen kleinen Schiiler modelliert.
Die entstehende Kriimmung des Lichtwegs ist
deutlich erkennbar.

13h Planfigur zur Richtungsanderung «: Die
Wellenfront (dunkelrote Strecke, spater violett)
und damit die Bahn (blau) schwenkt aufgrund der
Wellenlangenanderung zur Masse M hin. Die Wel-
lenfront und der Richtungsvektor zum Ursprung
schlieBen einen Winkel B ein.

5.2 Untersuchung der Ablenkung mit
Elementarwellen

Die in GI. 4 beschriebene r-abhén-
gige Wellenldnge fiihrt gemaB dem
Huygens’'schen Prinzip dazu, dass der
Lichtweg zur Masse hin abgelenkt wird
(Bild 13): Von der dunkelroten Wellen-
front gehen Huygens'sche Elementar-
wellen aus (zwei dunkelrote Kreise in
Bild 13b), wobei der Kreis nahe M ei-
nen verkleinerten Radius hat. Nach dem
Huygens'schen Prinzip ist die neue Wel-
lenfront die Einhiillende an die Elemen-
tarwellen, diese kann hier als Tangente
(violett in Bild 13b) gezeichnet werden.
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Die alte und neue Wellenfront schliefen
einen Winkel o ein, dieser beschreibt
zugleich die Anderung der Ausbrei-
tungsrichtung. Fiir diesen Winkel wird
wie folgt eine Formel hergeleitet:

Fuar die Wurzel in Gl. (4) wird die Tan-
gentenndherung aufgestellt:

R§
M =A-A 57 (5)
Fir die um eine Hohe h tiefere Elemen-
tarwelle gilt entsprechend:

SRS ©)

AMr—h)=A_—A,- —L

1
2
Hier wird wiederum die Tangentenna-
herung angewendet:
RS

r?

AMr-h)y=A -\ %

o

(1 + h/r). (7)
Der Unterschied aus Gl. (5) und (7) ist
somit:

h -TRS' (8)

i i
Ar=A, -3

Wir nennen die Breite der Wellenfront
w. Dann ist nach Bild 13:

a=Aa=AN/W 9)

Da der Ablenkwinkel o wahrend eines
Zeitschrittes At auftritt, bezeichnen wir
ihn auch mit Aa. Die Héhe h des oberen
Endes der Wellenfront iiber dem unte-
ren Ende (s. hellrote Linie in Bild 13b)
betragt:

h=w-cos(B)=Ww - é. (10)

In der Zeit At wird die Strecke A =c-At
zuriickgelegt. Hiermit und mit den GL
(8) bis (10) ergibt sich:

R
Aa:c-At-ﬁmos(B). (11)
Die Lernenden ergdnzten diese Win-
keldanderung beijedem Iterationsschritt
des Computerprogramms (Bild 14). Als
Ergebnis erhielten sie im Computerex-
periment nun den beobachteten Ab-
lenkwinkel § = 1,74". Alternativ konnen
die Lernenden die Iteration besonders
einfach wie folgt durchfithren (Tabel-
le 1): Der Weg verlduft nahezu bei kon-
stanter x-Koordinate (Bild 13b), weil der
Ablenkwinkel bei der Sonne sehr klein
ist. Mit dem Wechselwinkelsatz erken-
nen die Schiilerinnen und Schiiler, dass
cos(B) gleich dem Quotienten x/r = R/r
ist. Hierbei ist x = R der Sonnenradi-
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us. Dabei ist die zuriickgelegte Strecke
c-At = Ay. Somit gilt:

_B-R,

2 LR Ly (2)

2 PR

Diese Gleichung koénnen die Lernen-
den leicht aufsummieren. Als Anfang
wird der Punkt gewéhlt, bei dem der
Lichtweg die Sonne tangiert (Bild 3).
Der Endpunkt geht gegen unendlich
und ist in der Summation sehr viel gro-
Ber als der Sonnenradius R. Die Ler-
nenden erhalten so die Halfte des Ab-
lenkwinkels, der zusdtzlich durch die
Elementarwellen auftritt (Tabelle 1).
Die fortgeschrittenen Schiilerinnen
und Schiiler mit Kompetenzen in Ana-
lysis konnen die Gleichung (12) wie
folgt integrieren:

Aa

1 =
7 -Ay=

_RR % 4

da 5
0 \yz ¥ RZ

?-dy. (13)

ot—r

Die Stammfunktion zum Integranden
ist:

Fy) = ———.

v) Ry’ + R?
Daher ergibt die Integration den halben
Ablenkwinkel a:

R

S

a=~ﬁ.

Diese Elementarwellen fiihren also bei
der Sonne zu dem zusatzlichen Ablenk-
winkel:

R
20= 2 =0,87". (14)

Dabei wurden R = 700000km und
R, =2,95 km verwendet. Als Fazit wird
hier festgehalten, dass die Ausbreitung
von Licht an der Sonne durch die Uber-
lagerung von zwei Effekten modelliert
werden kann:

Das Licht breitet sich in der Nahe
einer Masse als Welle im gekrimm-
ten Raum gemdaB dem Huygens'schen
Prinzip aus (Bild 13b und GI. (11)) und
wird dabei in Richtung der Masse um
den Winkel 0,87" abgelenkt. Durch die
Gravitationsbeschleunigung erfolgt ei-
ne weitere Ablenkung um 0,87". Beides
zusammen ergibt die gemessene Ablen-
kung von 1,74".

5.3 Bestimmung des gesamten Ablenkwin-
kels bei der Sonne

Da der Ablenkwinkel durch die Gravi-

tationsbeschleunigung! genauso grof3

ist wie der durch diese Elementarwel-

len, betragt der gesamte Ablenkwinkel

yinm dalpha in” alpha in”
0,00E+00 0,12 0,00
2,00E+08 0,11 0,12
4,00E+08 0,08 0,23
6,00E+08 0,05 0,32
8,00E+08 0,04 0,37
1,00E+09 0,02 0,41
1,20E+09 0,02 0,43

Tabelle 1 Ablenkwinkel: Der halbe Ablenkwinkel
durch diese Elementarwellen « wurde gemas Gl.
(12) mit einer Tabellenkalkulation schon mit 6
Schritten recht genau berechnet. Kleinere Schritt-
weiten ergaben hohe Genauigkeiten.

fiir Licht, das einen Himmelskoérper mit
Schwarzschildradius Ry im Abstand R
passiert (s. Gl. (14)):

Ap="t (15)
Computerexperimente zu Lichtwellen
bei einer Masse

Die Bahnen von Gegenstdnden oder
Licht werden in der Ndhe einer Masse
abgelenkt. Das erkunden wir mit Com-
puterexperimenten. Dazu haben die
groéBeren Schiilerinnen und Schiiler die
Ausbreitung von Lichtwellen analysiert
und programmiert.

Beim Computerprogramm findest du
folgende Eingabemdglichkeiten:
Ablenkende Masse M in kg
Geringster Abstand R der Bahn zur ab-
lenkenden Masse

1) Erkunde, welche Bahntypen mdéglich
sind.

2) Simuliere fiir den gemessenen Ab-
stand R = 5,4-10% m mit Hilfe einer
passenden Masse M der Gravitati-
onslinse den beobachteten Sehwin-
kel von 6",

Losungen

Zu 1) Die Computerexperimente erge-
ben folgende Bahntypen: Hyper-
bel, Spirale nach auBlen, Spirale
nach innen, Bogen zur Masse

Zu 2) Eine Masse von 5,3-10** kg ergibt
den Sehwinkel 6“.

5.4 Erkundung von Lichtwegen und
Ablenkwinkeln

Zu der entwickelten Dynamik (s. GL. 11)

wurden Computerexperimente durch-
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14 Lernende erkunden Ablenkwinkel und Lichtwege bei Lichtwellen mit Computerexperimenten.?

gefiihrt (Bild 14). So konnten alle Schii-
lerinnen und Schiiler die entstehenden
Lichtwege und Ablenkwinkel erkun-
den. Auch konnten sie die Masse der
Gravitationslinse beim Zwillingsquasar
bestimmen.

5.5 Ermittlung des Lichtweges einheitlich
durch Elementarwellen

Bisher haben wir den Lichtweg mithilfe
von zwei Effekten bestimmt, der Gravi-
tationsbeschleunigung und der Ablen-
kung durch Elementarwellen mit Gravi-
tations-Rotverschiebung AN, . icbung (5-
Gl. 8). In der Physik bevorzugt man ein
einheitliches Vorgehen. Der reale Licht-
weg und die realen Wellenfronten be-
inhalten beide Effekte, also haben ver-
einheitlichende Elementarwellen die
doppelte Wellenlangenanderung:

Den Lichtweg kann man komplett
und einheitlich mit Elementarwellen er-
mitteln, deren Wellenldngendanderung
doppelt so grob ist wie die der Gravita-
tions-Rotverschiebung:

AN =2-AN

Rotverschiebung

Elementarwellen (S' GL 8)
Daraus folgt mit einer analogen Herlei-
tung wie oben die richtige Formel zum
Ablenkwinkel (s. Gl. 15). Diese Ver-
dopplung von A\ kénnen die Lernen-
den deuten mithilfe der Eigenzeit fir
sich lotrecht ausbreitendes Licht:

de?=c?- dt?-g,-dr*-g_ =0.

Die Lernenden kénnen nach der wah-
rend dt zuriickgelegten Strecke auflésen:
cdt=dr-[g,/g,]”=dr-g,.

Die zuriickgelegte Strecke nimmt so-
wohl durch die Raumdehnung mit g _als
auch durch die Zeitdnderung durch g,
zu, dieser raumzeitliche Effekt verdop-
pelt den rein raumlichen Effekt®.

5.6 Ermittlung des Lichtweges einheitlich
durch die Eigenzeit

Mit der Tatsache, dass bei Licht die Ei-
genzeit null ist, konnen wir bei sich lot-
recht ausbreitendem Licht die Ausbrei-
tung bestimmen, da hier die Richtung
bekannt ist. Generell bendtigen wir
ein weiteres Prinzip: Wenn ein Zwil-
ling eine Zeitreise macht, dann ist er
bei der Riickkehr zur Erde jlinger als
der nicht verreiste Zwilling [6]. An-
scheinend ist die Eigenzeit maximal
fir den tatsédchlichen raumzeitlichen
Pfad, der nicht weiter beeinflusst wur-
de. Zur Uberpriifung fithrten die Schii-
lerinnen und Schiiler Computerexperi-
mente* durch und stellten fest, dass die
Eigenzeit bei den tatsdchlichen Licht-
wegen grofBer ist als bei benachbarten
Lichtwegen. Die Lernenden erkann-
ten daraufhin, dass man aus diesem
Extremalprinzip den Lichtweg ermit-
teln kann. Beispielsweise kann man mit
den Computerexperimenten Lichtwege

ausprobieren und den mit der langsten
Eigenzeit auswdhlen. Solche extrema-
len Lichtwege nennt man Geodaten.

6 Binnendifferenzierte Progression
mit gemeinsamem Ziel

Das Projekt wurde in einer Arbeits-
gemeinschaft mit Schiilerinnen und
Schiilern der Klassenstufen 5-12
durchgefiihrt. Daher wurde Binnendif-
ferenzierung eingesetzt und systema-
tisch wie folgt dosiert: Je geringer die
Lernbarriere des anstehenden Lernpro-
zesses war, desto weniger Binnendif-
ferenzierung und desto mehr Schiiler-
selbststdndigkeit wurden angeregt. So
fanden alle Lernenden immer eine he-
rausfordernde und zugleich lésbare Si-
tuation vor.

7 Analyse der Lernwege und
Binnendifferenzierung

Insgesamt konnten die Lernenden
die Lichtablenkung im Gravitations-
feld messen und erkldren. Dabei er-
kundeten und entwickelten die Ler-
nenden Konzepte der ART, ausgehend
von ihren Basiskonzepten, im Prinzip
relativ selbststdndig; im Detail beno-
tigten sie zur Uberwindung mathema-
tischer Lernbarrieren allerdings ver-
schiedene Computerexperimente und
Lernhilfen: Das Basiskonzept zur Gra-
vitationsbeschleunigung wurde als un-
zureichend erkannt und mithilfe einer
linearen Regression zum Konzept der
Raumzeitkrimmung erweitert. Mit ih-
rem Basiskonzept zu Elementarwellen
konnten die Lernenden die Lichtwege
in der gekriimmten Raumzeit herleiten
und bestimmen. Fiir diese Lichtwege
konnten die Lernenden zusétzlich das
iibliche Extremalprinzip mithilfe von
Computerexperimenten iiberprifen.
So erreichten die Lernenden auch die
zentrale Aussage der ART: Massen und
dazu dquivalent Energien rufen eine
Kriimmung der Raumzeit hervor. Licht-
wege und Bahnen in der gekrimmten
Raumzeit kénnen durch Geodéten be-
stimmt werden.

In den Abschnitten wurden folgende
unterrichtliche Erfahrungen gemacht:
Im ersten Abschnitt (Kapitel 2) wurde
die Gravitationslinse im Rahmen von
Basiskonzepten untersucht. Hier gab es
keine besonderen Lernbarrieren.
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Zweitens (Kapitel 3) wurde die
Raumzeitkrimmung studiert und zur
Erklarung der Gravitationslinse ange-
wendet. Hier gab es kaum besondere
Lernbarrieren. Bei langeren Argumen-
tationsketten halfen Fortgeschrittene
den Jiingeren.

Drittens (Kapitel 4) wurde die Raum-
zeitkrimmung mathematisiert. Dazu
wurde mithilfe von Gedankenexperi-
menten und einer Transformation ei-
ne sinnvolle lineare Regression durch-
gefiihrt®. Diese ergab die richtige
Schwarzschildmetrik. Dieser Lernpro-
zess erforderte viele Impulse. Die line-
are Regression ist im Prinzip ab Klasse 7
durchfiithrbar, die Jiingeren arbeiteten
anschaulich und konkret, beispielswei-
se zeichneten sie die Gerade ein (Bild 8)
oder untersuchten Zahlenbeispiele.

Viertens (Kapitel 5) wurde der Licht-
weg ermittelt. Dazu wurden Lichtwel-
len analysiert. Das Prinzip konnten alle
nachvollziehen (Bild 13a). Die Herlei-
tungen (s. Gl. 5-15) setzen Kompeten-
zen in Analysis voraus. Dabei waren
hauptsachlich Lernende der Klassen-
stufen 10-12 aktiv. Die uibrigen fiihr-
ten Computerexperimente durch. Das
Extremalprinzip wurde mit Computer-
experimenten Uberpruft und von Ler-
nenden argumentativ zu einem Va-
riationsprinzip zur Bestimmung von
Lichtwegen weiterentwickelt.

8 Diskussion

Das fachliche Ziel des Projekts ist die
von Basiskonzepten ausgehende sowie
moglichst selbststandige Erkundung
der Raumzeitkrimmung und Lichtwe-
ge in der Umgebung einer Masse im
Rahmen der ART ([7], [9], [12], [22]). Das
Foto des Zwillingsquasars (Bild 1) war
eine zielfiihrende Herausforderung und
somit besonders bildend [2]. Durch die
angeregten Lernwege (s. Kapitel 2-5)
entwickelten die Lernenden wesentli-
che Konzepte der ART entsprechend
den drei padagogischen Zielen:

— Die Lernwege kniipfen lernwirksam
an das Vorwissen an ([4], [8a], [16]).

— Die Lernenden wurden mit dem Fo-
to zum eigenstandigen und erfolgrei-
chen Denken angeregt [10].

— Die sehr heterogene Lerngruppe
konnte wirksam und nicht nivellie-
rend zusammenarbeiten [28], indem
sie die Erklarung des Fotos auf the-
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mendifferenzierten Lernwegen ge-
meinsam ansteuerte. So konnten
gehaltvolle gemeinsame Taten die
Identitat des Individuums und der
Gruppe weiterentwickeln®.
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Anmerkungen:

(1) Das ist numerisch offensichtlich und kann auch
leicht hergeleitet werden: Die Geschwindigkeitsénde-
rung senkrecht zur Geschwindigkeit betragt (Bild 13):
Av=a- At cos(B). Mit A = ¢ - At und a = GM/r? folgt:
Av=c? At cos() 53 Mitv=cistia =4 =c- At
cos (B) 2—; Das entspricht GI. (11).

(2) Die Computerprogramme sende ich auf Anfrage
gerne zu.

(3) Dieser doppelte Effekt tritt analog bei Herleitungen
zum Fermat'schen Prinzip auf, s. ([25], S. 34-42). Die
Fermat'sche Metrik ist gF - (dx® + dy? + dz?) = (1 -2
Ry/r) - (dx? + dy? + dz?). Dem entspricht genau die
hier entwickelte Regel AN =2-AN .
(4) Fur die Eigenzeit wurde der Term dr = (c2.dt? - g, -
dr?. g —r?. de?)°® verwendet. Die Computerprogramme
sende ich auf Anfrage gerne zu.

(5) Diese Regression ist anschlussfahig und kann zur
Einstein-Gleichung der ART weiterentwickelt werden
[5]. Diese lineare Regression habe ich bereits in ver-
schiedenen Lerngruppen mit Erfolg durchgeflihrt.
Dieser Zugang ist relativ einfach, weil er die hierbei
relevanten zwei Dimensionen der vierdimensionalen
Raumzeit jeweils einzeln separiert und im Rahmen
einer Regression besonders einfach 16st. Diese Methode
der Regression kann man als Unvollstandigkeit deuten.
Daher habe ich als Alternative eine einfache Herleitung
der Schwarzschildmetrik mit Separation der Dimensio-
nen und mit Herleitung statt Regression entwickelt und
im Unterricht getestet [6].

(6) Die Existenz verwirklicht sich nach Karl Jaspers
im Tun und Handeln ([24], [27]). Das gilt fir die Exis-
tenz des Individuums und vermutlich auch fur die der
Gruppe.
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