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Einstein in der Schule (Teil 1)

Unterrichtskonzepte zur allgemeinen Relativitdtstheorie

von Hans-0tto Carmesin

Die allgemeine Relativitétstheorie, ART, ist grundlegend fiir das
Denken von Raum und Zeit ([10], [29]) und daher fiir viele Schiile-
rinnen und Schiiler interessant. Hier zeige ich, wie Lernende ein
Astrofoto aufnehmen, daran die relativistische Lichtablenkung
messen und, ausgehend von ihren Basiskonzepten, wesentliche
Konzepte der ART entwickeln. Dazu berichte ich tiber Erfahrun-
gen in den Klassenstufen 5-12. Auch présentiere ich Material, das
fiir Unterricht in Astronomie, Physik und Mathematik geeignet ist.

1 Einleitung

Die Schwerkraftistallgegenwaértic. Aber
erstim Jahr 1686 formulierte Newton ei-
ne auch fir den Mond und die Plane-
ten brauchbare Regel, das Newton'sche
Gravitationsgesetz [15]. Bereits im Jahr
1784 folgerte John Mitchell daraus, dass
selbst Licht der Schwerkraft unterliegt
und sogar von einem Stern mit sehr
kleinem Radius, also hoher Dichte, am
Entweichen gehindert wird [8]. Der Ra-
dius, ab dem das passiert, heiBt heute
Schwarzschildradius. Die Auswirkung

1 Lernende der Klassenstufen 5-12 haben gemeinsam den Zwillingsquasar
0957 +561 A, B (roter Kreis) fotografiert. Dazu nutzten sie ein Teleskop mit
einer Offnung von 11 Zoll vom Typ C11 und eine Kamera der Firma SBIG
vom Typ ST402 bei einer Belichtungsdauer von 5 min und bei einer Kamera-

temperatur von -10° C.

der Schwerkraft auf das Licht kénnen
Schiilerinnen und Schiiler selbst ent-
decken, indem sie beispielsweise den
Galaxienkern 0957 +561 fotografieren
(Bild 1). Dieser Galaxienkern erscheint
im Foto in Form von zwei Punkten und
wird daher Zwillingsquasar 0957 +561
genannt. Das deutet man dadurch, dass
das Licht auf zwei Wegen in das Au-
ge des Betrachters gelangt, wobei die-
se Wege durch die Schwerkraft einer
Masse entstehen (Bild 2). Diese sammelt
das Licht beim Betrachter, dhnlich wie
eine Sammellinse, daher nennt man die

Masse auch eine Gravitationslinse. Man
verwendet Licht als MaBstab fiir Gerad-
linigkeit und deutet entsprechend den
Lichtweg in Bild 2 durch eine Raumzeit-
kriimmung, die von der Masse verur-
sacht wird. Diese Deutung hat den zu-
satzlichen Vorteil, dass man mit ihr den
Lichtweg berechnen oder durch Com-
puterexperimente ermitteln kann. Sol-
che Berechnungen sind Gegenstand der
sogenannten allgemeinen Relativitiits-
theorie, die Einstein 1915 formulierte
[7]. Hierist die Kriimmung der Raumzeit
in der Néhe einer Masse wichtig (Bild
2). Die auBere Schwarzschildlésung be-
schreibt die Raumzeitkriimmung in der
Néhe einer Punktmasse. Da die ART
grundlegend fir das moderne Denken
uiber Raum und Zeit ist, ist sie auch fiir
Schilerinnen und Schiiler interessant
([11, [8], [10], [20], [21], [29], [30], [31]).

Diese Entdeckung der Gravitati-
onslinse und ihre Erkldrung durch
die Raumzeitkriimmung stellt ein an-
spruchsvolles Lernziel dar. Dieses ha-
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2 Lernende der Klassenstufen 5-12 entwickelten gemeinsam eine Vermu-
tung: Dem fotografierten Zwillingsquasar liegt eine einzige Galaxie zugrun-
de. Das Licht gelangt auf zwei Wegen zum Beobachter. So entstanden die
beiden umrandeten Punkte in Bild 1.
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5 Fallt der Ball immer wieder herunter?

6 Eine Masse auf der Sprungmatte eines Trampo-
lins dehnt diese Matte grob analog dazu, wie eine
Masse die Raumzeit in ihrer Umgebung dehnt.

be ich in einer sehr heterogenen Lern-
gruppe, bestehend aus Schiulerinnen
und Schilern der Klassenstufen 5-12,
einer Arbeitsgemeinschaft fiir Astro-
nomie unterrichtet. Daher eignet sich
dieses Projekt als Fallbeispiel zur Un-
tersuchung von anspruchsvollem bin-
nendifferenziertem Unterricht, wie er
im Zusammenhang mit inklusivem Un-
terricht gefordert wird [28]. Bei diesem
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Fallbeispiel werden ein fachliches und

drei pddagogische Ziele verfolgt:

Das fachliche Ziel des prasentierten
Projekts bestand darin, dass Lernende
der Klassenstufen 5-12 die Gravitations-
linse und die zugehorige Krimmung der
Raumzeit, also wesentliche Konzepte
der ART ([7], [14], [23], [25]), ausgehend
von ihren Basiskonzepten, sich selbst
erarbeiten. Dazu wurde vorbereitend
die tbliche Theorie der vierdimensio-
nalen Raumzeit so gegliedert, dass die
zwei waagerechten Raumdimensionen
separiert werden und nur die zwei lb-
rigen Dimensionen effektiv behandelt
werden miissen. Dadurch konnen die
Lernenden die exakte Raumzeitkrim-
mung mit Schulmitteln entwickeln (s.
Abschn. 4). Mit Hilfe der Huygens'schen
Elementarwellen werden Lichtwege be-
rechnet und Massen bestimmt.

Die wesentlichen pddagogischen Zie-

le sind hier:

— Herausfordernde Lernbarrieren, die
die Lernenden mit Vorwissen bewadl-
tigen: Denn das steigert gerade in
den Naturwissenschaften die Lern-
wirksamkeit. Auch sind nach W. v.
Humboldt reale Lernbarrieren gut
geeignet, um Bildungsprozesse an-
zuregen [2].

— Selbststandiges Denken: Das stei-
gert die Lernwirksamkeit besonders
durch Aufstellen und Testen von Hy-
pothesen [13]. Zudem ist die Nutzung
des eigenen Verstandes ein wichtiges
Ziel der Aufkldrung [10].

— Heterogenitat: Teilhabe auch unter-
schiedlicher Menschen an der Bildung
ist ein wichtiges gesellschaftliches
Ziel. Dabei sollte nicht nivellierend
gefordert werden [28]. Dazu wird das
Konzept der binnendifferenzierenden
Progression zum gemeinsamen Ziel
vorgeschlagen und konkret ausge-
fihrt (s. Abschn. 6).

2 Untersuchung einer Gravitations-
linse

In einem ersten Abschnitt haben die Ler-
nenden den Linseneffekt erarbeitet und
zundchst durch ihr Basiskonzept Gravi-
tation erklért. Auch haben sie die Unzu-
langlichkeit ihres Basiskonzepts mithil-
fe von Computerexperimenten erkannt.

2.1 Erstellen des Fotos
Ausgangspunkt fiir den Lernprozess ist
das Foto der Zwillingsgalaxie (Bild 1).

Dieses haben die Lernenden selbst in
ihrer Schulsternwarte aufgenommen.
Gruppen ohne Sternwarte kénnen die-
ses Foto oder dhnliche einsetzen.

2.2 Vom Foto zur Leitfrage

Die Lernenden erhielten die Zusatzin-
formation, dass die beiden Lichtpunkte
gemeinsame Helligkeitsschwankungen
zeigen.! Daraus folgerten die Schiile-
rinnen und Schiiler, dass das Licht von
nur einer Quelle stammt. Entsprechend
wurde die Skizze in Bild 2 entwickelt. Es
stellte sich die Leitfrage: Warum kommt
das Licht auf zwei Wegen zum Betrach-
ter?

2.3 Von der Leitfrage zu Vermutungen

Die Lernenden vermuteten die Schwer-
kraft? als Ursache. Wenn das Licht durch
die Gravitation abgelenkt wird, dann
kann es auf den beiden Wegen (Bild
2) zum Beobachter kommen. Fortge-
schrittene Lernende haben auch schon
etwas von der Krimmung der Raum-
zeit gehort, diese Vermutung erscheint
zundchst aber unnétig kompliziert. Da-
her wurde erst die Basis-Vermutung
zur Schwerkraft, dargestellt durch das
Newton'sche Gravitationsgesetz, tiber-
pruft.

2.4 Uberpriifung der Basis-Vermutung

Zur Uberpriifung der Vermutungen wer-
teten die Lernenden das Foto quantita-
tiv aus. Dazu wurde zundchst der Seh-
winkel von 6" bestimmt (Bild 1). Da tiber
eine vermutete Gravitationslinse (Bild 2)
zundchst noch wenig bekannt ist, wur-
de die Sonne als ein weiteres Beispiel
gewdahlt. Die Lernenden erhielten da-
zu die noétigen Informationen (Bild 3).

Arbeitsblatt 1: Bestimmung des Sehwin-
kels beim Zwillingsquasar
Zwillingsquasar: Foto Athenaeum,
17.7.15, C11, ST402, Belichtung 5 min,
Kameratemperatur —-10°C (Bild 1)

Die Bildhéhe entspricht einem Sehwin-
kel von 0,083°:

Bestimme zu den beiden Bildern des
Zwillingsquasars den Sehwinkel.

Lésung zum AB 1
Bildhohe: 100 mm a 0,083°
1 mm a 0,00083°
Sehwinkel des

Zwillingsquasars: 2 mm a 2-0,00083°

=0,00166° = 6"




Arbeitsblatt 2: Bestimmung des Ablenk-
winkels bei der Sonne
Bei der Sonnenfinsternis 1919 wurde
beobachtet, dass das Licht eines Sterns,
das die Sonnenoberfldche tangiert, um
einen Winkel von 8 = 1,74" abgelenkt
wird.
Markiere den Winkel in der Skizze.
Erkldre, warum der Ablenkwinkel bei
einer Sonnenfinsternis gemessen wurde.
Die Lernenden fiihrten Computer-
experimente zum Ablenkwinkel durch.
Dazu nutzten sie ein Programm, das sie
zuvor bereits zur Modellierung von Pla-
netenbahnen eingesetzt hatten (Bild 4).
Die Schiilerinnen und Schiiler hatten
diese Simulationen vorher spielerisch
entwickelt.? Dabei hatten sie als Kraft
die Newton'sche Gravitationskraft ver-
wendet. Zur Steigerung der Genauig-
keit hatten fortgeschrittene Lernende
die gleiche Dynamik in der Program-
miersprache Java implementiert. Mit
diesem Programm erkundeten alle die
Lichtwege bei der Sonne und erhielten
den Ablenkwinkel 8 = 0,87". Die Ler-
nenden stellten fest: Das Newton'sche
Gravitationsgesetz alleine kann die
Lichtablenkung an der Sonne nicht er-
klaren. Da die Basis-Vermutung verwor-
fen war, Giberpriften wir die Vermutung
zur Raumzeitkrimmung.

3 Untersuchung der
Raumzeitkriimmung

In einem weiteren Abschnitt wurde die
Raumzeitkrimmung entdeckt und zur
qualitativen Erkldarung der Gravitations-
linse angewendet.

3.1 Entdeckung des Schwarzschildradius
Zundchst untersuchten die Lernenden
wesentliche Typen von Bahnen, die bei
Gravitation prinzipiell auftreten kon-
nen. Dabei lernten sie den Schwarz-
schildradius mit Hilfe eines Arbeitsblat-
tes kennen (Bild 5):

R‘=2MG. (l)

Arbeitsblatt Schwarzschildradius
Anna schiefit einen FuBiball senkrecht
nach oben bis zu einem Abstand R
vom Erdmittelpunkt. Die Erde hat die
Masse M = 6-10* kg und den Radius
R, = 6378 km.

1) Leite eine Formel fir die Abschuss-

geschwindigkeit v her.
2) Leite eine Formel fir die Abschuss-

geschwindigkeit v her, bei welcher
der Ball nicht zurickkommt.

3) Bestimme den Radius R, auf den man
die Erde zusammendriicken miusste,
so dass nicht einmal Licht die Erde
verlassen kann. Die Lichtgeschwin-
digkeit betragt c =300 000 km/s. Die-
ser Radius R, wurde 1784 von John
Mitchell entdeckt.

Lésungen zum AB

Zu 1) 0= AE = - mM-G- (Ri—%)

+mv¥2 > v=_[2MG [Ri - %)

Zu 2) Fiir R oo ist: v =[2G
B
_ |2MG _ 2MG
ZuB)C—\j G > Ry =244,

Der Radius einer Masse M, ab der Licht
nicht entweichen kann, heifit Schwarz-
schildradius R. Fiir die Erde betrdgt der
Schwarzschildradius R = 8,9 mm.

3.2 Entwicklung des Konzepts der Dehnung
der Raumzeit

Mit den Lernenden wird die folgende
Leitfrage behandelt: Wie verlduft ein
senkrechter Aufstieg beim Schwarzen
Loch? Die Lernenden beschreiben zu-
ndchst das Geschehen bei einem Ball.
Der Ball startet mit einer Anfangsge-
schwindigkeit senkrecht nach oben, die
Geschwindigkeit sinkt, wird null, dann
entwickelt sich eine Geschwindigkeit
nach unten, schlieBlich trifft der Ball
wieder unten ein.

Als Nachstes analysieren sie Licht.
Das Licht startet mit der Anfangsge-
schwindigkeit ¢ senkrecht nach oben,
die Geschwindigkeit sinkt nicht, denn
die Lichtgeschwindigkeit ist eine Kon-
stante.* Dennoch kann das Licht das
Schwarze Loch nicht verlassen und bei-
spielsweise die Erde erreichen. Wie ist
das moglich? Die Lernenden untersu-
chen die zuriickgelegte Strecke ge-
nauer. Beim Aufstieg des Lichts nimmt
die zurlickgelegte raumzeitliche Stre-
cke® mit konstanter Geschwindigkeit
¢ unbegrenzt zu. Also steht eine un-
begrenzte raumzeitliche Strecke zum
Aufstieg des Lichts zur Verfiigung, oh-
ne dass das Licht beispielsweise die Er-
de erreicht. Somit muss die raumzeitli-
che Strecke durch das Schwarze Loch
unendlich gedehnt worden sein. Verall-
gemeinernd wird festgestellt, dass eine

Masse in ihrer Umgebung die Raum-
zeit dehnt.

3.3 Erklarung des Lichtweges
Vorbereitend wird den Lernenden er-
lautert, dass das Licht auf dem Weg von
der Quelle zum Beobachter bevorzugt
den kirzesten Weg nimmt. Das-erklart,
warum sich Licht im nicht gedehnten
Raum auf einer Geraden ausbreitet.
Damit erkldren die Schiilerinnen und
Schiler nun, warum das Licht in Bild 2
einen raumzeitlichen Weg um die Gra-
vitationslinse herum realisiert (s. auch
Bild 4): In der Néhe der Gravitations-
linse ist die Raumzeit gedehnt und der
raumzeitliche Weg verlangert.

3.4 Veranschaulichung der Dehnung der
Raumzeit

Die Dehnung der Raumzeit durch ei-
ne Masse wird ergdnzend durch ei-
ne Analogie zum Trampolin grob ver-
anschaulicht (Bild 6). Die Lernenden
erarbeiten die einander entsprechen-
den Komponenten: Die Sprungmat-
te entspricht einer Flache des Raums.
Auf diese Matte wird eine Masse ge-
legt, dem entspricht eine Masse in der
betrachteten Flache des Raums. Die
Dehnung der Sprungmatte in der Um-
gebung der Masse entspricht der Deh-
nung der Fldche. Die Verldngerung des
Weges auf der Sprungmatte von der
Masse nach aulien entspricht der Ver-
ldngerung des Weges in der Nahe einer
Masse in der betrachteten Fldache. Die
Sprungmatte ist an verschiedenen Stel-
len unterschiedlich gedehnt, so dass
sie keine ebene Flache mehr ist; man
nennt sie daher gekriimmt. Analog ist
der Raum in der Nédhe einer Masse so
ungleichmdaBig gedehnt, dass er auch
gekrimmt ist.

4 Herleitung und Berechnung der
Raumzeitkriimmung bei einer
Masse

Zur Mathematisierung untersuchten
wir die Langenberechnung fiir einen
gekrimmten Raum. Dazu betrachte-
ten wir die krummlinigen Koordinaten
auf einem Globus und stellten fest, dass
unter der Lupe die Koordinatenlinien
praktisch geradlinig sind, aber gene-
rell schrdg liegen und gedehnt sein kon-
nen (Bild 7). Die Lernenden entwickel-
ten dazu selbststédndig ein Verfahren zur
Abstandsberechnung und lernten dabei
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7 Arbeitsblatt: Metrischer Tensor

8 Arbeitsblatt: Ermittlung der Schwarzschildls-
sung im Rahmen einer Regression

¢ r=6778 km
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r=6378 km

9 Berechnung der Winkelsumme im Dreieck
kleiner als 180°

10 GPS: Bild aus Wikipedia. URL: https://
de.wikipedia.org/wiki/Global_Positioning_System
(Heruntergeladen 2012).
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den metrischen Tensor kennen.

Arbeitsblatt: Metrischer Tensor

Bestimme den Abstand do aus den

schragen und gedehnten Koordinaten

da und db.

1) Gib eine Formel fiir do? fiir y = 90° an.

2) Gib eine Formel fiir do? fiir beliebige
Winkel vy an.

3) Gib zur Formel do* =g, -da-da +g,,
-db-db + g, -da:db + g, -db-da die
Terme fiir die sogenannten Elemente
des metrischen Tensors g, g,, und
Gy = G, AT

4) Gib die Elemente des metrischen Ten-
sors fiir die gewohnliche Ebene an.

Losungen zum AB

Zu 1) Satz des Pythagoras:

do? = da? + db?

Kosinussatz:

do? = da? + db? - 2-cos(y)-da-db
g.=19,=1und

Gpa = ap = — COS(V)
9.=19,=1undg, =g,=0

Zu 2)
Zu 3)
Zu 4)

4.1 Ermittlung® der Schwarzschildmetrik im
Rahmen einer Regression

Nachdem die Lernenden den metri-

schen Tensor als Werkzeug zur Ab-

standsberechnung kennengelernt hat-
ten, stellten wir die Frage nach dem
metrischen Tensor in der Ndhe einer

Masse M. In die beiden waagerechten

Richtungen wirkt keine Schwerkraft,

daher sind die entsprechenden Kom-

ponenten eins. Wir suchten also fiir die
senkrechte Koordinate r, die sogenannte
radiale Koordinate, das Element g_. Die-
ses ermittelten die Lernenden mit einem

Arbeitsblatt teils selbststéandig, teils mit

individuellen Lernhilfen (Bild 8):

g, = 1/(1-R/x). (2)

Wie héngt die Strecke do? = g,_- dr? bei

einer Masse M von der radialen Koor-

dinate r ab?

Besondere Stellen:

1) Furr - e ist g_=1 oder kurz
(rlg,) = (e°l1). Begriinde.

2) Beim Schwarzschildradius R kann
senkrecht aufsteigendes Licht M
nicht verlassen, obwohl es sich mit
Lichtgeschwindigkeit ausbreitet.
Daher muss die raumzeitliche Stre-
cke unendlich groB sein. Fiir r > R
geht daher g > « oder kurz (rlg_) =
(Rgle). Begriinde, dass g, nicht schon
fur r>R divergiert.

Vermeidung von Unendlichkeiten durch

Kehrwerte:

Wir ersetzen r durch 1/u sowie g_durch

1/q und kurzen 1/R; durch Ug ab.

3) Rechne die beiden Stiitzstellen (cl1)
und (R ) in die neuen Variablen um.

4) Bestimme die Funktion q(u) durch die
beiden Stiitzstellen als lineare Funk-
tion.

5) Bestimme aus q(u) den Term g_(r).
Dieser Term beschreibt die radia-
le Komponente der Raumzeitdeh-
nung bei einer Masse exakt und wird
Schwarzschildlésung genannt.

Losungen zum AB

Zu 1) Die Schwerkraft geht gegen null,
daher geht g_gegen 1.

Fur r> R verlasst Licht die Masse
M; daher muss nichts divergieren.

Zu 2)

Zu 3) (ulq)= (0I1) und (ulq)=(Ul0)
Zud) q=1-u/U
Zu ) g, =1/(1-R /1)

4.2 Berechnung der Winkelsumme im
Dreieck

Um die Schwarzschildlésung zu kon-

solidieren, untersuchten wir die Win-

kelsumme eines rechtwinkligen Drei-

ecks, das grob der Flughohe der ISS

entspricht (Bild 9).

Wie grof ist die Winkelsumme im Drei-
eck auf der Erde?

Losung zum AB, berechnet mit Excel
Schwerelos wére a = y = 45° 3 = 90°,
Wir wahlen dr = 1m = dx. R, = 8,89 mm.
Waagerecht: dx = 1 m

Wir berechnen a mit dem gelben Hilfs-
dreieck bei A: do = dr/(1-R/1)"°.

do =1 m/(1-8,89 mm/6378 km)®3

=1 m+696,9 pm = « = arctan(1 m/do)
=45°-19,97 n°.

Fir @, ist: do = 1/(1-8,89 mm/6578 km)®°
= 1 m+675,7 pm. B, = arctan(do/m) =
45°+19,36 n°® = B,

Fur vy ist:

do = 1/(1-8,89 mm/6778 km)"® =

1 m+655,8 pm.

v = arctan(1 m/do) = 45°-18,79 n°.
Winkelsumme o + B, + B, + v = 180° -
35,8 p°

Arbeitsblatt: Zeitfaktor’ g,

Um die Schwarzschildlésung zu vervoll-
standigen, bestimmten die Lernenden
den zeitlichen Faktor g, &hnlich wie den
rdumlichen g _:

g, = I-RyL. 3)



Wie héngt die Dauer dr* = g, - dt* bei
einer Masse M von der radialen Koor-
dinate r ab?

Besondere Stellen:

1) Firr - «~ist g, = 1 oder kurz (rlg,) =
(eol1). Begriinde.

2) Ein senkrecht fallender Astronaut
kann den Schwarzschildradius R
nach einer endlichen Falldauer, ge-
messen mit seiner Uhr, erreichen,
denn die Gravitation behindert das
Fallen nicht. Damit nicht umgekehrt
Licht von R, aus das Schwarze Loch
verlassen kann, sollte bei R, die fiir
das Licht verfiigbare Zeit durch den
Zeitfaktor g, unendlich verkleinert
sein. Bestimme g, fiirr - R..

Vermeidung von Unendlichkeit durch

Kehrwert:

Wir ersetzen r durch 1/u und kiirzen 1/

R, durch Ug ab.

3) Rechne die beiden Stiitzstellen (ool1)
und (Rgl0) in die neue Variable um.

4) Ermittle die Funktion g, (u) durch die
beiden Stiitzstellen als lineare Funk-
tion.

5) Ermittle aus g, (u) den Term g (1).
Dieser Term beschreibt den Zeitfak-
tor bei einer Masse exakt und gehort
auch zur Schwarzschildlésung.

Losungen zum AB

Zu 1) Die Schwerkraft geht gegennull,
daher geht g, gegen 1.

Zu?2) g,=0

Zu 3) (ulg,) = (011) und (ul g,)=(U,l0)

Zu4) g,=1-u/U

Zub) g,=1-R/r

4.3 Berechnung der Zeitdehnung auf der
Erde und auf GPS-Satelliten

Um die Schwarzschildlésung weiter zu

konsolidieren, untersuchten wir den

Gang der Uhren auf GPS-Satelliten

(Bild 10).

Wie funktioniert das GPS?

Arbeitsblatt: Berechnung der Zeitab-

weichung auf GPS-Satelliten

Flughohe der Satelliten: 20200 km

1) Bestimme den Gang der Uhren im
Satellit sowie am Erdboden und ver-
gleiche.

Losung zum AB, berechnet mit Excel
R, =8,89 mm g, (r; ) =
1-1,39-10%; g, (r,,)= 1 -0,334-10°
Fur dt = 1s ist die Dauer

}\wﬁo

-
)
&

11 Zwei Beobachter messen fiir einen Lichtwel-
lenzug die Sendedauer £, . sowie die Anzahl
n der Wellenberge und berechnen daraus die
Periodendauer T.

dr, . =dt-[g, (ry,) ]°° = 1s-697 ps und
drg, =dt-[g, (rg,) *° = 1s-167 ps.

Die Abweichung betragt 530 ps je Se-
kunde oder 53 n%.

- 46 ps pro Tag > 46 ps/Tag - 300000
km/s = 13,7 km/Tag > vollig inakzep-
tabel® > Die Uhr wird passend kalib-
riert (Bild 11).

Die Lernenden erhielten die Info,
dass in den GPS-Satelliten die Zeitab-
weichung ausgeglichen wird. Damit ist
fir die Lernenden auch die Schwarz-
schildmetrik empirisch tiberprift.

Anmerkungen

1 Didaktisch reduzierend wurde die Tatsache ausge-
klammert, dass eine Helligkeitsschwankung des Qua-
sars auf einem Lichtweg tiber 400 Tage spéater bei der
Erde eintrifft als auf dem anderen Lichtweg. Dies wird
mit dem Saphiro-Effekt durch unterschiedlich lange
Lichtwege erkléart (s. [17]).

2 Ankniipfend an ihr Vorwissen gingen die Lernenden
spontan von ihrem Basiskonzept der Newton'schen Gra-
vitation aus. Spater erkannten sie die Unzulanglichkeit
ihres Basiskonzepts und erlebten so einen kognitiven
Konflikt und die Notwendigkeit zur Erweiterung ihres
Konzepts. Dazu wurde, ausgehend vom Basiskonzept,
das Konzept der Raumzeitkrimmung entwickelt. So
erreichten die Lernenden eine tragfahige Erklarung.

Diese Vernetzung mit dem Vorwissen verspricht eine
hohe Lernwirksamkeit. Aus fachlicher Sicht ist ein
kognitiver Konflikt immer teils unstimmig. So wirkt
auf masselose Photonen aus fachlicher Sicht keine
Newton’sche Gravitationskraft. Immerhin hangt die
Gravitationsbeschleunigung nur von der felderzeugen-
den Masse, jedoch nicht von der angezogenen ab und
kann daher im Sinne eines Basiskonzepts auch auf
das masselose Licht angewendet werden. Der kognitive
Konflikt entspricht der Falsifikation des Basiskonzepts
und somit dem erkenntnistheoretischen Vorgehen beim
kritischen Rationalismus [18].

3 Die spielerische Entwicklung von Computerexperi-
menten durch Schilerinnen und Schiler der Klassen-
stufen 5-12 stelle ich in einem weiteren Aufsatz in
Kirze dar. Grundsatzlich erzeugen die Lernenden einen
Euler'schen Polygonzug [3].

4 Das konnen die Lernenden mit Hilfe einer Schul-
sternwarte nachweisen (CARMESIN, 2006).

5 Die raumzeitliche Strecke des Lichts beriicksichtigt
auch die Dauer der Lichtausbreitung.

6 Diese Regression vernachlassigt héhere Ordnun-
gen bei der Ermittlung der Raumzeitkrimmung. Die
Raumzeitkrimmung wird Ublicherweise mittels der
Einstein’'schen Feldgleichung hergeleitet, deren Ermitt-
lung &hnlich denkbare héhere Ordnungen vernachlas-
sigt (s. [7], [9]).

7 Die beiden Elemente des metrischen Tensors, die
radiale Komponente grr und die zeitliche Komponente
gtt, stellen nur gemeinsam ein Hindernis dar dafir,
dass Licht das schwarze Loch verlasst. Bei Interesse
kénnen die Lernenden das am Beispiel der Strecke
vom Schwarzschildradius RS zum zweifachen Schwarz-
schildradius 2-RS Uberpriifen. Dabei kirzen wir im
Folgenden den Schwarzschildradius mit a ab:

Die Langenkomponente L ist das Integral von a bis 2-a
mit dem Integrand Wurzel von 1/(1 — a/r), integriert
bezliglich dr. Die Integration ergibt L = 2,29559.a =
2,3-a. Diese Lange L ist endlich und stellt somit alleine
kein Hindernis flr das Entweichen von Licht dar.

Die Zeitkomponente T ist das Integral von a bis 2-a mit
dem Integrand Wurzel von (1 —a/r), integriert bezliglich
dr/c. Die Integration ergibt T=0,53284-a/c = 0,53-a/c.
Diese Dauer T ist endlich und stellt daher alleine kein
Hindernis flr das Entweichen von Licht dar.

Mit Krimmung der Raumzeit ist das Quadrat der Ei-
genzeit dr - dr=gtt - dt-dt —grr - dr-dr/(c-c). Aufldsen
nach dt ergibt: dt = grr - dr/c. Ein entfernter Beobachter
stellt somit fiir die Dauer At der Lichtausbreitung von
a bis 2-a die Zeit At fest, die gleich dem Integral ist
von a bis 2-a mit dem Integranden 1/(1 — a/r) bezlglich
dr/c. Dieses Integral ist At = [a:In(r —a) + rl/c an den
Integrationsgrenzen a bis 2-a. Dieses Integral divergiert
fiir a gegen den Schwarzschildradius. Aus Sicht eines
entfernten Beobachters entkommt das Licht also nie
bei ihm an. Die Ursache ist die Krimmung der Raum-
zeit, dargestellt durch beide Elemente des metrischen
Tensors grr und gtt zusammen.

8 Ublicherweise verwendet das Empfangsgerat die
Zeitangabe der GPS-Satelliten. Auch das verringert
den durch die Raumzeitkrimmung moglichen Fehler.

Die Literaturangaben folgen im 2. Teil.
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