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1 Abstract

Ein Modell zur Simulation der Elektrostatik in der Mesosphäre unter einem Strom-
moment wurde für diese Arbeit entwickelt. Das Modell löst gewöhnliche Diffe-
rentialgleichungen, welche sich aus der Kontinuitätsgleichung und der Poisson-
Gleichung sowie Reaktionsgleichungen ergeben, zur Berechnung der (reduzier-
ten) elektrischen Feldstärke, sowie Teilchendichten von e−, N+

2 , O+
2 , O−, O+,

N+, N2 und O2. Mithilfe dieses Modells wird das notwendige Strommoment be-
stimmt, welches für die Entstehung einer Entladung in der Mesosphäre, einem
Sprite, notwendig ist. Dazu werden Ratenkoeffizienten von BOLSIG+, Borisov et
al./Sentman et al. und Pasko et al. verwendet. Abhängig von den verwendeten
Ratenkoeffizienten liegt die kritische reduzierte elektrische Feldstärke zwischen
93Td und 138Td, sowie das für einen Sprite notwendige Strommoment zwischen
200kA km und 300kA km. Ein Streamer kann bei denselben reduzierten elektri-
schen Feldstärken entstehen.
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2 Motivation

Ein Sprite (dt. Kobold) ist eine Entladung, welche in der Mesosphäre in Höhen von
ungefähr 80km über Gewitterwolken auftreten kann. Sprites wurden erstmals in den
1990er Jahren von Franz et al. zufällig beim Testen einer Low-Light-Kamera beobachtet[4].
Die zeitliche Dauer eines Sprites liegt in der Größenordnung einiger Millisekunden, was
eine experimentelle Beobachtung erschwert. Dadurch lassen sich chemische Prozes-
se, welche durch Sprites hervorgerufen werden, nur schwer beobachten. Zusätzlich
ist der exakte Ort, an welchem ein Sprite auftreten kann, nicht leicht vorhersagbar, da
das Auftreten eines Sprites von der Stärke eines Blitzes abhängt. Mit dem für diese Ar-
beit entwickelten und hier vorgestellten Modell soll einerseits eine Vorhersage gemacht
werden, ab welcher Stromstärke in welcher Höhe ein Sprite auftreten kann. Weiterhin
soll eine Betrachtung der Zusammensetzung der Umgebungsluft durch die Berech-
nung chemischer Reaktionen ermöglicht werden. Zudem kann mithilfe dieses Modells
bestimmt werden, ob die bei einem Sprite produzierten Elektronen einen leitfähigen
Plasmakanal, einen sogenannten Streamer, erzeugen können.

Abbildung 2.1: Sprite über Mexiko, aufgenommen von der ISS[5]. Die rote Struktur ist ein red
Sprite, während der helle Fleck darunter ein Blitz ist.
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2 Motivation

2.1 Bisherige Arbeiten zu diesem Thema

Pasko et al.[17] haben eine Beschreibung der Entstehung eines Sprites basierend auf
einem quasielektrostatischen Modell geliefert und ein dreidimensionales Modell auf-
gestellt und die optischen Emissionen beschrieben. Gordillo-Vázquez[7] sowie Sent-
man et al.[23] haben synthetische Pulse simuliert und chemische Reaktionen in ei-
nem Sprite, beziehungsweise Streamer, berechnet. Luque und Gordillo-Vázquez[12]
haben eine nulldimensionale Gleichung hergeleitet, mit welcher die (reduzierte) elek-
trische Feldstärke berechnet werden kann. Dabei haben sie zusätzlich das assoziative
Detachment der Elektronen von negativen Sauerstoffionen betrachtet, welches sich
als relevant für elektrodynamische Prozesse in der oberen Atmosphäre erwiesen hat.
Parra-Rojas et al.[16] haben mit der von Luque und Gordillo-Vázquez hergeleiteten
Gleichungen Berechnungen für über 20 verschiedene chemische Stoffe und verschie-
dene Strommomente durchgeführt.

3



3 Theoretische Grundlagen

3.1 Einheit der elektrischen Feldstärke

Die elektrische Feldstärke wird, anders als üblich, nicht in V m−1 sondern als redu-
zierte elektrische Feldstärke E∗ = E/N in Towsend (Td) mit der Luftteilchendichte N
angegeben, da in Gasen die kinetische Energie der Elektronen eine Funktion von E/N
ist. Die Definition des Townsend ist

1Td = 10−21V m−2 (3.1)

Die reduzierte elektrische Feldstärke ist dadurch an die Luftdichte gekoppelt. Mit-
tels des elektrischen Feldes wird die Bewegung von Elektronen beschrieben, welche
zusätzlich noch von der Luftdichte abhängt. Eine bestimmte elektrische Feldstärke be-
wirkt in großer Höhe und damit geringerer Luftdichte und der größeren freien Weglänge
eine größere mittlere kinetische Energie der Elektronen als am Boden, was sich in der
reduzierten elektrischen Feldstärke widerspiegelt. Dadurch kann ein Wert für die Wir-
kung des elektrischen Feldstärke unabhängig von der Luftdichte und Höhe angegeben
werden.

3.2 Kontinuitäts- und Poissongleichung

Die grundlegenden Gleichungen dieses Modells sind die Kontinuitätsgleichung und
die Poisson-Gleichung. Die Kontinuitätsgleichung besagt, dass Ladung weder erzeugt
noch vernichtet werden kann. Sie formuliert also eine Ladungserhaltung. Hergeleitet
werden kann sie mittels des Gaußschen Satzes der Vektoranalysis∮

S(V )

~E ·d~A =
∫

V
∇ ·~E(r)d3r (3.2)

4



3 Theoretische Grundlagen

Dabei ist ~E ein differenzierbares Vektorfeld, V ein Volumen mit geschlossener Ober-
fläche S(V ). Sei nun das Vektorfeld ~E die Stromdichte ~j. Dann ist

∮
S(V )

~j ·d~A der Strom,
welcher durch die Oberfläche S(V ) fließt. Zusätzlich gilt mit der Ladungsdichte pro Vo-
lumen ρ ∫

V
ρd3r = Q (3.3)

wobei Q die Gesamtladung des Volumens ist. Nun ist die negative zeitliche Ableitung
von (3.3) gleich dem obigen Oberflächenintegral, weswegen gelten muss∫

V

∂

∂ t
ρd3r+

∮
S(V )

~j ·d~A = 0 (3.4)

Anwenden des Gaußsches Satzes liefert∫
V

(
∂

∂ t
ρ +∇ ·~j

)
d3r = 0 (3.5)

Damit diese Gleichung für allgemeine Volumina erfüllt ist, musst der Integrand 0 sein,
also gilt

∂

∂ t
ρ +∇ ·~j = 0 (3.6)

was als Kontinuitätsgleichung bezeichnet wird[14].
Die Poisson-Gleichung ist eine inhomogene partielle Differentialgleichung zweiter Ord-
nung von der Form

∆Φ =−h (3.7)

Wobei Φ = Φ(x1, . . . ,xn) und h = h(x1, . . . ,xn) skalare Funktionen und ∆ der Laplace-
Operator sind. Physikalisch ist die Funktion Φ ein Potential. Der Laplace-Operator hat
abhängig vom gewählten Koordinatensystem eine andere Gestalt. So ist er in karte-
sischen Koordinaten ∆cart = ∑

n
i

∂ 2

∂x2
i

mit der Anzahl der Dimensionen n, in Zylinderko-

ordinaten hingegen ∆zylΦ = 1
r

∂

∂ r

(
r ∂Φ

∂ r

)
+ 1

r2
∂ 2Φ

∂ϕ2 +
∂ 2Φ

∂ z2 , dabei ist ϕ der Azimut. Die
Poisson-Gleichung ist beispielsweise ist der Elektrostatik anzutreffen, wo mit ihr das
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3 Theoretische Grundlagen

Abbildung 3.1: Grafische Darstellung von der Entstehung eines Sprites[17].

elektrische Potential beschrieben wird. Es gilt

∆Φ =− ρ

ε0
(3.8)

Über die Beziehung −∇Φ(r) = ~E(r) lässt sich das elektrische Feld berechnen.

3.3 Gewitter und Sprites

In einer Gewitterwolke sind die Ladungen räumlich getrennt. Durch Aufwinde innerhalb
der Wolke werden Eiskristalle nach oben getragen und sinken wieder ab. Dadurch wer-
den die Eiskristalle elektrostatisch aufgeladen und erzeugen eine elektrische Span-
nung innerhalb der Wolke. So befinden sich die positiven Ladungsträger im oberen
Teil der Wolke, während die negativen Ladungsträger näher am Boden sind. Ein Ne-
gativblitz (-CG) erreicht Stromstärken bis zu 20kA. Ein Positivblitz (+CG) hingegen hat
eine Stromstärke von bis zu 300kA[13]. Zusätzlich existiert eine mehrere Millisekun-
den andauernde Entladung, der sogenannte Stromschwanz, welcher eine Stromstärke
von bis zu 1000A hat. Durch die endliche Leitfähigkeit der Atmosphäre wird die Luft
oberhalb der Gewitterwolke von der Ladung abgeschirmt. Dadurch gibt es keinen elek-
trischen Durchbruch in der Mesosphäre. Erst durch einen Blitz wird beispielsweise die
positive Ladung aus der Wolke entfernt (Siehe Abbildung 3.1). Eine gedachte nega-
tive Ladung tritt unmittelbar nach der Entladung die Stelle der entfernten positiven
Ladung. Dadurch können die von oben an die Wolke gebundenen Ladungen in höhere
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3 Theoretische Grundlagen

Schichten ausweichen. Es entsteht über der Wolke ein elektrostatisches Feld. Dieses
elektrostatische Feld sorgt für eine Beschleunigung der in der Mesosphäre freien Elek-
tronen, was als quasi-elektrostatische Erhitzung der Elektronen bezeichnet wird. Der
Ausdruck Erhitzung kommt daher, dass die Elektronentemperatur proportional zur ki-
netischen Energie der Elektronen ist. In diesem Fall werden die elektromagnetischen
Effekte, welche durch bewegte Ladungsträger auftreten, nicht berücksichtigt (Quasi-
elektrostatischer Fall), da die magnetischen Effekte unter einer Höhe von 80km ver-
nachlässigbar klein sind[3]. Ist nun das erzeugte elektrostatische Feld stärker als die
lokale Durchbruchfeldstärke Ebreakdown, entsteht ein Sprite. Es werden freie Elektro-
nen beschleunigt und es gibt eine Stoßanregung beziehungsweise Stoßionisation an
Stickstoff- und Sauerstoffmolekülen. Dadurch werden die Stickstoffmoleküle zu opti-
schen Emissionen im ersten positiven Band angeregt, was zu der roten Farbe der
Sprites führt[9].

Berechnung der elektrischen Feldstärke über Gewitterwolken Wenn ein Blitz freige-
setzt wird, wird in der Mesosphäre ein elektrisches Feld erzeugt, welches durch

Ep =
hQ
π

(z−3
0 + z−3

1 ) (3.9)

beschrieben wird. Dabei wird von einem Dipol ausgegangen, welcher durch die La-
dung der Wolke und der entsprechenden Spiegelladung erzeugt wird. Der elektrische
Dipol ist in diesem Fall das System Wolke - Erdboden. Dabei wird angenommen, dass
im Erdboden eine der Wolkenladung entgegensetzte Spiegelladung erzeugt wird. h ist
damit die Höhe der Wolke über dem Erdboben. Die bekannte Formel für das elektri-
sche Feld eines Dipols ist

E‖ =
Qd

4πε0εr

3cos2 ϑ −1
r3 (3.10)

(3.11)

Weiterhin gibt es einen Teil des elektrischen Feldes, der senkrecht zur Dipolachse
verläuft, allerdings werden hier nur die Auswirkungen des Feldes parallel zur Dipolach-
se betrachtet. Sei nun ϑ = 0, die Permittivität von Luft εr = 1, und der Abstand der

7



3 Theoretische Grundlagen

Ladungen d = 2h, so gilt für das Feld

Ep =
Qh
πε0

1
r3 (3.12)

Dabei ist r der Abstand zum Dipol. Das Feld zwischen den Höhen z0 und z1 sei homo-
gen. Somit gilt

Ep =
hQ

2πε0

(
1
z3

0
+

1
z3

1

)
(3.13)

Die Ableitung nach der Zeit liefert

∂Ep

∂ t
=

hI
2πε0

(
1
z3

0
+

1
z3

1

)
(3.14)

hI ist das Strommoment. Durch eine hohe Leitfähigkeit der Ionosphäre erhält man eine
weitere Spiegelladung innerhalb der Ionosphäre. Dadurch ergibt sich ein Faktor 2 im
elektrischen Feld[12][6]. Damit folgt für die Stromdichte

JT (t) =
hI(t)

π

(
1
z3

0
+

1
z3

1

)
(3.15)

Für die Beschreibung der elektrischen Feldstärke werden die Kontinuitätsgleichnug

∂ρ

∂ t
=−∇ · (σ~E) (3.16)

und die Poisson-Gleichung

ρ = ε0∇ ·~E (3.17)

benötigt. Dabei ist ρ die Ladungsdichte und σ die elektrische Leitfähigkeit der Luft.
Ableiten der Poisson-Gleichung nach der Zeit liefert

∂ρ

∂ t
=

∂

∂ t
ε0∇ ·~E (3.18)

8



3 Theoretische Grundlagen

Nun werden die Gleichungen (3.16) und (3.18) gleichgesetzt und eine planare Sym-
metrie vorausgesetzt

∂

∂ z

(
ε0

∂Ez

∂ t
+σEz

)
= 0 (3.19)

Der linke Teil der Gleichung wird dabei als Ableitung der totalen Stromdichte JT be-
trachtet. Integriert man über die Höhe z und stellt die Gleichung um, erhält man[12]

ε0
d
dt

Ez =−σEz + JT (3.20)

Diese Gleichung entspricht der von Luque und Gordillo-Vázquez und bildet die Grund-
lage des für diese Arbeit entwickelten Modells. Mit ihr wird die reduzierte elektrische
Feldstärke berechnet.

3.4 Streamer

Ein Streamer ist ein leitfähiger Kanal aus Plasma, welcher durch eine hohe Elektronen-
dichte an einem bestimmten Punkt entstehen kann[6]. Für Entstehung eines Streamers
sind die Bedingungen τσ > τa und τσ > ts zu erfüllen. Dabei ist τa = ν−1

amax die cha-
rakteristische Attachmentzeit mit dem Maximum der Attachmentfrequenz νamax. Das
Attachment ist eine Senke für Elektronen, welche von Sauerstoffmolekülen eingefan-
gen werden. τσ = ε0

σ
ist die dielektrische Relaxationszeit mit der Leitfähigkeit σ . Sie ist

ein Maß dafür, wie schnell das erzeugte elektrische Feld abgebaut wird. ts ist die Zeit,
welche notwendig ist, damit Elektronen einen Streamer erzeugen. Dabei gilt

ts(νi,νa,rs) =
1

νi(E∗)−νa(E∗)
· ln
(

4πε0rs(h)2 Ebreakdown

e

)
(3.21)

mit der Ionisationsfrequenz νi, dem Streamerradius rs, der Durchbruchfeldstärke Ebreakdown

und der Elementarladung e. Folglich muss für einen Streamer also eine hohe Ionisati-
on der Luft vorliegen, was bei hohen reduzierten elektrischen Feldstärken der Fall ist,
da nur so die Bildungsdauer eines Streamers klein wird[18].

9



3 Theoretische Grundlagen

3.5 Numerische Verfahren zur Lösung eindimensionaler

gewöhnlicher Differentialgleichungen

Eine eindimensionale gewöhnliche Differentialgleichung (ODE) ist eine Gleichung der
Form

ẋ = f (t,x) (3.22)

wobei ẋ die erste Ableitung von x ist. Die in dieser Arbeit interessanten ODEs sind
sogenannte Anfangswertprobleme, welche zusätzlich durch einen Startwert

x(t) = x0 (3.23)

charakterisiert werden. Während eine (allgemeine) analytische Lösung auch ohne An-
fangswert angegeben werden kann, ist für eine numerische Lösung ein Anfangswert
unerlässlich, da nur so eine eindeutige spezielle Lösung bestimmt werden kann. Bei-
spiele für derartige Verfahren sind das explizite Euler-Verfahren, das Runge-Kutta-
Verfahren zweiter Ordnung und das Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung (klassi-
sches Runge-Kutta-Verfahren. Alle Verfahren haben gemein, dass die Differentialglei-
chung in eine Differenzengleichung umgewandelt werden muss. Exemplarisch sei dies
am Euler-Verfahren gezeigt. Die Differenzengleichung ist

xn+1− xn

∆t
= f (t,xn) (3.24)

Umstellen nach xn+1 liefert die Rechenvorschrift

xn+1 = xn +∆t · f (t,xn) (3.25)

Diese Formel kann nun iterativ gelöst werden. Während das Euler-Verfahren einfach
herzuleiten ist, sind die Runge-Kutta-Verfahren höherer Ordnung zwar aufwändiger
zu berechnen, liefern aber Ergebnisse, welcher näher an der korrekten Lösung sind.
Die Rechenvorschrift für das Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung wird im Abschnitt
Methode näher beschrieben.

10



3 Theoretische Grundlagen

3.6 Chemische Reaktionen

Das erstellte Modell muss für die Berechnung des reduzierten elektrischen Feldes che-
mische Vorgänge berücksichtigen. Basierend auf chemischen Reaktionsgleichungen
können Ratengleichungen formuliert werden, welche die Konzentrationen der einzel-
nen Stoffe angeben. Für eine Reaktionsgleichung der Form

∑
i

Edukte→∑
j

Produkte (3.26)

ergibt sich die Ratengleichung

d
dt
[X] =±k(E/N)∏

i
[Edukt]i (3.27)

Dabei ist der k(E/N) der Ratenkoeffizient der Reaktion in Abhängigkeit von der redu-
zierten elektrischen Feldstärke und [X] die Konzentration des Stoffes X. Aus kX(E/N)[X ]

erhält man die entsprechenden Ionisations- und Attachmentfrequzenzen νx. Die Ra-
tenkoeffizienten werden mittels BOLSIG+ berechnet, welcher die Boltzmann-Gleichung
numerisch löst[8]. Weiterhin werden von Pasko et al. sowie Borisov et al. und Sentman
et al. Interpolationsformeln angegeben, mit welchen die Ratenkoeffizienten bestimmt
werden können. Die Interpolationsformeln sind im Anhang angegeben.
Folgende Reaktionen werden in dem Modell betrachtet:

e+N2→ N+
2 +2e (3.28)

e+O2→ O+
2 +2e (3.29)

e+O2→ O−+O(3P) (3.30)

O−+N2→ e+N2O (3.31)

11



3 Theoretische Grundlagen

Zusätzlich werden im Modelllauf mit den BOLSIG-Koeffizienten folgenden Reaktionen
betrachtet

e+N2→ N(4S)+N(2D)+ e (3.32)

e+N2→ N++N(2D)+2e (3.33)

e+N2→ N(4S)+N(2P)+ e (3.34)

e+N2→ N++N(4S)+2e (3.35)

e+O2→ O++O(1S)+2e (3.36)

e+O2→ O(3P)+O(1D)+ e (3.37)

Für die Läufe mit den Borisov/Sentman-Koeffizienten werden folgende Reaktionen
zusätzlich ausgeführt

e+N2→ 2N(4S)+ e (3.38)

e+O2→ 2O(3P)+ e (3.39)

e+O2→ O(3P)+O(1S)+ e (3.40)

e+O2→ O++O(3P)+2e (3.41)

Dabei werden nur diese Reaktionen berücksichtigt, da Sauerstoff O2 und N2 die Haupt-
bestandteile der Atmosphäre sind.

3.7 Boltzmann-Gleichung

Mittels der Boltzmann-Gleichung lassen sich durch die Wirkungsquerschnitte bei un-
terschiedlichen Feldstärken die Ratenkoeffizienten verschiedener chemischer Reak-
tionen bestimmen. Die Boltzmann-Gleichung ist

∂ f
∂ t

+~v ·∇ f − e
m
~E ·∇ f~v =C[ f ] (3.42)

Dabei ist f die Verteilungsfunktion der Elektronen, ~v die Geschwindigkeit der Elektro-
nen, ~E die elektrische Feldstärke, e die Elementarladung, m die Masse der Teilchen
und C[ f ] die Änderung der Verteilungsfunktion durch Stöße. Für diese Arbeit ist die

12



3 Theoretische Grundlagen

Berechnung der Ratenkoeffizienten wichtig. Diese geschehen in BOLSIG+ mittels

kk =

√
2e
me

∫
∞

0
εσkF0dε (3.43)

kk ist der Ratenkoeffizient für das Teilchen k, σk ist der dazu gehörige Wirkungsquer-
schnitt. F0 ist die Energieverteilung und ε die Elektronenenergie in eV. Zwischen F0

und f besteht der Zusammenhang

f0(ε,z, t) =
√

m
8π2e

F0(ε)n(z, t) (3.44)

Dabei ist f0(ε,z, t) der isotrope Teil von f . Für die Berechnung werden Ergebnisse
der Arbeiten von Lawton und Phelps[19][11] sowie Phelps und Pitchford[20] und der
SIGLO Datenbank[24] verwendet.
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4 Methode

4.1 Beschreibung des Modells

In diesem Teil wird das für diese Arbeit entwickelte Modell vorgestellt. Das Modell ist ein
in FORTRAN geschriebenes, sogenanntes Box-Modell. Dabei wird jede Einheit, aus
der sich später das gesamte Ergebnis zusammensetzt (eine Box) einzeln betrachtet.
Es gibt keine Interaktion, wie beispielsweise Transport, zwischen den Boxen.

4.1.1 Differentialgleichungen

Im Modell werden die unten stehenden Differentialgleichungen gelöst. Dabei bedeutet
bei den Indizes a Attachment, i Ionisation, d Detachment, Diss Dissoziation und DIon
dissoziative Ionisation.

Elektronenchemie

dE∗

dt
=−e[e]µ(E∗,z)

ε0
E∗+

JT

Nε0
(4.1)

d[e]
dt

= kdO2
[N2][O−]

+ (kDIonN2→N(2D)
+ kDIonN2→N(4S)

+ kiN2
)[e][N2]

+ (kDIonO2→O(1S)
+ kDIonO2→O(3P)

+ kiO2
− kaO2

)[e][O2] (4.2)

14



4 Methode

Stickstoffchemie

d[N2]

dt
=−(kiN2

+ kDissN2→N(2D)
+ kDIonN2→N(2D)

+ kDissN2→N(2P)
+ kDIonN2→N(4S)

)[e][N2] (4.3)

d[N+
2 ]

dt
= kiN2

[e][N2] (4.4)

d[N+]

dt
= (kDIonN2→N(2D)

+ kDIonN2→N(4S)
)[e][N2] (4.5)

d[N(4S)]
dt

= (kDissN2→N(2D)
+ kDissN2→N(2P)

+ kDIonN2→N(2D)
+2kDissN2→N(4S)

)[e][N2] (4.6)

d[N(2D)]

dt
= (kDissN2→N(2D)

+ kDIonN2→N(2D)
)[e][N2] (4.7)

d[N(2P)]
dt

= kDissN2→N(2P)
[e][N2] (4.8)

Sauerstoffchemie

d[O2]

dt
=−(kiO2

+ kaO2
+ kDissO2→O(1D)

+ kDIonO2→O(1S)
)[e][O2] (4.9)

d[O+
2 ]

dt
= kiO2

[e][O2] (4.10)

d[O−]
dt

= kaO2
[e][O2]− kdO2

[N2][O−] (4.11)

d[O+]

dt
= (kDIonO2→O(3P)

+ kDIonO2→O(1S)
)[e][O2] (4.12)

d[O(1D)]

dt
= kDissO2→O(1D)

[e][O2] (4.13)

d[O(3P)]
dt

= (2kDissO2→O(1S)
+ kDIonO2→O(3P)

+ kDissO2→O(1D)
)[e][O2] (4.14)

d[O(1S)]
dt

= kDissO2→O(1S)
[e][O2] (4.15)

Dabei ist E∗ die reduzierte elektrische Feldstärke in V m2, e = 1,602176565 ·10−19C
die Elementarladung, ε0 = 8,854187817 ·10−12A s V−1 m−1 die elektrische Feldkon-
stante, [x] die Konzentration der Verbindung x in m−3, µ(E∗,z) die Elektronenbeweg-
lichkeit in A s2 kg−1, JT das eingeprägte Strommoment in A m−2 und N = [N2]+ [O2]

die Luftdichte in m−3. Über die elektrische Feldstärke sind die obigen Differentialglei-
chungen gekoppelt. Die Gleichungen werden daher in selbstkonsistenter Weise gelöst.
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4 Methode

Die Gleichungen werden mit dem klassischen Runge-Kutta Verfahren (rk4) gelöst, wel-
ches ein vierstufiges Verfahren zu Lösung der Differentialgleichung ist. Die Rechenvor-
schrift ist[10]

xn+1 = xn +
1
6
(k1 +2k2 +2k3 + k4) (4.16)

k1 = ∆t f (tn,xn) (4.17)

k2 = ∆t f (tn +
∆t
2
,xn +

k1

2
) (4.18)

k3 = ∆t f (tn +
∆t
2
,xn +

k2

2
) (4.19)

k4 = ∆t f (tn +∆t,xn + k3) (4.20)

4.1.2 Stromdichte

Für die Stromdichte gilt

JT (t) =
∂Ep

∂ t
=

hI(t)
π

(
1
z3

0
+

1
z3

1

)
(4.21)

Dabei ist Ep das elektrische Feld zwischen den Höhen z0 und z1, welches vom elektri-
schen Dipol p = 2hQ erzeugt wird (Siehe Abschnitt 3, Gewitter und Sprites). JT ist ein
Dreiecksimpuls, welcher im Anschluss nach Ende des Dreieckspulses noch einen so-
genannten Stromschwanz haben kann, welcher nur einen Bruchteil des Maximalwerts
von JT hat und nach maximal 0,1s auf JT = 0 gesetzt wird.

4.1.3 Elektrische Leitfähigkeit

Die elektrische Leitfähigkeit wird mit

σ =−[e]eµ(E∗,z) (4.22)

angegeben. Dabei ist µ(E∗,z) die Beweglichkeit der Elektronen. Für die Beweglichkeit
werden zwei unterschiedliche Ansätze gemacht. Die Berechnungen mit den Koeffizien-
ten nach BOLSIG+ und Borisov/Sentman werden mit der durch BOLSIG+ berechneten
Mobilität durchgeführt. Pasko gibt eine Mobilität mittels einer Interpolationsformel an,
welche im Anhang angegeben ist.
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4.1.4 Ratenkoeffizienten

Die Ratenkoeffizienten werden mittels BOLSIG+ berechnet. Dazu wird eine Atmo-
sphäre mit der Zusammensetzung 78 : 21 : 1 von [N2] : [O2] : [Ar] ausgewählt und
die entsprechenden Reaktionen geladen. Durch Lösen der Boltzmann-Gleichung wer-
den Ratenkoeffizienten in einem Bereich von E∗min = 0Td bis E∗max = 700Td bestimmt.
Die Schrittweite beträgt ∆E∗ = 3,5Td. Die Koeffizienten werden im Modell eingelesen.
Zwischen den einzelnen Werten wird bei Bedarf linear interpoliert. Die Elektronenbe-
weglichkeit wird ebenfalls mit BOLSIG+ berechnet. Diese wird allerdings als µ ·N aus-
gegeben, sodass im Modell durch die Luftdichte geteilt wird. Auch die Mobilität ist nur
an bestimmten Stellen berechnet und muss zwischen diesen Werten linear interpoliert
werden.

4.1.5 Streamer

Dieses Modell ist nicht in der Lage, die Entwicklung von Streamern und ihren Verlauf zu
berechnen. Allerdings lassen sich aus den Ergebnissen der elektrischen Leitfähigkeit
σ , den Ionisations- und Attachmentfrequenzen νi und νa, der Durchbruchfeldstärke
Ebreakdown in V m−1 zwei Ungleichungen herleiten, mit denen entschieden werden kann,
ob ein Streamer entstehen kann oder nicht:

ε0
νamax

σ
> 1 (4.23)

σ

ε0(νi−νa)
ln
(

4πε0r2
s

Ebreakdown

e

)
< 1 (4.24)

Dabei ist rs der Streamerradius. Der Streamerradius wird nicht durch das Modell be-
rechnet, sondern ist durch eine Interpolationsformel gegeben[17]. Der Graph der Funk-
tion ist in Abbildung (4.1) dargestellt.

4.2 Anfangsbedingungen des Box-Modells

Das Box-Modell erhält als Anfangsbedingungen die Elektronendichte und die Luftdich-
te. Dabei besteht die Luft aus Stickstoff und Sauerstoff. Die Elektronendichte wird mit
den Formel

[e]init = 4,9688 ·107e0,35·( z
1000−84,2) (4.25)
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4 Methode

Abbildung 4.1: Streamerradius rs in Abhängigkeit von der Höhe.

berechnet. Dabei ist z die Höhe in Metern. Die Elektronendichte wird in m−3 angege-
ben. Die Abbildungen (4.2) zeigen die Teilchendichten in Abhängigkeit von der Höhe.

Abbildung 4.2: Elektronendichte (links) und Teilchendichten von Sauerstoff in rot und Stickstoff
in blau[15] (rechts), jeweils gegen die Höhe aufgetragen.
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5 Ergebnisse

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse vorgestellt. Im ersten Abschnitt wird gezeigt,
dass die gewählte numerische Methode verwertbare Ergebnisse liefert. Im zweiten Ab-
schnitt wird die Berechnung mit konstanter reduzierter elektrischer Feldstärke durch-
geführt, welche als Parameter in die Berechnungen eingeht (Synthetischer Puls). Im
dritten Abschnitt werden Entladungen verschiedener Stärken simuliert, welche dann
in das Modell eingehen. Darauf folgend werden die reduzierte elektrische Feldstärke
sowie verschiedene Teilchendichten höhenaufgelöst berechnet.

5.1 Gültigkeit der numerischen Methode

Die Ratengleichungen der chemischen Reaktionen werden mittels eines Runge-Kutta
Verfahrens gelöst. Die Korrektheit der Implementiereung wird durch den Vergleich mit
einer analytischen Lösung sichergestellt. Es werden konstante elektrische Feldstärken
gewählt, welche sich über den gesamten simulierten Zeitraum nicht ändern. Dadurch
vereinfacht sich die Gleichung für die Elektronendichte, da die Ratenkoeffizienten in
diesem Fall konstant sind. Es werden nur die Reaktionen (3.28), (3.29) und (3.30)
berücksichtigt und mit BOLSIG+ Koeffizienten gerechnet. Die Konzentrationen von O2

und N2 werden konstant gehalten. Daraus folgt als Gleichung

d
dt

ne(t) = ne(t)
(

νionO2
+νionN2

−νattO2

)
(5.1)

Diese Differentialgleichung ist mittels Exponentialansatz zu lösen, woraus

ne(t) = ne(t0) · e
(νionO2

+νionN2
−νattO2

)t
(5.2)

folgt. Der Vergleich dieser Lösung mit der durch das Verfahren rk4 berechneten Lösung
ist in der Abbildung (5.1) dargestellt. Abbildung (5.1) zeigt die Abweichung zwischen
numerischer und analytischer Lösung bei verschiedenen Zeitschritten von ∆t = 10−8 s,
∆t = 10−7 s, ∆t = 10−6 s und konstanter reduzierter elektrischer Feldstärke von E/N =
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5 Ergebnisse

Abbildung 5.1: Vergleich zwischen numerischer Bestimmung der Lösung und analytischer
Lösung. Dargestellt ist die Abweichung der numerischen Lösung zur ana-
lytischen Lösung für Schrittweiten von 10−6 s (blau), 10−7 s (grün), 10−8 s
(schwarz).

200Td. Dabei sind die Abweichungen bei kleinerem Zeitschritt geringer als bei größerem
Zeitschritt, was zu erwarten war. Zu beachten ist, dass die Abweichung mit der Zeit
trotz steigender Elektronendichten konstant bleibt. Als Zeitschritt wird für das Box-
Modell ∆t = 10−6 s gewählt, da es einen guten Kompromiss zwischen Genauigkeit,
Rechendauer und Speicherbedarf bietet.

5.2 Parameterstudie

Im folgenden Abschnitt werden erste Ergebnisse der Simulationen dargestellt. Die kri-
tische reduzierte elektrische Feldstärke für einen Sprite wird abhängig vom verwen-
deten Parametersatz bestimmt. Zusätzlich wird ein Modelllauf mit einer konstanten
reduzierten elektrischen Feldstärke durchgeführt.

5.2.1 Spriteentfachung

Die Ratenkoeffizienten wurden den Publikationen von Pasko et al. und Borisov/Sent-
man et al. in Form von Interpolationsformeln entnommen. BOLSIG+ liefert Ratenkoef-
fizienten bei verschiedenen elektrischen Feldstärken. Die Ratenkoeffizienten zwischen
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zwei gegebenen Ratenkoeffizienten werden mittels linearer Interpolation bestimmt. Da
eine Spriteentfachung bereits bei < 200Td erwartet wird, wie es von Pasko et al. be-
schrieben wird, werden die Ratenkoeffizienten nur im Intervall E/N = [0Td,500Td]
berechnet und dargestellt.

Ratenkoeffizienten nach BOLSIG+ In Abbildung (5.2) sind die Ratenkoeffizienten von
BOLSIG+ in Abhängigkeit von der reduzierten elektrischen Feldstärke aufgetragen.
Die Ratenkoeffizienten gehören zu den Reaktionsgleichungen (3.28), (3.29), (3.30)
und (3.31). Aufgrund der halblogarithmischen Darstellung verschwinden die Raten-
koeffizienten für die Ionisation von N2, O2 und dem Attachment von O2 bei gerin-
gen Feldstärken, da in diesem Feldbereich die Koeffizienten gleich Null sind. Im Be-
reich geringer Feldstärken überwiegt beim Detachment von O2 der Anteil des ther-
mischen Detachments, weswegen der Ratenkoeffizient dort konstant ist. Ab ungefähr
100Td gibt es keine signifikante Erhöhung des Ratenkoeffizienten, sodass er ungefähr
10−18m3 s−1 bei einer reduzierten elektrischen Feldstärke zwischen 100Td und 500Td
beträgt. Das Attachment von Elektronen an O2 überwiegt bei geringen Feldstärken die
Ionisation. Bei Feldstärken zwischen 150Td und 500Td bleibt der Attachmentkoeffizi-
ent nahezu konstant und erreicht einen Wert von kaO2

≈ 8 ·10−17m3 s−1. Die Ionisati-
onskoeffizienten steigen im Gegensatz zu dem Attachment- und dem Detachmentko-
effizienten bei steigender reduzierter elektrischer Feldstärke weiter an. Bei 500Td sind
die Ionisation von N2 und O2 fast identisch. Bei geringeren Feldstärken überwiegt die
Ionisation von O2. Ab einer reduzierten elektrischen Feldstärke von 139Td überwiegt
die Ionisation von Sauerstoff das Attachment von Elektronen an Sauerstoff. Ab einer
reduzierten elektrischen Feldstärke von 180Td ist das Attachment auch schwächer
als die Ionisation von Stickstoffmolekülen. Auf Luft bezogen ist die kritische reduzier-
te elektrische Feldstärke für diesen Koeffizientensatz bei 117Td (vgl. Abbildung 5.7).
Abbildung (5.3) zeigt die übrigen Ratenkoeffizienten, welche in die Simulation einge-
hen. Die Koeffizienten bewegen sich in der gleichen Größenordnung wie die Koeffizi-
enten aus Abbildung (5.2). Die Koeffizieten für die dissoziative Ionisation nach den Re-
aktionsgleichungen (3.33) und (3.35) sind identisch. Im Bereich niedriger Feldstärken
um 30Td zeigen die beiden Koeffizienten, welche die Sauerstoffreaktionen beschrei-
ben, ein besonderes Verhalten, indem sie erst stark ansteigen und wieder abfallen. Im
Bereich der Spriteentfachung von ≈ 120Td sind die Koeffizienten der dissoziativen Io-
nisation bei ≈ 10−18m3 s−1 und ≈ 10−21m3 s−1, wobei die dissoziative Ionisation von
Sauerstoff stärker ist als die von Stickstoff. Damit sind sie kleiner als das Attachment
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Abbildung 5.2: Ratenkoeffizienten nach BOLSIG+. Dargestellt sind die Koeffizienten, welche
den größten Einfluss auf die Elektronendichte und das reduzierte elektrische
Feld haben. Für das Detachment wird hier die Formel (9.2) angenommen. Bei
geringen Feldstärken überwiegt das thermische Detachment (9.1).

von Elektronen an Sauerstoff. Bei reduzierten Feldstärken von 500Td erreichen die
Ratenkoeffizienten der dissoziativen Ionisation Werte von ≈ 10−16m3 s−1, was eine
Größenordnung über den Koeffizienten für die reine Ionisation ist. Die rein dissoziati-
ven Prozesse ohne Elektronenproduktion sind wie erwartet stärker als die dissoziativen
Ionisation.

Ratenkoeffizienten nach Borisov Abbildung (5.4) zeigt den Verlauf der Ratenkoeffi-
zienten nach Borisov bei steigender reduzierter elektrischer Feldstärke. Das Detach-
ment ist identisch mit dem aus Abbildung (5.2). Das Attachment hat bei einer Feldstärke
von 80Td eine Unstetigkeit. Wie bei den Koeffizienten nach BOLSIG+ ist auch hier die
Ionisation von Sauerstoff bei niedrigen reduzierten elektrischen Feldstärken größer als
die Ionisation von Stickstoff. Ab 175Td ist die Ionisation von Stickstoff stärker. Die Ioni-
sationskoeffizienten steigen mit steigender reduzierter elektrischer Feldstärke stärker
an als das Attachment der Elektronen an Sauerstoff. Bei den Ratenkoeffizienten nach
Borisov ist bereits ab 93Td ein Sprite möglich, was ein überraschend geringer Wert ist
(vgl. Abbildung 5.7). Die weiteren dissoziativen Prozesse werden nach Interpolations-
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Abbildung 5.3: Ratenkoeffizienten dissoziativer Reaktion nach BOLSIG+. Die dissoziativen Io-
nisationen von Stickstoff haben einen identischen Ratenkoeffizienten. Bei den
dissoziativen Prozessen ohne Ionisation entsteht neben den angebenen Stick-
stoffatomen auch N(4S).

formeln von Sentman et al.[23] berechnet, da Sentman et al. für die Ionisation und das
Attachment die Interpolationsformeln von Borisov et al. übernimmt. Die Koeffizienten
sind in Abbildung (5.5) dargestellt. Die dissoziativen Prozesse für Sauerstoff erreichen
bei 100Td Werte von ≈ 10−21m3 s−1 und zeigen danach nur noch einen schwachen
Anstieg auf 10−20m3 s−1. Für Stickstoff sind die Ratenkoeffizienten unter 76Td gleich
Null und zeigen danach einen ähnlichen Verlauf wie die Ratenkoeffizienten des Sau-
erstoffs. Die Ratenkoeffizienten der dissoziativen Ionisation sind wieder schwächer als
die Ratenkoeffizienten der Dissoziation. Bei 100Td ist der Ratenkoeffizient von Sauer-
stoff bei ≈ 10−30m3 s−1, der von Stickstoff bei ≈ 10−34m3 s−1. Bis 500Td erreichen
beide Werte in der Größenordnung von 10−23m3 s−1. Dadurch, dass diese Koeffizien-
ten um mehrere Größenordnungen kleiner als die aus Abbildung (5.4), ist zu erwarten,
dass es von diesen Reaktionen keinen großen Einfluss auf die chemische Zusammen-
setzungen und die Spriteenfachung gibt.

Ratenkoeffizienten nach Pasko In Abbildung (5.6) sind die Ratenkoeffizienten nach
Pasko dargestellt. Bei Pasko wird nur ein auf Luft bezogener Ionisationskoeffizient an-
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Abbildung 5.4: Ratenkoeffizienten nach Borisov et al. Für das Detachment wird hier die Formel
(9.2) angenommen.

Abbildung 5.5: Ratenkoeffizienten nach Sentman et al.

gegeben, weswegen im Folgenden keine genauere Betrachtung der chemischen Zu-
sammensetzung stattfindet. Das Detachment von O− wird wieder angegeben, auch
wenn es nicht bei Pasko auftritt. Für das Attachment wurde wieder eine abschnitts-
weise definierte Interpolationsfunktion angegeben, weswegen bei 60Td ein Knick zu
sehen ist. Nach 160Td ist das Attachment wieder gleich Null. Ab 138Td kann ein Spri-
te entstehen. Da nur wenige Reaktionen angegeben werden, ist eine Betrachtung der
chemischen Zusammensetzung der Atmosphäre nach einer elektrischen Entladung
nicht sinnvoll. Durch die Vernachlässung des Attachments bei höheren reduzierten
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Abbildung 5.6: Halblogarithmische Darstellung der Ratenkoeffizienten nach Pasko. Zusätzlich
zu den von Pasko angebenen Koeffizienten wird noch als Vergleich das Detach-
ment nach Formel (9.2) dargestellt.

elektrischen Feldstärken, muss man bei der Verwendung dieses Koeffizientensatzes
aufpassen, dass der Strom nicht zu hoch angesetzt wird, da keine aussagekräftigen
Ergebnisse zu erwarten sind.
In Abbildung (5.7) sind die einzelnen Parameter für das Attachment an Sauerstoff

und die Ionisation von Luft dargestellt. Diese Darstellung verdeutlicht die unterschied-
lichen kritischen reduzierten Feldstärken pro Parametersatz. Erst wenn die Differenz
kiAir− kaAir größer als Null wird, ist ein Sprite möglich.
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5 Ergebnisse

Abbildung 5.7: Grafische Darstellung der kritischen reduzierten elektrischen Feldstärken mit
den Parametern nach Pasko et al.(blau), Borisov et al.(rot) und BOLSIG+(grün).
Die schwarze Linie bei kiAir − kaAir = 0 dient der Orientierung. Sobald eine der
Kurven im positiven Bereich ist, ist theoretisch ein Sprite möglich. Ob ein Sprite
wirklich entsteht, hängt auch von der vorhandenen Elektronendichte ab.

5.2.2 Synthetischer Puls

Es wird ein synthetischer Puls erzeugt. Das bedeutet, dass eine bestimmte reduzierte
elektrische Feldstärke vorgegeben wurde. Daraus lässt sich das zu erwartende Verhal-
ten des Systems beobachten, ohne viel Rechenzeit in Anspruch zu nehmen. Es wird
eine reduzierte elektrische Feldstärke von 400Td gewählt, die als Rechteckimpuls in
das System gebracht wird. Bis zu einer Dauer von 5 ·10−7 s war die reduzierte elektri-
sche Feldstärke bei E∗ = 400Td, danach bei E∗ = 0Td. Diese Konfiguration entspricht
der von Gordillo-Vázquez[7]. Abbildung (5.8) stellt den zeitlichen Verlauf der Elektro-
nenkonzentration dar. Die Simulation wurde bis zum Zeitpunkt 10−6 s durchgeführt.
Die Elektronenkonzentrationen steigen wie erwartet exponentiell an, und bleibt danach
konstant, da keine Abbaureaktionen bei E∗= 0Td implementiert sind. Es fällt auf, dass
die Elektronendichten stark mit den verwendeten Ratenkoeffizienten variieren. Die Ra-
tenkoeffizienten von BOLSIG sind bei 400Td in der Größenordnung von 10−14m−3,
während Pasko und Borisov/Sentman in einer Größenordnung von 10−15m−3 sind.
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Abbildung 5.8: Elektronendichten bei 400Td. In Rot ist der zeitliche Verlauf der elektrischen
Feldstärke dargestellt. Die Elektronendichten sind halblogarithmisch aufgetra-
gen, um eine bessere Vergleichbarkeit herzustellen. Deutlich sichtbar ist der
große Unterschied zwischen den Dichten mit BOLSIG-Koeffizienten berechnet,
und den Dichten, welche mit den anderen Koeffizienten berechnet wurden.

Bei einem exponentiellen Wachstum bedeutet dies im Ergebnis einen zusätzlichen
Faktor von ungefähr e10 ≈ 2,2 · 104, welcher in der Elektronendichte auch zu beob-
achten ist. Gordillo-Vázquez benutzt für die Simulation die Parameter nach BOLSIG+.
Ein Vergleich zeigt, die Elektronendichte dieser Rechnung mit den Parametern nach
BOLSIG+ ähnlich zu der von Gordillo-Vázquez, während Gordillo-Vázquez allerdings
mehr chemische Reaktionen in sein Modell einfließen lässt als es im Rahmen dieser
Arbeit geschieht. Durch den Vergleich lässt sich allerdings bestätigen, dass auch die
geringer Anzahl an Reaktionen in diesem Szenario zu einem verwertbaren Ergebnis
führt, da auf den kurzen Zeitskalen beispielsweise ionenchemische Reaktionen noch
keinen großen Einfluss haben.
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5.3 Box-Modell

Im Folgenden wird das Modell mit verschiedenen Parametern berechnet. Die wich-
tigste Eingangsgröße ist das Strommoment, welches die weiteren Reaktionen auslöst.
Der Stromschwanz (eng. Continious current) kann mit einer bestimmten Stromstärke
angegeben werden. Ohne Stromschwanz entspricht dies einer negativen Cloud-to-
Ground Entladung (-CG), mit Stromschwanz einer positiven Cloud-to-Ground Entla-
dung (+CG) mit einem fortgesetzten Strommoment. Das fortgesetzte Strommoment
wird bei jeder (+CG) Entladung auf 10kA km festgelegt. Das Maximum der (+CG)-
Entladung wird bei 1ms erreicht und sinkt danach linear ab, bis es nach weiteren
1ms auf 1kA km gesunken ist. Alle oben angegebenen Gleichungen wurden in je-
dem Modelllauf gelöst. Allerdings werden im Regelfall hier nur die Ergebnisse für
die reduzierte elektrische Feldstärke, sowie die Teilchendichten [e−], [N+

2 ], [O+
2 ] und

[O−] gezeigt, da diese für die Spriteentstehung am wichtigsten sind. Die Bezeichnung
Borisov/Sentman-Parameter bezeichnet dabei die Ratenkoeffizienten nach Borisov et
al./Sentman et al. und für die Parameter nach Pasko et al. wird die Bezeichnung Pasko-
Parameter verwendet.

5.3.1 Strommoment 100kA km (-CG)

Abbildung 5.9: Reduziertes elektrisches Feld (links) und Elektronendichte (rechts), berech-
net mit BOLSIG+ Parametern. Die Farbskala der reduzierten elektrischen
Feldstärke ist linear in Td, während die Farbskala der Elektronendichte loga-
rithmisch in m−3 ist. Das reduzierte elektrische Feld erreicht eine Stärke von
ungefähr 70Td. In den Elektronendichte gibt es keinen signifikanten Anstieg.
Das Strommoment beträgt 100kA km (-CG).

BOLSIG+ Parameter Abbildung (5.9) zeigt die Elektronendichte und das reduzierte
elektrische Feld. Die erreichte reduzierte elektrische Feldstärke reicht nicht aus, um
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Abbildung 5.10: Teilchendichten der N+
2 -Ionen (links) und O+

2 -Ionen, berechnet mit BOLSIG+
Parametern. Die Teilchendichten sind in m−3 angegeben. Das Strommoment
beträgt 100kA km (-CG).

einen Sprite zu erzeugen. Die maximale reduzierte elektrische Feldstärke liegt bei

Abbildung 5.11: Teilchendichte der O− Ionen,
berechnet mit BOLSIG+ Pa-
rametern. Die Teilchendich-
ten sind in 104 m−3 angege-
ben. Das Strommoment be-
trägt 100kA km (-CG).

ungefähr 70Td. Aufgrund des fehlen-
den Stromfortsatzes sinkt die elektrische
Feldstärke schnell ab. In geringen Höhen
unter 70km gibt es keinen größeren An-
stieg des reduzierten elektrischen Fel-
des. In diesen Regionen ist die Luftdich-
te zu hoch. In höheren Regionen über
76km ist die Elektronendichte höher, was
in einer höheren Leitfähigkeit resultiert.
Dadurch wird das reduzierte elektrische
Feld schneller abgebaut (vgl. Gleichung
(3.20)1). Bei der Elektronendichte gibt
es in einer Höhe von 76km und bei
ungefähr 3,1ms einen leichten Anstieg.
Die Abbildungen (5.10) und (5.11) zei-
gen die Teilchendichten von N+

2 , O+
2 und

O−. Wie die Ratenkoeffizienten nahele-
gen, ist die Teilchendichte der O+

2 -Ionen
weitaus höher als die der N+

2 -Ionen. Da es in diesem Modell keine Abbaureaktionen
für N+

2 und O+
2 gibt, bleibt die Teilchendichte nach Verschwinden des elektrischen Fel-

des konstant. Die O−-Ionen weisen eine sehr viel höhere Teilchendichte auf. Dieses
Ergebnis war zu erwarten, da der Ratenkoeffizient für das Attachment um mehrere

1ε0
d
dt Ez =−σEz + JT
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Größenordnungen über denen der Ionisationen liegt. Durch das Detachment aus Glei-
chung (3.31)2 gibt es einen Abbau von O−. Weiterhin ist zu erkennen, dass die Teil-
chedichte direkt nach auftreten der Entladung bei 10−2 s auf ein Maximum strebt, dann
aber nur langsam absinkt.

Abbildung 5.12: Reduziertes elektrisches Feld (links) und Elektronendichte (rechts), berechnet
mit Borisov/Sentman-Parametern. Die Farbskala der reduzierten elektrischen
Feldstärke ist linear in Td, während die Farbskala der Elektronendichte loga-
rithmisch in m−3 ist. Das reduzierte elektrische Feld erreicht eine Stärke von
ungefähr 70Td. In den Elektronendichte gibt es keinen signifikanten Anstieg.
Das Strommoment beträgt 100kA km (-CG).

Abbildung 5.13: Teilchendichten der N+
2 -Ionen (links) und O+

2 -Ionen, berechnet mit
Borisov/Sentman-Parametern. Die Teilchendichten sind in m−3 angege-
ben. Das Strommoment beträgt 100kA km (-CG).

Borisov/Sentman-Parameter Die Plots in Abbildung (5.12) zeigen die reduzierte elek-
trische Feldstärke und die Elektronendichte, berechnet mit den Parametern nach Bori-
sov. Wie bei der Berechnung mit den BOLSIG+ Parametern ist die maximale reduzierte
elektrische Feldstärke bei 70Td in einer Höhe von ungefähr 76km.

2O−+N2→ e+N2O
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Abbildung 5.14: Teilchendichte der O−

Ionen, berechnet mit
Borisov/Sentman-Parametern.
Die Teilchendichten sind
in 1 ·104 m−3 angegeben.
Das Strommoment beträgt
100kA km (-CG).

Auch hier reicht demnach das Strommo-
ment nicht aus, um einen Sprite zu er-
zeugen. Die Elektronendichte zeigt wie
schon bei der Rechnung mit den BOL-
SIG+ Parametern keinen signifikanten
Anstieg. Die Abbildungen (5.13) und
(5.14) zeigen die Teilchendichten von
N+

2 , O+
2 und O−. Die Teilchendichte der

N+
2 -Ionen ist auch hier geringer als die

der O+
2 -Ionen, wie in den Ergebnissen

aus Abbildung (5.10). Bei den O−-Ionen
gibt es den gleichen Verlauf wie in Ab-
bildung (5.11). Allerdings sind die Teil-
chendichten aller Ionen höher als bei der
Berechnung mit den BOLSIG+ Parame-
tern.

Abbildung 5.15: Reduziertes elektrisches Feld (links) und Elektronendichte (rechts), berechnet
mit Pasko-Parametern. Die Farbskala der reduzierten elektrischen Feldstärke
ist linear in Td, während die Farbskala der Elektronendichte logarithmisch in
m−3 ist. Das Strommoment beträgt 100kA km (-CG).

Pasko-Parameter Abbildung (5.15) zeigt das reduzierte elektrische Feld und die Elek-
tronendichte, berechnet mit den Koeffizienten von Pasko. Das reduzierte elektrische
Feld, berechnet mit diesen Parametern, ist weitaus höher als in den Berechnungen mit
den anderen Parametern. Allerdings liegt die Feldstärke noch unter denen für einen
Sprite benötigten 138Td. Die Elektronendichte zeigt nur einen kleinen Anstieg im Be-
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reich der maximalen elektrischen Feldstärke und sinkt danach wieder auf die Aus-
gangskonzentration ab. Bei der reduzierten elektrischen Feldstärke ist auffällig, dass
das Maximum nicht bei 76km liegt, sondern kein lokales Maximum zu erkennen ist.
Der höchste Wert liegt in dieser Abbildung bei 80km.
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5.3.2 Strommoment 100kA km (+CG)

Abbildung 5.16: Reduziertes elektrisches Feld (links) und Elektronendichte (rechts), berech-
net mit BOLSIG+ Parametern. Die Farbskala der reduzierten elektrischen
Feldstärke ist linear in Td, während die Farbskala der Elektronendichte loga-
rithmisch in m−3 ist. Das Strommoment beträgt 100kA km (+CG).

Abbildung 5.17: Teilchendichten der N+
2 -Ionen (links) und O+

2 -Ionen (rechts), berechnet mit
BOLSIG+ Parametern. Die Teilchendichten sind in 105 m−3 angegeben. Das
Strommoment beträgt 100kA km (+CG).

BOLSIG+ Parameter Abbildung (5.16) zeigt das reduzierte elektrische Feld und die
Elektronendichte nach einer positiven Cloud-to-Ground Entladung. Deutlich erkennbar
in der Grafik zur reduzierten elektrischen Feldstärke ist hier das Ende des eingebrach-
ten Strommoments bei 10−1 s. Ab diesem Moment sinkt das reduzierte elektrische
Feld besonders in höheren Regionen ab 60km auf 0Td ab. Weiterhin sieht man einen
Anstieg der reduzierten elektrischen Feldstärke bei 1ms. Dieser ist unmittelbar auf
das eingebrachte Strommoment zurückzuführen. Danach sinkt die reduzierte elektri-
sche Feldstärke, bis sie ab 10ms auf einen Wert von bis zu 120Td ansteigt. Dieser
Anstieg ist direkt auf den Stromfortsatz zurückzuführen, welcher in den vorherigen
Berechnungen nicht enthalten war (Siehe Abbildung 5.9). Die reduzierte elektrische
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Abbildung 5.18: Teilchendichte der O− (links) und der O+ (rechts) Ionen, berechnet mit BOL-
SIG+ Parametern. Die Teilchendichten sind in 107 m−3(links) beziehungsweise
105 m−3 angegeben. Das Strommoment beträgt 100kA km (+CG).

Feldstärke erhöht sich erst mit fortschreitender Dauer in tieferen Höhen. Nach 10−1 s
ist die Stromdichte JT = 0. Das linke Bild zeigt die Elektronendichte. Bei 1ms gibt es
einen leichten Anstieg der reduzierten elektrischen Feldstärke, wie er aus den Simula-
tionen der negativen Cloud-to-Ground Entladung zu erwarten war. Ab 10ms, wenn das
reduzierte elektrische Feld eine Stärke von 120Td erreicht, steigt die Elektronendichte
stark an. Dabei gibt es einen Anstieg um 2 bis 3 Größenordnungen. In einer Höhe von
55km gibt es keinen Anstieg der Elektronendichte. Bei 50km gibt es wieder einen star-
ken Anstieg in der Elektronendichte, welcher nur bei den Simulationen mit den BOL-
SIG+ Parametern auftritt. Wenn man den Zeitpunkt der Erhöhung der Elektronendichte
mit dem Zeitpunkt des Abfalls des reduzierten elektrischen Feldes vergleicht, fällt auf,
dass erst die Elektronendichte ansteigt, und dann die reduzierte elektrische Feldstärke
abfällt. Der Abfall der Feldstärke lässt sich dadurch erklären, dass eine hohe Elektro-
nendichte zu einer hohen Leitfähigkeit der Atmosphäre führt, was zu einer Senkung
des reduzierten elektrischen Feldes führt. Die Tatsache, dass es keinen Anstieg in den
Teilchendichte von N+

2 , O+
2 und O− Ionen gibt, wie in Abbildungen (5.17) und (5.18)

gezeigt, deutet darauf hin, dass eine andere Reaktion für die Produktion der Elektro-
nen verantwortlich ist. Abbildung (5.18) zeigt rechts die Konzentration der O+-Ionen,
welche bei 50km und 0,2s stark ansteigt. Die Reaktion (3.36)3 trägt ebenfalls zum
Ansteigen der Elektronendichte bei und hat, wie in Abbildung (5.3) gezeigt, in diesem
Bereich der reduzierten elektrischen Feldstärke einen starken Einfluss auf die Elektro-
nendichte, weswegen die erhöhte Teilchendichte auf diese Reaktion zurückzuführen
ist.
Die Teilchendichten von N+

2 und O+
2 verhalten sich ähnlich und steigen bei steigender

3e+O2→ O++O(1S)+2e
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Elektronendichte ebenfalls stark an. Die Teilchendichte der O−-Ionen steigt ebenfalls
zum gleichen Zeitpunkt an, sinken aber durch das Detachment sehr schnell wieder.
Die gepunktete Struktur, welche auftritt, lässt sich auf die Schrittweite der Höhen von
∆z = 750m zurückführen. Wie beim vorigen Strommoment reicht die reduzierte elek-
trische Feldstärke wieder nicht aus, um einen Sprite zu erzeugen.

Abbildung 5.19: Reduziertes elektrisches Feld (links) und Elektronendichte (rechts), berechnet
mit Borisov/Sentman-Parametern. Die Farbskala der reduzierten elektrischen
Feldstärke ist linear in Td, während die Farbskala der Elektronendichte loga-
rithmisch in m−3 ist. Das Strommoment beträgt 100kA km (+CG).

Abbildung 5.20: Teilchendichten der N+
2 -Ionen (links) und O+

2 -Ionen (rechts), berechnet mit
Borisov/Sentman-Parametern. Die Teilchendichten sind in 105 m−3 angege-
ben. Das Strommoment beträgt 100kA km (+CG).

Borisov/Sentman-Parameter Abbildung (5.19) zeigt links die reduzierte elektrische
Feldstärke. Die maximale Feldstärke liegt bei maximal 100Td, was zwar über der für
einen Sprite benötigten reduzierten elektrischen Feldstärke von 93Td liegt, allerdings
ist die Elektronendichte nicht stark erhöht, sodass es unwahrscheinlich ist, dass ein
Sprite entstehen kann. Der Verlauf ist dem aus Abbildung (5.16)
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Abbildung 5.21: Teilchendichte der O−

Ionen, berechnet mit
Borisov/Sentman-Parametern.
Die Teilchendichten sind
in 107 m−3 angegeben.
Das Strommoment beträgt
100kA km (+CG).

ähnlich, nur ist das Maximum aufgrund
der kleineren Parameter geringer. Deut-
lich sichtbar ist auch hier das auf 0 ab-
fallende Strommoment bei 10−1 s, wel-
ches am sich ändernden Verlauf der
reduzierten elektrischen Feldstärke er-
kennbar ist. Die Elektronendichte weist
bei 60km einen Anstieg von ungefähr
103m−3 auf 107m−3 auf. Dieser Anstieg
um mehrere Größenordnungen findet ab
60km statt, wird mit größeren Höhen al-
lerdings schwächer. In den Abbildungen
(5.20) und (5.21) sind die Teilchendich-
ten von N+

2 ,O+
2 und O− dargestellt, wel-

che qualitativ mit denen aus den Abbildungen (5.17) und (5.18) übereinstimmen, wenn
auch die Teilchendichten geringern sind.

Abbildung 5.22: Reduziertes elektrisches Feld (links) und Elektronendichte (rechts), berechnet
mit Pasko-Parametern. Die Farbskala der reduzierten elektrischen Feldstärke
ist linear in Td, während die Farbskala der Elektronendichte logarithmisch in
m−3 ist. Das Strommoment beträgt 100kA km (+CG).

Pasko-Parameter Die Simulation mit den Parametern von Pasko liefert ein viel stärkeres
reduziertes elektrisches Feld als die vorherigen Simulationen. Die reduzierte elektri-
sche Feldstärke liegt bei mindestens 135Td. Für die Pasko-Parameter liegt die Grenze
für die Entzündung eines Sprites bei 138Td, welche daher möglicherweise bereits er-
reicht wird. Die Elektronendichte steigt stärker an als bei den Berechnungen mit den
Parametern nach BOLSIG+ oder Borisov.
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5.3.3 Strommoment 200kA km (+CG)

Abbildung 5.23: Reduziertes elektrisches Feld (links) und Elektronendichte (rechts), berech-
net mit BOLSIG+ Parametern. Die Farbskala der reduzierten elektrischen
Feldstärke ist linear in Td, während die Farbskala der Elektronendichte loga-
rithmisch in m−3 ist. Das Strommoment beträgt 200kA km (+CG).

Abbildung 5.24: Teilchendichten der N+
2 -Ionen (links) und O+

2 -Ionen (rechts), berechnet mit
BOLSIG+ Parametern. Die Teilchendichten sind in 105 m−3 angegeben. Das
Strommoment beträgt 200kA km (+CG).

BOLSIG+ Parameter In Abbildung (5.23) sind die reduzierte elektrische Feldstärke
und die Elektronendichte dargestellt. Es gibt keinen qualitativen Unterschied zu den
Ergebnissen aus Abbildung (5.16). Die kritische reduzierte elektrische Feldstärke von
117Td wird für kurze Zeit erreicht. Ob dies für die Entfachung eines Sprites in der
Mesosphäre reicht, ist fraglich, da es nur einen geringen Anstieg der Elektronendichte
gibt. Die Teilchendichten sowie das reduzierte elektrische Feld sind stärker als bei den
Simulationen mit einem Strommoment von 100kA km und Stromfortsatz von 10kA km.

Borisov/Sentman-Parameter Abbildung (5.26) zeigt links die reduzierte elektrische
Feldstärke und rechts die Elektronendichte. Die Feldstärke ist höher als bei der Rech-
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Abbildung 5.25: Teilchendichte der O− Ionen, berechnet mit BOLSIG+ Parametern. Die Teil-
chendichten sind in 105 m−3 angegeben. Das Strommoment beträgt 200kA km
(+CG).

nung mit den Parametern nach BOLSIG+. Auch ist die notwendige Feldstärke von
93Td erreicht, um einen Sprite zu erzeugen. Da die entsprechende Feldstärke aller-
dings nur kurz erreicht wird, und im Vergleich zu den Rechnungen mit den Parametern
nach BOLSIG+ keine signifikant höhere Elektronendichte erreicht wird, ist es fraglich,
ob dies bereits ausreichend ist, einen Sprite zu erzeugen. Eine Besonderheit im Ver-
lauf der reduzierten elektrischen Feldstärke stellt die Ausbuchtung zwischen 10ms und
100ms in einer Höhe von 75km dar. Die Teilchendichten der Ionen aus den Abbildun-
gen (5.27) und (5.28) entsprechen qualitativ denen der Berechnung mit den Parame-
tern nach BOLSIG+.

Pasko-Parameter In Abbildung (5.29) sind die Ergebnisse der Berechnung mit den
Pasko-Parametern aufgezeigt. Zu beachten ist die im Vergleich zu den vorherigen Plots
unterschiedliche Farbskala für die reduzierte elektrische Feldstärke. Die für einen Spri-
te notwendige reduzierte elektrische Feldstärke wird über einen längeren Zeitraum er-
reicht. Die Elektronendichte steigt um mehrere Größenordnungen an, beispielsweise in
einer Höhe von 75km von 106m−3 auf bis zu 109m−3. Ein Vergleich mit Abbildung (5.7)
zeigt allerdings, dass die Differenz der Reaktionskoeffizienten kleiner ist als bei den Pa-
rametern nach BOLSIG+ und Borisov et al./Sentman et al. und trotzdem eine höhere
reduzierte elektrische Feldstärke erreicht wird. Dies lässt sich darauf zurückführen,
dass bei diesem Modelllauf die reduzierte elektrische Feldstärke überschritten wird,
ab dem das von Pasko et al. angegebene Attachment auf Null abfällt. Dadurch gibt
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Abbildung 5.26: Reduziertes elektrisches Feld (links) und Elektronendichte (rechts), berechnet
mit Borisov/Sentman-Parametern. Die Farbskala der reduzierten elektrischen
Feldstärke ist linear in Td, während die Farbskala der Elektronendichte loga-
rithmisch in m−3 ist. Das Strommoment beträgt 200kA km (+CG).

Abbildung 5.27: Teilchendichten der N+
2 -Ionen (links) und O+

2 -Ionen (rechts), berechnet mit
Borisov/Sentman-Parametern. Die Teilchendichten sind in 105 m−3 angege-
ben. Das Strommoment beträgt 200kA km (+CG).

es keine Senke mehr für Elektronen, was die in diesem Fall hohe Elektronendichte
erklärt. Da das Attachment zum Zeitpunkt der Entladung stärker als die Ionisation ist,
werden produzierte Elektronen (durch Ionisation) sofort wieder eingefangen, was zu ei-
ner niedrigen Leitfähigkeit und damit einer hohen reduzierten elektrischen Feldstärke
führt.

Vergleich mit Parra-Rojas et al. Parra-Rojas et al.[16] haben ebenfalls Berechnungen
der reduzierten elektrischen Feldstärke und verschiedener Teilchendichten für geringe-
re Strommomente bis zu 200kA km (±CG) durchgeführt. Dabei wurden Reaktionsko-
effizienten von BOLSIG+ entnommen. Das ermöglicht einen Vergleich mit den hier dar-
gestellten Ergebnissen. So entsprechen die Ergebnisse der reduzierten elektrischen
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Abbildung 5.28: Teilchendichte der O− Ionen, berechnet mit Borisov/Sentman-Parametern.
Die Teilchendichten sind in 105 m−3 angegeben. Das Strommoment beträgt
200kA km (+CG).

Abbildung 5.29: Reduziertes elektrisches Feld (links) und Elektronendichte (rechts), berechnet
mit Pasko-Parametern. Die Farbskala der reduzierten elektrischen Feldstärke
ist linear in Td, während die Farbskala der Elektronendichte logarithmisch in
m−3 ist. Das Strommoment beträgt 200kA km (+CG).

Feldstärke und denen der Elektronendichte denen von Parra-Rojas et al. qualitativ. Al-
lerdings gibt es zu den Rechnungen mit größerem Strommoment Abweichungen in der
Stärke des reduzierten elektrischen Feldes. So liegen die Werte dieses Modells über
denen von Parra-Rojas et al. berechneten Größen, was auf die geringere Anzahl an
betrachteten Reaktionen in diesem Modell, oder auch eine andere gewählte Teilchen-
dichte von N2 und O2 zurückgeführt werden kann.
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5.3.4 Strommoment 300kA km (+CG)

Da mit den Parametern nach Pasko et al. bereits bei einem Strommoment von 200kA km
(+CG) ein Sprite entstehen kann, werden die Parameter für diesen Modelllauf nicht
verwendet.

Abbildung 5.30: Reduziertes elektrisches Feld (links) und Elektronendichte (rechts), berech-
net mit BOLSIG+ Parametern. Die Farbskala der reduzierten elektrischen
Feldstärke ist linear in Td, während die Farbskala der Elektronendichte loga-
rithmisch in m−3 ist. Das Strommoment beträgt 300kA km.

Abbildung 5.31: Teilchendichten von N+
2 (links) und O+

2 (rechts) in 105 m−3, berechnet mit Pa-
rametern nach BOLSIG+. Das Strommoment beträgt 300kA km (+CG).

BOLSIG+ In den Abbildungen (5.30), (5.31) und (5.32) zeigen die Ergebnisse der Si-
mulation mit einem Strommoment von 300kA km und den Parametern nach BOLSIG+.
Hier wird die kritische Feldstärke überschritten, bei der ein Sprite entstehen kann,
gleichzeitig mit einer starken Erhöhung der Teilchendichte der Elektronen. Folglich ist
das notwendige Strommoment für einen Sprite mit BOLSIG+ Parametern zwischen
200kA km und 300kA km, was bei einer Entladungshöhe von 10km einer Stromstärke
von 20kA bis 30kA entspricht. Die Wolkenuntergrenze eine Cumulonimbuswolke liegt
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Abbildung 5.32: Teilchendichte von O− in 105 m−3, berechnet mit Parametern nach BOLSIG+.
Das Strommoment beträgt 300kA km (+CG).

zwischen 300m und 2km[1], weswegen für Blitze aus dem oberen Teil der Wolken ei-
ne Spriteentzündung wahrscheinlicher ist. Ein Blitz, welcher aus dem unteren Teil der
Wolke bei ungefähr 1km entstammt, müsste eine Stromstärke von 200kA bis 300kA
erreichen, was der oberen Grenze für die Stromstärke eines Blitzes entspricht[13]. Die
Ergebnisse für N+

2 , O+
2 und O− liefern die durch vorherige Simulationen erwartbaren

Ergebnisse. Die Teilchendichte sind alle in der selben Größenordnung, wobei die Teil-
chendichte von N+

2 bei 76km ein Maximum erreicht, während O+
2 sowohl bei 76km als

auch bei 60km Maxima hat, und dazwischen kaum erhöht ist.

Abbildung 5.33: Reduziertes elektrisches Feld (links) und Elektronendichte (rechts) bei einem
Strommoment von 300kA km (+CG), berechnet mit Parametern nach Boriso-
v/Sentman. Die Farbskala der reduzierten elektrischen Feldstärke ist linear in
Td, während die Farbskala der Elektronendichte logarithmisch in m−3 ist.

Borisov/Sentman Die Abbildungen (5.33), (5.34) und (5.35) zeigen die vergleichba-
ren Ergebnisse, berechnet mit den Parametern von Borisov/Sentman. Die Ergebnis-
se stimmen mit denen überein, welche mit den Parametern nach BOLSIG+ errechnet
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Abbildung 5.34: Teilchendichten von N+
2 (links) und O+

2 (rechts) in 105 m−3, berechnet mit Pa-
rametern nach Borisov/Sentman. Das Strommoment beträgt 300kA km (+CG).

Abbildung 5.35: Teilchendichte von O− in 105 m−3, berechnet mit Parametern nach Borisov/-
Sentman. Das Strommoment beträgt 300kA km (+CG).

wurde. Auch hier wird das kritische Feld, welches für eine Erzeugung eines Sprites not-
wendig ist, erreicht. Die Teilchendichten liefern ähnliche Ergebnisse wie im vorherigen
Modelllauf mit den Parametern nach BOLSIG+.
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5.3.5 Strommoment 1000kA km (+CG)

Abbildung 5.36: Reduziertes elektrisches Feld berechnet mit Parametern nach BOLSIG+. Die
Farbskala der reduzierten elektrischen Feldstärke ist linear in Td. Das Strom-
moment beträgt 109 A m (+CG).

Positivblitze können eine Stromstärke von bis zu 300kA erreichen. In diesem Modell-
lauf wurde ein Positivblitz mit einer Stromstärke von 100kA und Reaktionsparametern
nach BOLSIG+ simuliert (Strommoment 1000kA km). Abbildung (5.36) zeigt dabei die
berechnete reduzierte elektrische Feldstärke. Die kritische Feldstärke für einen Spri-
te wurde für 1,5ms überschritten, und die Elektronendichte steigt stark an. Auffällig
ist in Abbildung (5.36), dass das Maximum des reduzierten elektrischen Feldes mit
höherer Entladungsstärke in höhere Regionen verschoben wird. Dies wird besonders
im Vergleich mit Abbildung (5.16) deutlich.
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Abbildung 5.37: Elektronendichte berechnet mit Parametern nach BOLSIG+. Die Farbska-
la der Elektronendichte ist logarithmisch in m3 s−1. Das Strommoment be-
trägt 1000kA km (+CG). Die Elektronendichte steigt in 70km von 106 m−3 auf
109 m−3.

5.3.6 Vergleich (+CG) mit (-CG)

Auch bei gleichen Stromstärken der Hauptentladung gibt es einen Unterschied im Ver-
lauf der reduzierten elektrischen Feldstärke und den Teilchendichten. Exemplarisch
sollen hier die reduzierten elektrischen Feldstärken und Elektronendichten einer Ent-
ladung von 200kA km +CG und -CG. verglichen werden. In Abbildung (5.38) sind die
reduzierten elektrischen Feldstärken aufgetragen. Beide Entladungen genüngen nicht
aus, um einen Sprite zu erzeugen. Beide Entladungen führen zu einer Erhöhung des
reduzierten elektrischen Feldes bei 1ms. Bei der negativen Cloud-to-Ground Entla-
dung fällt danach die reduzierte elektrische Feldstärke schnell auf 0Td ab, während
bei der positiven Cloud-to-Ground Entladung die reduzierte elektrische Feldstärke in
Folge der fortdauernden Stromstärke von 1kA weniger stark sinkt und über längere
Zeit konstant bleibt. Daraus lässt sich schließen, dass für die Entstehung eines Spri-
tes die Hauptentladung ein wichtiger Faktor ist, während die fortdauernde Stromstärke
wichtig für die Entstehung eines Streamers ist, da dadurch die Ionisationskoeffizien-
ten höhere Werte erreichen, was die Entstehung eines Streamers begünstigt (Siehe
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Abbildung 5.38: Reduzierte elektrische Feldstärke für eine negative Cloud-to-Ground Entla-
dung (links) und für eine positive Cloud-to-Ground Entladung (rechts). Die
Farbskala gibt die reduzierte elektrische Feldstärke in Td an.

nächsten Abschnitt). Der Stromschwanz ist allerdings für einen Sprite ebenfalls wich-
tig, da die fortdauernde hohe reduzierte Feldstärke zu Erhöhung der Elektronendichte
beiträgt.
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5 Ergebnisse

5.3.7 Streamer

Abbildung 5.39: Streamerregion nach einer Entladung mit einem Strommoment von 500kA km
(oben) und 1000kA km (unten) bei einer positiven Cloud-To-Ground Entla-
dung. Die schwarzen Bereiche in den Bildern rechts sind die Regionen, in
denen ein Streamer entstehen kann. Die farbigen Bereiche in den Bildern
links sind Regionen, in denen die kritische reduzierte elektrische Feldstärke
überschritten wird.

In Abbildung (5.39) sind die Ergebnisse der Ungleichungen (4.25)4 und (4.26)5 dar-
gestellt. Die Berechnungen wurden mit den Parametern nach BOLSIG+ durchgeführt.
Sind beide Ungleichungen erfüllt, ist der Plot schwarz, sonst weiß (siehe Abbildungen
rechts). Bei gleichzeitiger Erfüllung beider Ungleichungen kann ein Streamer entste-
hen. Die Plots links zeigen dabei die Zeiten und Höhen, an denen die kritische redu-
zierte Feldstärke überschritten wird. Oben ist das Strommoment bei 500kA km, unten
bei 1000kA km. Wie die Plots der Streamer zeigen, ist das Auftreten von der Stärke des
auslösenden Blitzes abhängig. Beim Streamer oben ist die Zeit, in der sich ein Stre-
amer bilden kann, auf ungefähr 1,3ms begrenzt, während sie unten bei 1,5ms liegt.
Die mögliche Bildungsdauer der Streamer ist kürzer als die Zeitdauer, in der die kriti-
sche Feldstärke überschritten wird. Zusätzlich hat die reduzierte elektrische Feldstärke

4ε0
νamax

σ
> 1

5 σ

ε0(νi−νa)
ln
(

4πε0r2
s

Ebreakdown
e

)
< 1
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5 Ergebnisse

einen kleinen Einfluss auf die Höhe, in der ein Streamer gebildet werden kann. Je
stärker das reduzierte elektrische Feld, desto höher kann der Streamer entstehen.
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6 Zusammenfassung

Das für diese Arbeit entwickelte Modell wurde mit verschiedenen Reaktionsparame-
tern betrieben. Im ersten Abschnitt wurde die Gültigkeit der numerischen Methode mit
einem Vergleich zu einer analytischen Lösung bestätigt. Der zweite Teil beschäftigt
sich mit einer Parameterstudie, welche für eine Abschätzung der Größenordnungen
der einzelnen Reaktionen und ein erster Vergleich mit den Ergebnissen von Gordillo-
Vázquez[7] genutzt wurde. Im dritten Teil wurden die Gleichungen der Elektronendich-
te und der reduzierten elektrischen Feldstärke gekoppelt. Damit wird auf die Fragen
eingegangen, wann ein Sprite und wann ein Streamer entstehen kann. Dabei wird
wieder der Vergleich mit einem Modell nach Luque und Gordillo-Vázquez[12] bezie-
hungsweise Parra-Rojas et al.[16] gezogen.

Gültigkeit der numerischen Methode In diesem Modell wurde das klassische Runge-
Kutta-Verfahren (rk4) implementiert und zur Lösung der auftretenden gewöhnlichen
Differentialgleichungen verwendet. Zur Überprüfung dieser Methode wurde eine Diffe-
rentialgleichung analytisch gelöst und an den entsprechenden Stützstellen die Lösung
berechnet. Diese Ergebnisse wurden mit den Ergebnissen nach rk4 verglichen. Wie
erwartet zeigte sich, dass es für größere Zeitschritte größere Abweichungen von der
Lösung gibt, die für ∆t = 10−6 s bei ungefähr 10% liegen. Eine Senkung der Schritt-
weite um den Faktor 10 verkleinert den Fehler ebenfalls um einen Faktor 10, führt aber
zu einer um den Faktor 10 erhöhten Rechenzeit und Speicherbelegung. Trotz allem
wurde als Schrittweite für das Box-Modell ∆t = 10−6 s gewählt, da dies einen guten
Kompromiss aus Fehler, Rechenzeit und Speicherbelegung bot.

Spriteentfachung Die Ratenkoeffizienten der verschiedenen Sätze wurden von 0Td
bis 500Td dargestellt. Zusätzlich wurde für die Ratenkoeffizienten nach BOLSIG+ und
Borisov et al./Sentman et al. der Ionisationskoeffizient auf Luft bezogen, wie es Pasko
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et al. direkt macht. Dies erlaubt Aussagen darüber, bei welcher reduzierten elektri-
schen Feldstärke die Ionisation der Luft stärker als das Attachment an Sauerstoff ist,
was die einzige Senke für Elektronen in diesem Modell ist. Sobald die Ionisation der
Luft stärker als das Attachment ist, ist die Entstehung eines Sprites möglich. Die kri-
tische Feldstärke liegt für die Ratenkoeffizienten nach BOLSIG+ bei 117Td, für die
Koeffizienten nach Borisov et al. und Sentman et al. bei 93Td. Bei den Koeffizienten
nach Pasko et al. ist die kritische reduzierte elektrische Feldstärke bei 138Td.

Synthetischer Puls Zum Vergleich des Modells mit bereits bestehenden Ergebnissen
wurde ein synthetischer Puls simuliert. Dazu wird für eine Zeit von 5 ·10−7 s eine re-
duzierte elektrische Feldstärke von 400Td in das Modell eingegeben. Danach sinkt
die reduzierte elektrische Feldstärke abrupt auf 0Td. Dieses Setup simuliert grob die
Bedinungen, die in der Spitze eines entwickelten Streamers anzutreffen sind und lässt
Rückschlüsse auf die chemischen Vorgänge zu. Ergebnisse der Elektronendichten mit
den Ratenkoeffizienten nach BOLSIG+ entsprechen von der Größenordnung denen
von Gordillo-Vázquez. Es gibt einen Anstieg der Elektronendichte von 7 ·107m−3 auf
ungefähr 2 ·1014m−3. Die berechneten Elektronendichten nach Borisov et al./Sentman
et al. sowie Pasko et al. sind um einige Größenordnungen kleiner und liegen bei un-
gefähr 1011m−3.

Box-Modell Im letzten Teil wird das Box-Modell benutzt, mit dem höhenaufgelöst die
reduzierte elektrische Feldstärke sowie die verschiedenen Teilchendichten berech-
net werden. Dazu wurden verschiedene Strommomente simuliert, sowohl mit Strom-
schwanz (+CG) als auch ohne Stromschwanz (-CG). Für die Entfachung eines Sprites
sind, abhängig vom verwendeten Satz Ratenkoeffizienten, unterschiedliche Strommo-
mente und damit Entladungsströme notwendig. Während mit den Ratenkoeffizienten
nach Pasko et al. bereits bei einem Strommoment von 200kA km (+CG) die kritische re-
duzierte elektrische Feldstärke überschritten wird und auch einen starken Anstieg der
Elektronendichte aufweisen, was wahrscheinlich zur Bildung eines Sprites führen wird,
sind bei den Ratenkoeffizienten nach BOLSIG+ Stommomente zwischen 200kA km
(+CG) und 300kA km (+CG) notwendig, um diesen Effekt hervorzurufen. Für die Ra-
tenkoeffizienten nach und Borisov et al./Sentman et al. ist wird die kritische reduzierte
elektrische Feldstärke bereits bei 100Td überschritten. Aufgrund der kaum ansteigen-
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den Elektronendichte ist es unwahrscheinlich, dass bei dieser geringen Entladungs-
stärke bereits ein Sprite entsteht. Daraus lässt sich schließen, dass ein Sprite nur
bei einer positiven Cloud-to-Ground Entladung entstehen kann, da nur diese Entla-
dungen das notwendige Strommoment erreichen. Zusätzlich konnte gezeigt werden,
dass ein Streamer entstehen kann, sobald die für einen Sprite notwendige reduzierte
elektrische Feldstärke überschritten wird. Dabei ist außerdem der Stromschwanz einer
(+CG)-Entladung wichtig, da durch diesen die mögliche Bildungszeit eines Streamers
verlängert wird.
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7 Ausblick

Als Erweiterung kann das Modell in mehrere Dimensionen übertragen werden. Für die
Herleitung der Gleichung

ε0
d
dt

Ez =−σEz + JT (7.1)

wurde planere Symmetrie vorausgesetzt, wodurch sich der Nabla-Operator der Poisson-
Gleichung in eine Ableitung nach der Höhe vereinfacht.

Die chemischen Parameter, welche von Borisov und Pasko mittels Interpolationsfor-
meln angegeben wurden, lassen sich nicht direkt auf Messungen, sondern auf nu-
merische Berechnungen zurückverfolgen. BOLSIG+ liefert Parameter als Lösungen
der Boltzmann-Gleichung. Somit basieren alle Berechnungen, welche in dieser Arbeit
durchgeführt wurden, auf theoretischen Parametern. Im Rahmen einer experimentel-
len Arbeit könnten diese Parameter bestimmt werden, welche dann für Berechnungen
in diesem Modell verwendet werden.

Das entwickelte Modell ist derzeit nur in der Lage zu bestimmen, ob die Vorausset-
zungen für die Bildung eines Streamers gegeben sind. Das Verhalten eines Streamers
kann nicht beschrieben werden. Eine mögliche Verbesserung dieses Modells wäre es,
dies zu implementieren.
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9 Anhang

9.1 Interpolationsformeln

Thermisches Detachment von O−[21]

kdO2
= 10−20m3 s−1 (9.1)

Elektrisch angeregtes Detachment von O− nach Luque und Gordillo-Vázquez[12]

kdO2
= 1,16 ·10−18m3 s−1 · (E/N)2

(43,5 ·10−21V m2)2 +(E/N)2
(9.2)

Mit dem elektrischen Feld E in V m−1 und der Luftdichte N in m−3.

Ionisation von O2 nach Borisov et al.[2]

kiO2
= 10−8,8·−281,0

E/N ·10−21−6,0 m3 s−1 (9.3)

Ionisation von N2 nach Borisov et al.[2]

kiN2
= 10−8,3·−365,0

E/N ·10−21−6,0 m3 s−1 (9.4)

Attachment von O2 nach Borisov et al.[2]

kaO2
=

10−9,3·−123,0
E/N ·10−21−6,0 m3 s−1 E/N ≤ 80Td

10−10,8·−57,0
E/N ·10−21−6,0 m3 s−1 E/N > 80Td

(9.5)
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Dissoziation von N2 nach Sentman et al.[23]

kDissN2→N(2D)
=


10−22 · (3,096−0,671 · E/N·1021

10 +0,03 · (E/N·1021

10 )2

+1,59 ·10−3 · (E/N·1021

10 )3−1,57 ·10−5 · (E/N·1021

10 )4)m3 s−1 E/N > 76Td

0 E/N ≤ 76Td

(9.6)

kDissN2→N(4S)
= 2 · kDissN2→N(2D)

(9.7)

Dissoziation von O2 nach Sentman et al.[23]

kDissO2→O(3P)
= 10−7,9− 134,0

E/N ·10−21−12 m3 s−1 (9.8)

kDissO2→O(1D)
= 10−8,0− 169,0

E/N ·10−21−12 m3 s−1 (9.9)

kDissO2→O(1S)
= 10−8,8− 119,0

E/N ·10−21−12 m3 s−1 (9.10)

Dissoziative Ionisation von N2 nach Sentman et al.[23]

kDIonN2→N(2D)
= 3,18 ·10−26 · Te

300

2
· e−296266/Te m3 s−1 (9.11)

Mit der Elektronentemperatur Te = 6,96 ·10−17 · E
N·615 .

Dissoziative Ionisation von O2 nach Sentman et al.[23]

kDIonO2→O(3P)
= 3,18 ·10−26 · Te

300

2
· e−206055/Te m3 s−1 (9.12)

Mit der Elektronentemperatur Te = 6,96 ·10−17 · E
N·615 .

Ionisation nach Pasko et al.[17]

ki = 7,6 ·10−19 ·N · x2 · f (x) · e−4,7· 1
x−1 m3 s−1 (9.13)

f (x) =
1+6,3e

−2,6
x

1,5
(9.14)
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mit x = E
Ebreakdown

und Ebreakdown = 3,2 ·106 N
N0

Vm−1 und der Bodenluftdichte N0 in m−3

und dem elektrischen Feld E in V m−1.

Attachment nach Pasko et al.[17]

ka =
N
N0
·

−2,41 ·108 +211,92x−3,545 ·10−5x2 EN0/N ≥ 1,628 ·106V m−1

10−1073,8+465,99·log(x)−66,867·log2(x)+3,197·log3(x) EN0/N < 1,628 ·106V m−1

(9.15)

mit x = E
Ebreakdown

und Ebreakdown = 3,2 · 106 N
N0

Vm−1 und der Bodenluftdichte N0 =

2,688 ·1025m−3 und dem elektrischen Feld E in V m−1. Weiterhin gilt [ka] = m3 s−1.

Mobilität nach Pasko et al.[17]

µe =
1
N
·

1050,970+3,0260·x+0,0084733·x2
EN0/N ≥ 1,62 ·103V m−1

1,36 ·N0 EN0/N < 1,62 ·103V m−1
(9.16)

mit x = log10(E/N) und der Bodenluftdichte N0 = 2,688 ·1025m−3 und dem elektri-
schen Feld E in V m−1.

Streamerradius nach Pasko et al.[17]

rs =


5,8×10−5 · x−3,12 5×104 <= x < 6×104

2,2×10−4 · x−12,4 6×104 <= x < 7×104

1,2×10−3 · x−81,0 7×104 <= x < 8×104

(9.17)

mit der Höhe x in Metern.

9.2 Berechnung der Luftdichte

Im Folgenden wird dargestellt, wie die Luftdichte bestimmt wurde[22]. Begonnen wird
mit der hydrostatischen Grundgleichung

dp
dh

=−ρg(h) (9.18)
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Dabei wird dann ρ = p
RST (h) eingesetzt. Damit erhält man folgende Gleichung

dρ

dh
RST (h) =−ρg(h) (9.19)

Hier ist RS = 287,058J kg−1 K die spezifische Gaskonstante für trockene Luft. Integra-
tion liefert nun als Lösung für die Luftdichte

loge
ρ(h1)

ρ(h0)
=− 1

RS

∫ h1

h0

g(h)
T (h)

dh (9.20)

Zur Lösung des Integrals auf der linken Seite müssen für die Erdbeschleunigung und
die Temperatur Ansätze gefunden werden. Für die Erdbeschleunigung wird das New-
tonsche Gravitationsgesetz benutzt:

g(h) = γ
Me

(re +h)2 (9.21)

Mittels Trapezintegration wird nun das Integral gelöst. Für die Luftdichte gilt dann

ρ(h) = ρ0 · e
− 1

RS

∫ h
h0

g(h′)
T (h′)dh′

(9.22)

9.3 Auszüge des Modellcodes

Der gesamte Quellcode ist in einem Git-Repository zu finden, siehe https://github.
com/RichterIUP/Masterthesis.

9.3.1 numerics.f90

1 rea l ( dp ) function rk4 ( i n i t i a l , mult , inhomogen , s teps ize )
2
3 rea l ( dp ) , in tent ( in ) : : i n i t i a l
4 rea l ( dp ) , in tent ( in ) : : mul t
5 rea l ( dp ) , in tent ( in ) : : inhomogen
6 rea l ( dp ) , in tent ( in ) : : s teps ize
7
8 rea l ( dp ) : : k1 , k2 , k3 , k4
9

10 k1 = s teps ize ∗ ( mul t ∗ i n i t i a l + inhomogen )
11 k2 = s teps ize ∗ ( mul t ∗ ( i n i t i a l + k1 / 2 . 0 ) + inhomogen )
12 k3 = s teps ize ∗ ( mul t ∗ ( i n i t i a l + k2 / 2 . 0 ) + inhomogen )
13 k4 = s teps ize ∗ ( mul t ∗ ( i n i t i a l + k3 ) + inhomogen )
14
15 rk4 = i n i t i a l + 1 . 0 / 6 . 0 ∗ ( k1 + 2∗k2 + 2∗k3 + k4 )
16 end function rk4
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Listing 9.1: Code des Runge-Kutta Verfahrens 4. Ordnung

9.3.2 parameters.f90

1 rea l ( dp ) , parameter : : e lementary charge = 1.602176565e−19 dp !C
2 rea l ( dp ) , parameter : : kB = 1.3806488e−23 dp ! J /K
3 rea l ( dp ) , parameter : : p i = 3.14159265359
4 rea l ( dp ) , parameter : : eps i lon0 = 8.854187817e−12 dp ! As /Vm

Listing 9.2: Physikalische Konstanten

9.3.3 solveProblem.f90

1 i f ( typ == BOLSIG . or . typ == BORISOV) then
2 eMob( loop ) = r a t e C o e f f F i l e ( m o b i l i t y ( 1 ) , s t a t e ( loop )%r e d u c e d E l e c t r i c F i e l d ) / &
3 ( s ta te ( loop )%n i t rogen + s ta te ( loop )%oxygen ) ! Müss te k o r r e k t se in −> A ∗ s ˆ2 / kg
4 else i f ( typ == PASKO) then
5 eMob( loop ) = e l e c t r o n M o b i l i t y ( s t a t e ( loop )%reducedE lec t r i cF ie ld , airDens ( s ta te ( loop )%a l t i t u d e ) )
6 end i f

Listing 9.3: Berechnung der Mobilität

1 aa2 ( loop ) = −elementary charge ∗ s ta te ( loop )%e lec t ronDens i t y ∗ eMob( loop ) / eps i lon0 !C ∗ mˆ−3 ∗ mˆ 2 / ( V∗s ) ∗ V∗m/ ( A∗s )
−> Conduc t i v i t y

Listing 9.4: Berechnung der Leitfähigkeit

1 i f ( t ime > currentTime+currentDur+1e−1 dp ) then ! Cont . cu r r . z e i t l i c h eingrenzen
2 bb2 ( loop ) = 0.0 dp
3 else
4 bb2 ( loop ) = cu r ren tDens i t y ( t ime , currentTime , currentDur , currentMin , &
5 currentMax , 60.0 e3 dp , 80.0 e3 dp , c l oudA l t ) / ( eps i lon0 ∗ ( s t a t e ( loop )%n i t rogen+ s ta te ( loop )%oxygen ) ) ! Ampere

per square meter
6 end i f

Listing 9.5: Berechnung der Stromdichte

1 i f ( typ == BOLSIG) then
2 s ta te ( loop )%nuIN2 = r a t e C o e f f F i l e ( ra te ( 1 ) , s t a t e ( loop )%r e d u c e d E l e c t r i c F i e l d ) ∗ s ta te ( loop )%n i t rogen
3 s ta te ( loop )%nuIO2 = r a t e C o e f f F i l e ( ra te ( 2 ) , s t a t e ( loop )%r e d u c e d E l e c t r i c F i e l d ) ∗ s ta te ( loop )%oxygen
4 s ta te ( loop )%nuAO2 = r a t e C o e f f F i l e ( ra te ( 3 ) , s t a t e ( loop )%r e d u c e d E l e c t r i c F i e l d ) ∗ s ta te ( loop )%oxygen
5 s ta te ( loop )%nuDissN2 2D = r a t e C o e f f F i l e ( ra te ( 4 ) , s t a te ( loop )%r e d u c e d E l e c t r i c F i e l d ) ∗ s ta te ( loop )%n i t rogen
6 s ta te ( loop )%nuDissN2 2P = r a t e C o e f f F i l e ( ra te ( 6 ) , s t a te ( loop )%r e d u c e d E l e c t r i c F i e l d ) ∗ s ta te ( loop )%n i t rogen
7 s ta te ( loop )%nuDIonN2 2D = r a t e C o e f f F i l e ( ra te ( 5 ) , s t a te ( loop )%r e d u c e d E l e c t r i c F i e l d ) ∗ s ta te ( loop )%n i t rogen
8 s ta te ( loop )%nuDIonN2 4S = r a t e C o e f f F i l e ( ra te ( 7 ) , s t a te ( loop )%r e d u c e d E l e c t r i c F i e l d ) ∗ s ta te ( loop )%n i t rogen
9 s ta te ( loop )%nuDissO2 1D = r a t e C o e f f F i l e ( ra te ( 9 ) , s t a t e ( loop )%r e d u c e d E l e c t r i c F i e l d ) ∗ s ta te ( loop )%oxygen

10 s ta te ( loop )%nuDIonO2 1S = r a t e C o e f f F i l e ( ra te ( 8 ) , s t a t e ( loop )%r e d u c e d E l e c t r i c F i e l d ) ∗ s ta te ( loop )%oxygen
11 s ta te ( loop )%nuIAr = r a t e C o e f f F i l e ( ra te (10) , s t a te ( loop )%r e d u c e d E l e c t r i c F i e l d ) ∗ s ta te ( loop )%argon
12 else i f ( typ == BORISOV) then
13 s ta te ( loop )%nuAO2 = interpolateBORISOVCoeff ( ”ATTACHMENT” , ATTACHMENT, ”O2” , O2, &
14 s ta te ( loop )%r e d u c e d E l e c t r i c F i e l d∗1d21 ) ∗ s ta te ( loop )%oxygen
15 s ta te ( loop )%nuIO2 = interpolateBORISOVCoeff ( ” IONIZATION ” , ATTACHMENT, ”O2” , O2, &
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16 s ta te ( loop )%r e d u c e d E l e c t r i c F i e l d∗1d21 ) ∗ s ta te ( loop )%oxygen
17 s ta te ( loop )%nuIN2 = interpolateBORISOVCoeff ( ” IONIZATION ” , ATTACHMENT, ”N2” , N2, &
18 s ta te ( loop )%r e d u c e d E l e c t r i c F i e l d∗1d21 ) ∗ s ta te ( loop )%n i t rogen
19 s ta te ( loop )%nuDissN2 4S = interpolateBORISOVCoeff ( ”DISSOCIATION” , DISSOCIATION , ”N4S” , len ( ”N4S” ) , &
20 s ta te ( loop )%r e d u c e d E l e c t r i c F i e l d∗1d21 ) ∗ s ta te ( loop )%n i t rogen
21 s ta te ( loop )%nuDissN2 2D = interpolateBORISOVCoeff ( ”DISSOCIATION” , DISSOCIATION , ”N2D” , len ( ”N2D” ) , &
22 s ta te ( loop )%r e d u c e d E l e c t r i c F i e l d∗1d21 ) ∗ s ta te ( loop )%n i t rogen
23 s ta te ( loop )%nuDissO2 3P = interpolateBORISOVCoeff ( ”DISSOCIATION” , DISSOCIATION , ”O3P” , len ( ”O3P” ) , &
24 s ta te ( loop )%r e d u c e d E l e c t r i c F i e l d∗1d21 )∗ s ta te ( loop )%oxygen
25 s ta te ( loop )%nuDissO2 1D = interpolateBORISOVCoeff ( ”DISSOCIATION” , DISSOCIATION , ”O1D” , len ( ”O1D” ) , &
26 s ta te ( loop )%r e d u c e d E l e c t r i c F i e l d∗1d21 ) ∗ s ta te ( loop )%oxygen
27 s ta te ( loop )%nuDissO2 1S = interpolateBORISOVCoeff ( ”DISSOCIATION” , DISSOCIATION , ”O1S” , len ( ”O1S” ) , &
28 s ta te ( loop )%r e d u c e d E l e c t r i c F i e l d∗1d21 ) ∗ s ta te ( loop )%oxygen
29 s ta te ( loop )%nuDIonN2 4S = interpolateBORISOVCoeff ( ” DISSION ” , DISSION , ”N4S” , len ( ”N4S” ) , &
30 s ta te ( loop )%r e d u c e d E l e c t r i c F i e l d∗1d21 ) ∗ s ta te ( loop )%n i t rogen
31 s ta te ( loop )%nuDIonO2 3P = interpolateBORISOVCoeff ( ” DISSION ” , DISSION , ”O3P” , len ( ”O3P” ) , &
32 s ta te ( loop )%r e d u c e d E l e c t r i c F i e l d∗1d21 ) ∗ s ta te ( loop )%oxygen
33 else i f ( typ == PASKO) then
34 s ta te ( loop )%nuAO2 = interpolatePASKOCoeff ( ”ATTACHMENT” , ATTACHMENT, s ta te ( loop )%r e d u c e d E l e c t r i c F i e l d &
35 , airDens ( s ta te ( loop )%a l t i t u d e ) ) ∗ s ta te ( loop )%oxygen
36 s ta te ( loop )%nuIO2 = interpolatePASKOCoeff ( ” IONIZATION ” , IONIZATION , s ta te ( loop )%r e d u c e d E l e c t r i c F i e l d &
37 , airDens ( s ta te ( loop )%a l t i t u d e ) ) ∗ s ta te ( loop )%oxygen
38 s ta te ( loop )%nuIN2 = interpolatePASKOCoeff ( ” IONIZATION ” , IONIZATION , s ta te ( loop )%r e d u c e d E l e c t r i c F i e l d &
39 , airDens ( s ta te ( loop )%a l t i t u d e ) ) ∗ s ta te ( loop )%n i t rogen
40 end i f

Listing 9.6: Berechnung der Parameter

1 type ( s ta teOfS imu la t ion ) function electronEQN ( s ta te )
2 type ( s ta teOfS imu la t ion ) , in tent ( in ) : : s t a t e
3 rea l ( dp ) : : aa
4 !Rückgabewerte f ü l l e n
5 electronEQN = s ta te
6
7 ! E lec t ron chemist ry
8
9 aa = s ta te%nuIN2 + s ta te%nuIO2 − s ta te%nuAO2+ s ta te%nuDIonN2 2D + s ta te%nuDIonN2 4S + s ta te%nuDIonO2 1S + s ta te%

nuDIonO2 3P
10 electronEQN%elec t ronDens i t y = rk4 ( s t a t e%elec t ronDens i ty , aa , 0.0 dp , s t a te%stepSize )
11
12 aa = s ta te%nuDO2
13 electronEQN%elec t ronDens i t y = productODE ( electronEQN%elec t ronDens i ty , aa , s t a te%stepSize )
14
15 aa = − ( s t a t e%nuIN2 + s ta te%nuDissN2 2D + s ta te%nuDissN2 2P + s ta te%nuDissN2 2D + &
16 s ta te%nuDIonN2 2D + s ta te%nuDIonN2 4S + s ta te%nuDissN2 4S + s ta te%nuDissN2 2D ) ∗ s ta te%e lec t ronDens i t y / s t a t e%

n i t rogen
17 electronEQN%ni t rogen = rk4 ( s t a t e%ni t rogen , aa , 0.0 dp , s t a te%stepSize )
18
19 aa = −( s t a t e%nuIO2 + s ta te%nuAO2 + s ta te%nuDissO2 1D + s ta te%nuDIonO2 1S + &
20 s ta te%nuDissO2 3P + s ta te%nuDissO2 1S + s ta te%nuDIonO2 3P ) ∗ s ta te%e lec t ronDens i t y / s t a t e%oxygen
21 electronEQN%oxygen = rk4 ( s t a t e%oxygen , aa , 0.0 dp , s t a t e%stepSize )
22
23 aa = s ta te%nuIN2 ∗ s ta te%e lec t ronDens i t y
24 electronEQN%n2PLUS = productODE ( s ta te%n2PLUS, aa , s t a te%stepSize )
25
26 aa = s ta te%nuIO2 ∗ s ta te%e lec t ronDens i t y
27 electronEQN%o2PLUS = productODE ( s ta te%o2PLUS, aa , s t a te%stepSize )
28
29 i f ( s t a t e%oMINUS . g t . 0.0 dp ) then
30 aa = −s ta te%nuDO2 / s ta te%oMINUS
31 electronEQN%oMINUS = rk4 ( s ta te%oMINUS, aa , 0.0 dp , s t a t e%stepSize )
32 end i f
33
34 aa = s ta te%nuAO2 ∗ s ta te%e lec t ronDens i t y
35 electronEQN%oMINUS = productODE ( electronEQN%oMINUS, aa , s t a te%stepSize )
36
37 aa = ( s ta te%nuDIonN2 2D + s ta te%nuDIonN2 4S ) ∗ s ta te%e lec t ronDens i t y
38 electronEQN%nPLUS = productODE ( s ta te%nPLUS, aa , s t a te%stepSize )
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39
40 aa = s ta te%nuDIonO2 1S ∗ s ta te%e lec t ronDens i t y
41 electronEQN%oPLUS =productODE ( s ta te%oPLUS, aa , s t a te%stepSize )
42
43 aa = ( s ta te%nuDIonN2 2D + s ta te%nuDissN2 2P + s ta te%nuDissN2 2D ) &
44 ∗ s ta te%e lec t ronDens i t y
45 electronEQN%n2D = productODE ( s ta te%n2D , aa , s t a te%stepSize )
46
47 aa = s ta te%nuDissN2 2P ∗ s ta te%e lec t ronDens i t y
48 electronEQN%n2P = productODE ( s ta te%n2P , aa , s t a te%stepSize )
49
50 aa = ( s ta te%nuDIonN2 4S + s ta te%nuDissN2 2D + s ta te%nuDissN2 2P + &
51 s ta te%nuDissN2 4S ∗ s ta te%n4S) ∗ s ta te%e lec t ronDens i t y
52 electronEQN%n4S = productODE ( s ta te%n4S , aa , s t a te%stepSize )
53
54 aa = ( s ta te%nuDIonO2 1S + s ta te%nuDissO2 1S ) ∗ s ta te%e lec t ronDens i t y
55 electronEQN%o1S = productODE ( s ta te%o1S , aa , s t a te%stepSize )
56
57 aa = ( s ta te%nuDissO2 1D + s ta te%nuDIonO2 3P ∗ s ta te%o3P + s ta te%nuDissO2 1S ) &
58 ∗ s ta te%e lec t ronDens i t y
59 electronEQN%o3P = productODE ( s ta te%o3P , aa , s t a te%stepSize )
60
61 aa = s ta te%nuDissO2 1D ∗ s ta te%e lec t ronDens i t y
62 electronEQN%o1D = productODE ( s ta te%o1D , aa , s t a te%stepSize )
63 end function electronEQN

Listing 9.7: Lösung der Differentialgleichungen
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