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1 FEinleitendes

1 Einleitendes

1.1 Einordnung der Arbeit

Die Arbeit beschéaftigt sich mit einem Teilgebiet der Mechanik, den Plattentheorien. Die Aufgabe
der Mechanik ,,[...] besteht in der Vorausberechnung der Bewegung und Deformation von materiellen
Korpern und der mit ihnen in Zusammenhang stehenden Krifte. Krifte kénnen &uflere, eingeprigte
Krifte (z.B. Lasten) oder innere Kréfte (z.B. SchnittgroBen, Spannungen) sein.“ (aus Kienzler und
Schroder, 2009, Seite 1) Die Mechanik wird oft in zwei Teilgebiete unterteilt (vgl. auch Gross u. a.,
2003), welche zwei Sichtweisen auf die Mechanik entsprechen. Als Technische Mechanik bezeich-
net man den Teil der Literatur zur Mechanik, welcher sich auf die Anspriiche des konstruierenden
Ingenieurs konzentriert. Der andere Teil der Mechanik, welcher die mathematische Untersuchung
prinzipieller physikalischer Gesetzméfligkeiten in den Vordergrund stellt, wird als analytische Mecha-
nik bezeichnet. Wir benutzen daher den Terminus Technische Mechanik immer dann, wenn wir uns
auf die einschléigige Ingenieurliteratur beziehen.

Unabhéngig von der Sichtweise unterteilt man die Mechanik auch thematisch. Zum einen unterteilt
man die Theorien nach dem Aggregatzustand des betrachteten Koérpers und dem angenommenen
idealisierten Materialverhalten des Korpers. Zum anderen unterteilt man die Mechanik in die Gebiete
Kinematik und Dynamik, wobei sich die Kinematik nur mit Bewegungsabldufen beschéftigt, ohne
auf die fiir die Bewegung verantwortlichen Kréfte einzugehen. Die Dynamik hingegen untersucht den
Zusammenhang zwischen Kréaften und Bewegung sowie Deformation. Man unterteilt die Dynamik
weiter in Statik und Kinetik. Die Statik beschéftigt sich mit ruhenden Koérpern im Gleichgewicht,
wéahrend sich die Kinetik mit zeitlichen Bewegungsabldufen und den urséchlichen Kréften beschéftigt.
Plattentheorien sind ein Teilgebiet der linearen Elastostatik. Wir untersuchen also die Statik fester,
linear elastischer Koérper.

Die Technische Elastostatik unterteilt man weiter nach geometrischen Ausprigungen des festen
Korpers (in diesem Teilgebiet auch Tragwerk genannt) und seiner Belastung. Die Plattentheorien
beschiftigen sich mit Platten, welche ebene (nicht gekriimmte) Flichentragwerke sind. Ein Flichen-
tragwerk zeichnet sich dadurch aus, dass eine charakteristische Langenabmessung des dreidimensiona-
len Korpers (Tragwerk), die sogenannte Dicke, wesentlich kleiner ist als die {ibrigen zwei charakteris-
tischen Lagenabmessungen. Ist ein Flachentragwerk eben und wird es nur senkrecht zur Mittelebene
des Tragwerks belastet (d.h. senkrecht zu der Ebene, in der jeder Punkt die Dicke des Tragwerks
halbiert), so nennt man es eine Platte.

Die Plattentheorien werden wiederum in zwei Teilgebiete unterteilt. Das erste Teilgebiet sind die
experimentell motivierten Plattentheorien. Die mathematischen Modellierungen aller Plattentheorien
dieses Teilgebietes stiitzen sich auf a-priori Annahmen, welche durch Beobachtungen von Experi-
menten motiviert wurden. Bereits 1850 veroffentlichte G. R. Kichhoff die erste Plattentheorie (siehe
Kirchhoff, 1850). Seine Plattentheorie ist heute auch als klassische Plattentheorie bekannt. In der
Kirchhoffschen Theorie wird der Einfluss von Querkraftschubspannungen ignoriert. Man spricht in
diesem Zusammenhang von einer schubstarren Plattentheorie. Es zeigte sich, dass eine solche Model-
lierung gute Ergebnisse liefert, falls die Platte hinreichend diinn ist und die maximale Durchbiegung
der Platte klein gegeniiber der Dicke ist. In der Ingenieurliteratur findet sich die Faustformel, dass
die Kirchhoffsche Theorie bei Durchbiegungen bis zu einem Zehntel der Plattendicke gute (bzw. bei
Durchbiegungen bis zu einem Fiinftel der Plattendicke brauchbare) Ergebnisse liefert. Fiir dicke-
re Platten oder groflere Durchbiegungen wurden zahlreiche sogenannte verbesserte Plattentheorien
aufgestellt. Die erste wurde von E. Reissner 1944 veroffentlicht (siehe Reissner, 1944). Reissner mo-
dellierte erstmals eine Theorie, die den Einfluss von Querkraftschubspannungen beriicksichtigte. Man
spricht in diesem Zusammenhang von einer schubweichen Plattentheorie.
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Das zweite Teilgebiet bilden die sogenannten konsistenten Plattentheorien. Die Grundidee der kon-
sistenten Plattentheorien besteht darin, die zweidimensionalen Plattentheorien mit Hilfe von Reihen-
entwicklungen beziiglich der Dickenrichtung der Platte aus den dreidimensionalen Grundgleichungen
der linearen Elastostatik abzuleiten. Das Vorgehen der konsistenten Plattentheorien erlaubt es dabei
Plattentheorien beliebiger Genauigkeit (Approximationsordnung) aufzustellen, zudem benétigt man
nicht die klassischen a-priori Annahmen der experimentell motivierten Plattentheorien. Wir greifen
hier im Speziellen die Modellierungsansitze der konsistenten Plattentheorie von R. Kienzler auf (fiir
eine Einfithrung siehe Bose, 2004, Kapitel 3).

1.2 Zielsetzung der Arbeit

R. Kienzlers Plattentheorie ist eine Theorie der zweiten Approximationsordnung fiir ein homogen
isotropes Material. Isotropie ist das einfachste Modell fiir ein linear elastisches Material. Ziel dieser
Arbeit ist die mathematische Modellierung einer konsistenten Plattentheorie zweiter Approximati-
onsordnung fiir ein homogen monotropes Material. Wir werden spéter sehen, dass Monotropie das
komplexeste Modell fiir ein linear elastisches Material ist, fiir welches man eine Plattentheorie auf-
stellen kann. Eine Plattentheorie fiir Monotropie (insbesondere eine konsistente) gibt es bisher nicht.
Wir beschrianken uns in dieser Arbeit dabei auf den wichtigen Spezialfall einer Platte mit konstanter
Dicke.

Wir riicken dabei eine mathematisch rigorose Modellierung stérker in den Fokus als in den Arbeiten
von R. Kienzler. Dazu betten wir die Modellierungsansétze der konsistenten Plattentheorien in eine
schwache Losungstheorie ein. Wir bemiihen uns gleichsam, Grundlegendes aus der Mathematik und
den Ingenieurwissenschaften (oder genauer der Technischen Mechanik) soweit anzugeben, dass auch
Vertreter der jeweils anderen Fachrichtung die Arbeit nachvollziehen kénnen.

1.3 Gliederung der Arbeit und Abgrenzung von bestehenden Plattentheorien

Nachdem wir die Geometrie der Platte diskutiert und die Grundgleichungen der linearen, dreidi-
mensionalen Elastostatik zusammengetragen haben, fithren wir im Kapitel 3 zunéchst die schwache
Formulierung der linearen Elastostatik ein und liefern ein Existenz- und Eindeutigkeitsresultat. Da-
bei folgen wir im Wesentlichen dem Vorgehen von E. Zeidler und zeigen eine fiir unsere Zwecke
verallgemeinerte Version des Theorems 61.D aus Zeidler (1997). Das Resultat gilt dabei fiir einen
beliebigen linear elastischen Korper, insbesondere auch fiir einen inhomogenen. Auch nutzen wir
fiir das Resultat noch nicht die spezifische Geometrie der Platte aus. Wir zeigen weiter, dass die
schwache Formulierung dquivalent ist zu dem Prinzip minimaler potentieller Energie, welches nor-
malerweise der Ausgangspunkt konsistenter Plattentheorien (wie insbesondere auch bei R. Kienzler)
ist. In Kapitel 4 zeigen wir dann die Existenz der bendtigten Reihenentwicklungen beziiglich einer
Basis aus skalierten Legendre-Polynomen mit Hilfe der Theorie der abstrakten Fourier-Reihen. Dies
weicht ebenfalls von dem Vorgehen der konsistenten Plattentheorien ab, bei denen eine Basis aus
Monomen benutzt wird. Wir kénnen durch die hier gewéhlte Basis die Existenz unter vergleichsweise
niedrigen Voraussetzungen an die Regularitdt der Funktion gewéhrleisten und erhalten zudem ein
schwicher besetztes System partieller Differentialgleichungen in Kapitel 6. Das Kapitel 5 beschéftigt
sich dann mit verschiedenen Mdoglichkeiten, die schwache Formulierung der dreidimensionalen Elas-
tostatik aus Kapitel 3 in dquivalente (exakte) zweidimensionale Formulierungen zu iiberfiihren, die
jedoch alle abzéhlbar viele Unbekannte umfassen. Wir nutzen dabei stark die Geometrie der Platte
und die in Kapitel 4 bewiesene Existenz von Reihenentwicklungen beziiglich der Dickenrichtung der
Platte aus. Die exakten zweidimensionalen Formulierungen gelten dabei wiederum fiir ein beliebi-
ges linear elastisches, nicht notwendigerweise homogenes Material. Den Spezialfall eines homogenen
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Materials behandeln wir erst im letzten Abschnitt des Kapitels 5. Ab Kapitel 6 konkretisieren wir
dann schliefflich das linear elastische Material auf ein homogen monotropes Material und gehen den
Ansitzen der konsistenten Plattentheorien folgend zu einem approximativen Problem mit endlich
vielen Unbekannten iiber. In Kapitel 7 reduzieren wir das entstehende PDE-System auf eine PDE in
einer Variablen. Wir zeigen, dass diese PDE fiir den Spezialfall der Isotropie und als Plattentheorie
der ersten Approximationsordnung mit der klassischen Kirchhoff-Plattentheorie iibereinstimmt. Wir
haben daher gezeigt, dass es moglich ist, diese Theorie auch ohne die klassischen a-priori-Annahmen
der schubstarren Plattentheorien herzuleiten. Gleichsam werden wir jedoch auch sehen, dass eine
konsequente Modellierung einer konsistenten Plattentheorie zweiter Ordnung auf eine schubstarre
Theorie fithrt und nicht wie man erwarten wiirde auf eine schubweiche. Um zu einer schubweichen
Theorie zu gelangen, werden wir leider doch eine a-priori-Annahme (jedoch keine der klassischen)
bené6tigen. Mit Hilfe dieser werden wir in Kapitel 8 eine schubweiche Plattentheorie zweiter Ordnung
flir Monotropie aufstellen kéonnen und schliefllich zeigen, dass diese fiir den Spezialfall der Isotro-
pie mit der schubweichen Plattentheorie von R. Kienzler iibereinstimmt. In Kapitel 9 vergleichen
wir abschlieflend die Koeffizienten der Differentialgleichungen unserer Plattentheorie fiir einen textil-
verstiarkten orthotropen Feinbeton (Textilbeton) und dem unverstirkten isotropen Feinbeton sowie
dem isotrop homogenisierten Textilbeton, um die Notwendigkeit von Plattentheorien mit méglichst
komplexen Materialmodellen zu motivieren. In Kapitel 10 fassen wir die Arbeit zusammen und geben
Ausblicke auf an die Arbeit anschlieBende Themen.

Aufgrund der Komplexitéit der Gleichungen werden einige Schritte der Diplomarbeit mit Hilfe des
Computeralgebrasystems ,,Maple“ vollzogen. Damit das Vorgehen nachvollziehbar bleibt, hingt der
Arbeit eine ausgedruckte Version einer Mapledatei (,,Anhang.mws“) an, welche die entsprechenden
Schritte durchfithrt. Mit Verweisen der Form A(n) in dieser Arbeit beziehen wir uns auf den n-ten
Abschnitt des Anhangs. Wir empfehlen ein gleichzeitiges Lesen des Anhangs ab Kapitel 7 dieser
Arbeit.

1.4 Grundlegende mathematische Definitionen

Zunéchst fithren wir einige grundlegende Begriffe ein und zitieren zwei Sétze, die wir haufig benutzen
werden. Vor allem den Lesern, die nicht Mathematiker sind, soll dies den Einstieg erleichtern.
Definition 1 (Gebiet)

Unter einem Gebiet verstehen wir eine nicht leere, zusammenhéngende, offene Menge.

Weiter bezeichne M den Abschlufl einer Menge M und OM den Rand der Menge.
Definition 2 (Rdume der stetig differenzierbaren Funktionen)

Fiir ein Gebiet G C R™ und m € Ny bezeichne C™(G) den Raum aller Funktionen f : G — R,
die stetige partielle Ableitungen bis zur Ordnung (einschlieSlich) m auf G haben. C°(G) = C(G)
bezeichne den Raum der auf G stetigen Funktionen. C™(G) bezeichne den Raum aller Funk-
tionen f € C™(G), die selbst und deren Ableitungen bis zur Ordnung (einschlieBlich) m stetig
auf G fortgesetzt werden kénnen. Es sei CJ'(G) := {f € C™(G)|supp(f) C G kompakt}, wobei

supp(f) = {z € G|f(x) # 0}. Weiter sei C*°(GQ) = (),,en, C™(G), C°(G) = pen, CT(G)
und C§°(G) == CM(G).

meENy

Definition 3 (L2(G))
Sei G C R"™ offen und nicht leer. Wir definieren fiir f,g: G — R messbar

(. 9)paic = /G f9dv, Wl = /O Diaen
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und
Ly(G) := {f G — R|f messbar und ||f| 1, < oo}.

In Ly(G) identifizieren wir dabei zwei Funktionen aus Ly(G), die sich nur auf einer Menge vom
Maf Null unterscheiden. Préziser

fr9ela(G): f=yg
<= f,g € E;(G): dN C G, wobei N vom MaB 0 mit f(x) = g(x) fiir alle z € G\ N.

Ublich ist in diesem Zusammenhang die Schreibweise
f(z) = g(x) fiir fast alle (kurz: f.f.a.) z € G.

Ein Element f € Lo(G) ist also nicht eine einzelne Funktion, sondern préziser formuliert eine
Aquivalenzklasse von Funktionen, die sich untereinander héchstens auf Mengen vom Mafi Null
unterscheiden. In der Literatur der Mathematik spricht man jedoch oft der Einfachheit halber
von einer Funktion, wenn ein f € Lo(G) gemeint ist.

L2(G) ist mit dem Skalarprodukt (f,g)y,(q) ein Hilbertraum.
Definition 4 (Multiindex)

Unter einem Multiindex versteht man ein v € Nij, wobei n € N. Man definiert |v| := )" | v; und

vl
Dl/ . a

— ﬁc
Oxi*...0xy"

AuBerdem sei DF := F.

Definition 5 (Rdume der hélderstetig differenzierbaren Funktionen)

Sei G C R" ein beschrénktes Gebiet, || die euklidische Norm, o € R mit 0 < a < 1, v € Ny ein

Multiindex und f € C™(G). Wir definieren die Holder-Konstante H, (f) als

o
pa€G,ptq 1P — 4|

und nennen f hélderstetig, falls H,(f) < co. Wir setzen

I £llpa =D sup[D"f(p)| + > Ha(D"f)

|1/|§mpe [v|=m

und definieren den Raum der m-fach hélderstetig differenzierbaren Funktionen C™(G) als

C™ (@) = {f € C"@| |l < 0}

Definition 6 (Holderstetig differenzierbare Gebietsrdinder)

Sei G C R"™ ein Gebiet. Wir schreiben 0G € C™%, falls r1,ro € R mit ri,ro > 0 existieren, so
dass fiir jedes xg € OQ eine Funktion ¢ € C™(B,,(0)) mit By, (z) := {y € R" |z —y| <71}
existiert, so dass nach einer méglichen Starrkérperbewegung in R™ (Eine Starrkérperbewegung
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ist eine Kombination aus Translation und Rotation. Siehe Vi (Seite 24)), die xo in O iiberfiihrt,
gilt:

o 00N (B, (0) % [~r2,m2]) = {(#,20) € R"|E € By, (0), 2 = ()} mit $(0) =0,
o {(,2,) € R"|Z € B,,(0),
o {(%,2,) € R"Z € B, (0),

< =

{
() < xp <Y(T) +1r2} CQ
(T) =712 <mp <P(T)} CR™\ Q

Den Sobolevraum H'(G) fithren wir erst in Kapitel 3 ein. Der folgende Satz gilt aber bekanntlich
auch fiir f,g € CH(Q).

Satz 7. Partielle Integration
Sein € N und G C R™ ein beschrinktes Gebiet mit 0G € C%' und f,g € H'(G), dann gilt fiir alle

ie{l,...,n}: 5 5
fng—/ fgnidA—/f I av,
G O0x; G ¢’ 0x;

wobei n der dufere Normaleneinheitsvektor auf 0G ist.

Beweis: (vgl. Zeidler, 1990a, Korollar 18.4) |

Satz 8. Hauptsatz der Variationsrechnung
Sein € N und G C R™ nicht leer und offen und f € La(G). Es gelte

Vo € C(G) - /Gf¢ dv = 0.

Dann gilt:
f=01im Lao(G) Sinne. D.h. f(x) =0 fir fast alle z € G.

Beweis: (siehe Zeidler, 1990a, Theorem 18.2) |

1.5 Die Geometrie der Platte

Wir wollen in diesem Abschnitt kldren, was man in der Technischen Mechanik unter einer Platte
versteht.

Wir legen uns auf ein festes kartesisches Koordinatensystem &;,&a, &3 fest. Sei A C R? ein be-
schrinktes Gebiet mit A € C%! und a ein charakteristisches Lingenmaf von A, wie z.B. die grofite
Ausdehnung. Sei weiter

3 h h
Q:= {(51752753) ER’[(&1,&2) €A, & € (—2,2> }
Wir werden €2 im Folgenden mit der zu modellierenden Platte assoziieren. Die Grofle h ist damit
die konstante Dicke der Platte, und A nennen wir die Mittelebene der Platte. Der Begriff der Platte
ist in der Technischen Mechanik (kurz: TM) nicht an eine konstante Dicke gebunden. Wir werden

in dieser Arbeit jedoch nur diesen einfacheren und in der Praxis wichtigsten Fall betrachten. Die
Mittelebene ist bei uns per Definition eben. (Priziser: Als Untermannigfaltigkeit des R? betrachtet,
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hat A die konstante Kriimmung Null.) In diesem Zusammenhang spricht man in der TM von ebenen
Flachentragwerken. Ware A gekriimmt, so wiirden wir §2 in der TM eine Schale nennen.

Weiter unterscheidet man in der TM ebene Flachentragwerke nach ihrem Belastungszustand. Ein
ebenes Flachentragwerk, das nur parallel zur Mittelebene belastet wird, nennt man Scheibe. Ein ebe-
nes Fliachentragwerk, das nur senkrecht zur Mittelebene belastet wird, nennt man Platte. Wir werden
zunéchst beliebige Volumenbelastungen zulassen und in Abschnitt 6 sehen, wie unser urspriingliches
Problem sich in ein Platten- und ein Scheibenproblem entkoppelt, womit dann klar ist, warum die
Unterscheidung nach Belastungszustéinden in der TM angebracht ist.

Vor dem modellierungstechnischen Hintergrund eines ebenen Flichentragwerkes ist es sinnvoll, A
als beschriinktes Gebiet anzunehmen. Die Annahme 0A € C%! hingegen ist eine technische Annahme
und auBerdem nicht sonderlich anschaulich. Es sei an dieser Stelle erwahnt, dass — grob gesprochen —
jedoch nahezu jedes vor dem modellierungstechnischen Hintergrund sinnvolle Gebiet zulédssig ist.
Salopp ausgedriickt, sind alle Gebiete mit stiickweise glattem Rand zuldssig. Ecken und Kanten
sind in R? erlaubt, sofern sie nicht beliebig spitz (Null-Grad-Winkel) werden. Die letzten beiden
Punkte von Definition 6 schlieen zudem aus, dass das Gebiet auf beiden Seiten seines Randes liegen
kann, was die Behandlung von ,Rissen“ (mit Flachenmafl Null) ausschliet. ,,Locher” (mit positivem
Fldchenmaf}) sind hingegen erlaubt, sofern ihr Rand nicht die obigen Punkte verletzt.

rwg &1 rl}&

y, 62 y) 52

I'y

l—xx, & A

y; §2

Abbildung 1: Links: Zwei als Mittelebene zuléssige Gebiete. Oben rechts: Eine disjunkte Zerlegung
des Randes. Unten rechts: Eine aufgrund von , Rissen“ unzulissige Mittelebene.

Wir fiihren den Plattenparameter c als
h

v12a

ein. Er ist eine dimensionslose Kennzahl, welche die ,,Diinnheit* der Platte charakterisiert. Der Aus-
druck dimensionslos bezieht sich darauf, dass ¢ die physikalische Einheit [1] hat, da sowohl a als auch
h die physikalische Einheit Lénge haben. Wir nehmen ¢ dabei, durch den modellierungtechnischen
Hintergrund motiviert, als eine sehr kleine Gréfle ¢ << 1 an. Ab Kapitel 6 werden wir von dieser
Annahme starken Gebrauch machen, um zu einem endlichen System partieller Differentialgleichun-
gen (kurz: PDEs) zu gelangen. Die unintuitive v/12 in der Definition hat historische Griinde, welche
durch die Kirchhoffsche Plattentheorie bedingt sind. Wir werden in Abschnitt 7.3 sehen, warum es
zu dieser Definition kam.
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Um spéter Randbedingungen an €) formulieren zu kénnen, setzen wir eine disjunkte Zerlegung des
Randes in zwei Teile voraus. 9€2y wird spéter der Randteil der Verschiebungsrandbedingungen und
0Oy der Teil der Kraftrandbedingungen sein. Aus technischen Griinden setzen wir weiter voraus,
dass die Randteile offen seien sollen. Offen bezieht sich in diesem Fall auf die Relativtopologie auf
dem Rand.

Definition 9 (Offene Teilmengen des Randes)

Fiir eine Menge M heifit I' C OM genau dann offen, falls ein G C M offen existiert mit

I'=GnoM.

Formal: Sei I'g # 0 offen und I'y offen derart, dass
0A=TyUTp, IFoNTy = 0.

h h h h h h
aQO—FOX <—§’§), aQN—FNX <—§,§> UA X {—E}UAX {5}

(siehe Abb. 2).Offenbar sind 92y und 99y offen mit
00 = 99y U 00y, QNN = 0.

K{E, {:1
y, 52

Z)ES

Ty a
I'y

rﬁﬁ,fl rx,&
2483 2,63
() 0f)
N GION

Abbildung 2: Der Zusammenhang zwischen A und Omega und deren Réndern. Linker Rand:
Léngenabmessungen im £-Koordinatensystem. a wurde als langste Seitenkante gew#hlt.

Sei weiter

W:C, §1
y;£2

Z,&’)

A

Man beachte, dass aufgrund von 'y # () und offen stets ein Flichenstiick mit positivem Flichenmaf}
existiert, an dem Verschiebungsrandbedingungen vorgegeben sind, was sich als wesentliche Voraus-
setzung fiir die Eindeutigkeit einer Losung herausstellen wird. Anschaulich ist klar, dass bei einer
Platte, die salopp gesprochen ,nirgends festgehalten“ (nicht gelagert) wird, die Losung des Ver-
schiebungsfeldes nur bis auf Starkorperverschiebungen bestimmt sein kann. Dass die Deckfldchen der
Platte per Definition zu 02 gehoren, ist eine weitere plattenspezifische Eigenschaft: Eine Platte
wird (hochstens) am Seitenrand gelagert.



1 FEinleitendes

1.6 Die dimensionslosen Koordinaten

Zusitzlich zu den ¢-Koordinaten fithren die dimensionslosen z-Koordinaten z; := &;/a mit der Ver-
einbarung
Ti=1,Y = X9,2 1= T3

ein. Wir entdimensionieren dabei alle Koordinaten mit a, analog zum Vorgehen in den Arbeiten von
R. Kienzler, und nicht etwa £3 mit h. Einige Schliisse kénnen wir dadurch véllig analog zu dessen
Arbeiten ziehen.

Natiirlich lassen sich die physikalischen Grofien unserer Theorie in beiden Koordinatensystemen
ausdriicken, jedoch wird eine physikalische Grofie in unterschiedlichen Koordinatensystemen durch
unterschiedliche Funktionen beschrieben.

Zunéchst bendtigen wir ein Hilfsmittel, um iiberhaupt unabhingig vom gewihlten Koordinaten-
system iiber Punkte in 2 sprechen zu konnen. Wir legen also ein Referenzkoordinatensystem fest,
welches jedem Punkt in € einen Vektor p € R? zuordnet. In diesem Zusammenhang spricht man
von der Referenzkonfiguration von Omega. Unser £-Koordinatensystem ist dann eine Abbildung
§:Q—Qc C R3 mit p — &(p). Q¢ heifit dann die Parametrisierung von 2 in {-Koordinaten. Ana-
log sei €2, die Parametrisierung von €2 in 2-Koordinaten. Fiir eine Funktion F' : ¢ — R meint F'(§),
dass F vom Vektor ¢ also von allen drei Koordinaten von £ abhéngt. Analoges gilt fiir Funktionen
2 Q, — R, d.h. F(z) meint ebenfalls das F' von allen drei Koordinaten von z abhiingt. Da nie
etwas nur von der ersten Koordinate z1 abhéngen wird, ist die doppelte Belegung von 2 unproble-
matisch. Beschreiben F und F die selbe Grofle, so muss fiir jeden Punkt p in Q F(£(p)) = F(xz(p))
gelten. Ist eine differenzierbare Funktion F(€) gegeben und sei F/(z) die Funktion, die durch Einset-
zen von & = ax; aus F entsteht, fiir die also F(§) = F(ax) = F(z) gilt, so gilt nach der Produktregel
fiir die Ableitung

OF o) OF am 1 OF
a5, = 7, Fla(©) = Zaxl< ), © Zaxl 20 = 4 @)

Wir wollen dabei im Folgenden auf die Indizierung der Funktion beim Koordinatenwechsel mittels
Schlangenlinie verzichten, d.h. F' bezeichnet in diesem Sinne eine Gréfle und nicht eine bestimmte zu
einer konkreten Parametrisierung gehorende Funktion. Mit dieser Vereinbarung kénnen wir fiir die
obige Formel die Ingenieurschreibweise

(4): = o-(0) = a(8) = alo) o

benutzen, wobei e fiir eine beliebige physikalische Gréfe steht.
Sei nun F' auf §2 integrierbar. Fiir die Integration der Funktion F' nach einem spezifischen &;, hier
exemplarisch &>, gilt nach der Substitutionsregel fiir festes (£1,&3) und (&1, 91,€3) 5 (&1, 92,&3) € S

/ ” Flen)des = / Y For@)de—a [ Fo 562(52)&22
g1 g1 g1

g2/a

(§2)dé2 = a/ F(&1,20,&3)drs. (2)

gi/a

Nach dem Satz von Fubini gilt dann auch

/Qg F(§) dVe = a® / F(x) dV,,

/OdVg:a?’/ o dV,,
Qe Q

wobei e wieder fiir eine beliebige physikalische Grofle steht.

beziehungsweise
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2 Lineare Elastostatik

In diesem Kapitel wollen wir lediglich kurz die dreidimensionalen Grundgleichungen der linearen
Elastostatik zusammentragen. Grundkenntnisse in diesem Gebiet miissen wir voraussetzen, da eine
Finfithrung den Rahmen der Arbeit sprengen wiirde. Eine Einfithrung fiir Ingenieure liefert Kienzler
und Schroder (2009). Aus Sicht der Mathematik sei Zeidler (1997) genannt.

2.1 Definitionen und Notation

Die Grofien der linearen Elastostatik sind Tensorfelder.
Definition 10 (Basiswechselmatriz)

Es seien e := {671,...,@} und € := {Q, ...,@} zwei Basen des R" und ¢ := [ﬂ7 ...,el] und ¢ =
[e:l s e @] die Matrizen in R™*"™, deren Spaltenvektoren die Basisvektoren der entsprechenden
Basis sind. Die Basiswechselmatrix A € R™*" von der Basis e zur Basis ¢ ist die Matrix fiir die
gilt:

Iy
I
[ES
[

Definition 11 (Tensorfelder)
Sei G C R™ offen und nicht leer.

e FEin Tensorfeld nullter Stufe oder auch ein skalares Feld f ist eine Funktion f : G — R.

e Fin Tensorfeld erster Stufe t ist eine Zuordnung t : G — R", die jedem Punkt p € G
(bezogen auf eine feste Referenzkonfiguration, d.h. p hdngt nicht vom Koordinatensystem
ab) ein vom Koordinatensystem abhéngiges n-Tupel (ti)ie1,...n} € R" zuweist, welches sich
unter einer orthogonalen Basistransformation mit Basiswechselmatrix A = (a;;) (ATA =
AAT = idgnxn) von der Basis e zur Basis ¢ wie folgt verhalt:

n
ti: E aijtj,
Jj=1

wobei ¢ = (a)ze{ln
urspriinglichen Basis e ist.

) das n-Tupel zur Basis € und t = (ti);cqy,. ) das n-Tupel zur

e FEin Tensorfeld m-ter Stufe t, wobei m € N ist, ist eine Zuordnung t : G — R™", die jedem
Punkt p € G ein vom Koordinatensystem abhéngiges Tupel (ti,, . i, )iy, ime{l,..n} € R™"
zuweist, welches sich unter einer orthogonalen Basistransformation mit Basiswechselmatrix
A = (a;;) (ATA = AAT = idgnxn) von der Basis e zur Basis € wie das assoziierte Produkt
von n-Tupeln

titiy. i

m

verhélt. Z.B. gilt fiir einen Tensor zweiter Stufe

3
tAi; = Z Z Qi1 tE] -

3
k=11=1
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Bemerkung

Die Definition unserer Tensorfelder wird oft auch als Definition eines Tensors angegeben, vor
allem in der TM. Auch wir wollen im Folgenden kurz von Tensoren reden. Bei anderen Autoren
ist mit einem Tensor ein Tensorfeld an einem bestimmten festen Punkt gemeint.

Ein skalares Feld ist bezogen auf eine feste Referenzkonfiguration unabhéingig vom konkret
gewdhlten Koordinatensystem. Skalare Felder werden in diesem Zusammenhang auch Invari-
anten genannt.

Unsere Definition des Tensors ist mit der Definition des Tensors, welche zwischen kovarianten
Indizes und kontravarianten Indizes unterscheidet (vgl. Zeidler, 1997, Definition 74.4) kom-
patibel, da wir uns auf ein kartesisches Ursprungskoordinatensystem ¢ festgelegt haben und
nur orthogonale Koordinatentransformationen (also geometrisch Drehungen und Spiegelungen)
zulassen, die nur die Uberfithrung in weitere kartesische Koordinatensysteme zulassen. Fiir
den Spezialfall eines kartesischen Koordinatensystems entsprechen die metrischen Tensorfel-
der dem Kroneckertensor und die Christoffelsymbole sind identisch Null. (siehe Zeidler, 1997,
Abschnitt 74.5)

Wir verwenden im Folgenden, sofern dies nicht explizit anders angegeben wird, die Summenkon-
vention in folgender Weise: Untere Indizes sind Tensorindizes, iiber die zu summieren ist, falls ein
Index doppelt in einem Produkt oder in Verbindung mit einer partiellen Ableitung benutzt wird. Fiir
obere Indizes gilt die Summenkonvention nicht. Die lateinischen Indizes sind dabei aus der Men-
ge {1,2,3} und die griechischen aus der Menge {1,2}. Ist ein Tensorindex in einer Gleichung nicht
durch die Summenkonvention gebunden, so gilt die Gleichung fiir alle Indizes aus der entsprechenden
Menge. Eine Ausnahme bildet eine Notation der Form v = (v;). Hier ist v ein Tensor erster Stufe
und die v; sind seine drei Komponenten.

Wir benutzen im Weiteren die folgenden Bezeichnungen, wobei alle Tensoren {iber {2 definiert sind:

Q2 - der Korper (bei uns eine Platte) in (undeformierter) Referenzkonfiguration.
(¢, €, - Konkrete Parametrisierung von (2 in {- bzw. z-Koordinaten.

u = (u;) - das Verschiebungsfeld.
Dieses gibt fiir jeden Punkt seine Verschiebung im deformierten Zustand des Korpers gegeniiber
der Referenzkonfiguration an.

€ = (&45) - der linearisierte Verzerrungstensor.
Siehe (4) unten.

o = (045) - der Cauchy-Spannungstensor.

o sei bei uns symmetrisch. D.h. 0;; = ;.

Der Tensor o beschreibt fiir einen festen Punkt p den Spannungszustand in diesem Punkt ein-
deutig. Multiplikation von ¢ mit einem Normaleneinheitsvektor liefert den Spannungsdichtevek-
tor im Punkt p, der bei einem Schnitt mit der Schnittebene, auf der der Normaleneinheitsvektor
senkrecht steht, entsteht.

f = (fi) - die (Volumen)-Dichte der auf den Kérper wirkenden Krifte.
E = (Ejjs) - der Elastizitdtstensor.

n = (n;) - der &ufere Normaleneinheitsvektor (||n|| = 1) auf dem Rand des Korpers 0.

12



2 Lineare Elastostatik

1 i—i
o § = (0i5), 6ij :== "= 7 _Kroneckertensor (Einheitstensor).
o i

2.2 Die Grundgleichungen der linearen Elastostatik

Da wir ein statisches, also von der Zeit unabhéngiges Problem betrachten wollen, setzen wir voraus,
dass alle Funktionen unabhéngig von der Zeit sind. In diesem Fall vereinfacht sich die allgemeine
Bewegungsgleichung der Kontinuumsmechanik zu der Gleichgewichtsbedingung der Elastostatik
(vgl. Zeidler, 1997, Abschnitt 61.5f)

div(o)+ f=0 fa.x €.
Fiir unser kartesisches Koordinatensystem £ erhalten wir

Oijlj +fi=0 fa. g€ Q§ (3)

Die Symmetrie des Spannungstensors ¢ kann man auch als Teil der Gleichgewichtsbedingung ver-
stehen, da sie in der Ingenieurliteratur iiblicherweise aus dem Momentengleichgewicht an einem in-
finitesimalen Volumenelement gefolgert wird, unter der Voraussetzung, dass keine Punktmomente
zugelassen sind.

Der symmetrische, linearisierte Verzerrungstensor ist folgendermaflen definiert

1
Eij = 5(“1\] + U]‘Z) fa. € Qg. (4)

Diese Gleichung wird in der TM iiblicherweise als Kinematische Bedingung bezeichnet (obwohl wir
uns innerhalb der Statik befinden). Der linearisierte Verzerrungstensor wird in der Literatur entweder
direkt definiert oder aus der Linearisierung des Green-Lagrange-Verzerrungstensors beziehungsweise
des Almansi-Euler-Verzerrungstensors gewonnen. Alle Verzerrungstensoren sind dabei symmetrisch.
Bei uns ist der linearisierte Verzerrungstensor offenbar per Definition symmetrisch.
Des weiteren brauchen wir ein Materialgesetz, das Spannungen und Verzerrungen miteinander in
Verbindung bringt. Fiir einen linear elastischen Korper gilt per Definition ein Materialgesetz der
Form

Oij = Eijr55rs fa.xeq. (5)

Der Elastizitatstensor erfiillt dabei die Symmetrieeigenschaften
Eijrs = Ejirs, Eijrs = Eijsr, Eijrs = Ersij. (6)

Die ersten beiden Symmetrien gelten offenbar aufgrund der Symmetrien von o und €. Die letzte Sym-
metrie ist dquivalent zu der Existenz einer elastischen Potentialdichte pro Volumen. (siehe Kienzler
und Schréder, 2009, 4.2.21 bis 4.2.23)

Bei der iiblichen Problemstellung der linearen Elastostatik werden die Volumenkraftdichte f und
der Elastizitéitstensor E als bekannt vorausgesetzt, so dass mit (3) bis (5) 15 linear unabhingige
skalare Feldgleichungen fiir die 15 Unbekannten (3 Komponentenfunktionen von u, und je 6 linear
unabhiingige Komponentenfunktionen von o und ¢) zur Verfiigung stehen.

Zur Definition der Randbedingungen hatten wir den Rand bereits disjunkt zerteilt (vgl. Seite 9).

8Q:T%U8§2N, O N OOy = 0.

13
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Auf 0Q¢ wollen wir Verschiebungsrandbedingungen, also das Verschiebungsfeld u vorgeben, wahrend
wir auf 90y Kraftrandbedingungen, also einen Kraftdichtevektor ¢, mittels ¢; = o;;n;, vorgeben.

U; = UQg auf 890 (7)
oiynj = g; auf 0Qy (8)

Erfiillt (u,0,¢) (3) bis (5) und (7) bis (8) fiir gegebenes f, up und g so nennt man (u, o, €) eine Losung
des Systems (3) bis (5).

Wenn wir (3) bis (5) ineinander einsetzen und die Symmetrien (6) ausnutzen, kénnen wir das Problem
nur in dem Verschiebungsfeld u formulieren. Wir erhalten die sogenannten Navier-Lamé-Gleichungen

(Eijrsur|s)|j +/i=0. (9)
(8) wird mit Einsetzen von (4) und (5) unter Ausnutzung der Symmetrien (6) zu
Eijrsurp)snj = g; auf 9Qy. (10)
Definition 12 (Klassische Lésung)

Ein Vektorfeld u € [02}3(9) (d.h. u; € C?(Q)), das die Randbedingungen (7) und (10) fiir
gegebenes ug und g erfiillt und (9) fiir gegebenes f 16st, heifit Losung des klassischen Problems
der linearen Elastostatik.

Die konkrete Struktur der Navier-Lamé-Gleichungen (9) ist dabei natiirlich vom speziell gewéhlten
Elastizitétsgesetz (5), d.h. vom konkreten Elastizitétstensor abhéingig.

2.3 Materialgesetze

In diesem Abschnitt wollen wir kurz erkldren, was man unter einem linear elastischen, monotropen
Material versteht und gehen darauf ein, was die Vorgabe der Monotropie fiir die konkrete Struktur
des Elastizitatstensors £ bedeutet.

Wie schon erwéihnt, verbindet der Elastizitdtstensor die Spannungen mit den Verzerrungen (5). Sei-
ne Komponenten Fj;j;., kénnen im Allgemeinen von den Koordinaten &; abhéngen. Trotzdem wollen
wir im Folgenden, wie in der Literatur iiblich, die Komponenten des Elastizitdtstensors als Elasti-
zititskonstanten bezeichnen. Als Tensor vierter Stufe hat der Elastizititstensor 3% = 81 Kompo-
nenten, von denen jedoch aufgrund der Symmetrien des Elastizitétstensors (6) nur 21 voneinander
unabhéngig sind. Somit ist es moglich, mittels der Einfithrung des ,,Spannungsvektors®

g = [0117022,033,012,0237031]Tv (11)

des ,, Verzerrungsvektors®
. T
€ = [e11, €22, €33, 2612, 2623, 2€31] (12)

und der Elastizitatsmatrix
Eii11 Eiuie Eiuisz Eiiie Fres Fiaas
E999  FE9933 FEa12 Faooz  Foois

E3333 E3312 E3323 E3313

F = (13)
= S FEi212 FEi223 Ei213
Y Eo303  Ea313
M. Ei313

14
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das Elastizitdtsgesetz (5) in der Form
oc=FEe f.a.x, € Q (14)

darzustellen. Das Produkt in (14) ist dabei das normale Matrix-Vektor-Produkt. Die verkiirzende
Schreibweise in (13) fiir eine symmetrische Matrix werden wir noch hiufiger benutzen. Die Aquivalenz
der Darstellungen (5) und (14) ldsst sich durch Nachrechnen trivial verifizieren (siche A(1)).

Ein Material mit 21 voneinander unabhéngigen Elastizitétskonstanten nennt man aelotrop. Wir
machen bis Abschnitt 6 keine konkreten Annahmen, welches Materialgesetz benutzt wird, so dass
alle Gleichungen auch fiir aelotropes Material gelten. Dann wollen wir jedoch ein fiir die Praxis
relevanteres und einfacheres Material untersuchen: Ein monotropes Material.

g
IS <D
mgﬁ

Abbildung 3: Mlustration der Monotropie. Links: Man sieht einen Teil eines Schnittes durch die Platte
um die Monotropieebene (griin). Es werden zwei Proben symmetrisch zu dieser Ebene
aus dem Korper geschnitten. Mitte: Es werden gespiegelt gleiche Belastungen, hier
Randlasten die nur auf einem Teil des Randes wirken, an die Proben angelegt. Rechts:
Die Proben erfahren die gespiegelt gleiche Deformation.

y7§2Tﬁx7 &

2753

In einem monotropen Material haben zwei symmetrisch zur Monotropieebene aus dem Korper her-
ausgeschnittene Proben dasselbe Materialverhalten, d.h. sie wiirden sich unter (gespiegelt) gleicher
Belastung gleich deformieren (siehe Abb. 3). Wir wéhlen hier aufgrund der hohen Praxisrelevanz
(z.B. bei Sandwich-Verbundwerksstoffen) die Mittelebene A als Symmetrieebene. Aufgrund der pos-
tulierten Symmetrie darf sich der Elastizitdtstensor unter der Koordinatentransformation, die der
Spiegelung an der &1, £2-Ebene entspricht, die also das Vorzeichen des £3-Basisvektors dndert, nicht
dndern. Zu dieser Transformation gehort die Basiswechselmatrix

1 0 O
é:: 01 O
0 0 -1

Nach den Tensortransformationsgesetz (siehe Definition 11) &ndert unter dieser Transformation je-
doch jede Tensorkomponente, die eine ungerade Anzahl Tensorindizes gleich drei hat, das Vorzeichen,
so dass diese Komponenten des Elastizitéitstensors Null sein miissen. Demnach gilt fiir monotropes

15



2 Lineare Elastostatik

Material: ~ _
Ei111 B2 Eriss Ere 0 0
E999  E2933 FE2912 0 0
Es333 FEszzi2 0 0

F = (15)
7 S FE1219 0 0
Y Eo303  FE2313
M. Eiz13 |

Es verbleiben also nur 13 unabhéingige Materialkonstanten.

Monotropie schliefit dabei einige in der Praxis sehr relevante Spezialfille mit ein, auf die wir im
Folgenden noch kurz eingehen wollen. Verlangt man eine zweite Monotropieebene, die senkrecht zur
ersten steht, so vereinfacht sich das Materialgesetz wie folgt:

[ Eyi11 Erize Eriss 0 0 0
E3299  E2933 0 0 0
E3333 0 0 0
E p—
B S E1212 0 0
Y E3393 0
L M. Eiz13 |

Dabei ist es egal, welche Ebene man wéhlt; das Material ist zur dritten orthogonalen Ebene automa-
tisch ebenfalls symmetrisch. Ein solches Material nennt man orthotrop. Es verbleiben 9 unabhéngige
Materialkonstanten.

Fordert man anstelle der Spiegelsymmetrie bei Monotropie die Invarianz gegeniiber der Rotation
um eine Koordianatenachse, so spricht man von transversaler Isotropie. Da ein solches Material
dann spiegelsymmetrisch beziiglich der durch die zwei iibrigen Koordinatenachsen gegebenen Ebenen
ist, ist ein solcher Werkstoff insbesondere orthotrop. Man kann jedoch zeigen, dass sich die Elasti-
zitétsmatrix weiter vereinfacht (siehe Kienzler und Schréder, 2009, S. 125-128), z.B. bei transversaler
Isotropie beziiglich der x3 Achse zu

[ Eri11 Eiiza Eiiss 0 0 0 |
Ei1111 Eiiss 0 0 0
E3333 0 0 0
E= .
- S 5 (Eiiin — Brge) 0 0
Y Es393 0
L M. E2323 |

mit 5 unabhingigen Materialkonstanten. Fordert man die Rotationsinvarianz beziiglich einer zusétzlichen
orthogonalen Achse, ist das Material bereits invariant gegen Rotationen beziiglich jeder beliebigen
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Achse. Man spricht dann von Isotropie und erhilt eine Elastizitdtsmatrix der Form

[ Eri11 Eriza Erioe 0 0 0
Ei111 Erige 0 0 0
Eiin 0 0 0
E = .
- S 5 (E1111 — Eri22) 0 0
Y 3 (B — Bii) 0
I M. 3 (Bi111 — En) |

mit 2 unabhéngigen Materialkonstanten. Gebrauchlich ist eine Angabe dieses Materialgesetzes in den
drei Konstanten Elastizitdtsmodul E, Schubmodul G und Querkontraktionszahl v, die allerdings z.B.
aufgrund der Beziehung G = Q(L (vgl. Kienzler und Schréder, 2009, Tabelle 4.1) nicht unabhéngig

1+v)
voneinander sind. Es gilt dann:
(1-v)E vE 1 E
S G A o) P T g a2 2 (Erin1 — Euigz) S0 +0)

(siehe Kienzler und Schréder, 2009, Formel 4.3.44).

Bemerkung

Leider ist die Definition von Spannungsvektor und Verzerrungsvektor in der Literatur nur bis auf
eine Permutation der letzten drei Komponenten eindeutig, so dass auch die angegebenen Elasti-
zitdtsmatrizen nur bis auf Permutationen iibereinstimmen. Unsere Definitionen stimmen beispiels-
weise mit Altenbach u.a. (1998), jedoch nicht mit Kienzler und Schréder (2009) iiberein. Falls die
zu vertauschenden Eintrége in den Elastizitétsmatrizen jedoch Aufgrund von Materialsymmetri-
en iibereinstimmen, so ist dieser Unterschied nicht relevant. Fiir Isotropie stimmt unsere Elasti-
zitdtsmatrix exakt mit der in Kienzler und Schroder (2009) iiberein.

3 Die schwache Formulierung

In diesem Kapitel wollen wir das Problem der linearen Elastostatik in schwacher Formulierung aufstel-
len und ein Existenz- und Eindeutigkeitsresultat zeigen. Hierfiir miissen wir zun#chst einige wichtige
Begriffe und Funktionenrdume einfiihren.

3.1 Sobolevraume
Definition 13 (Schwache Sobolev-Ableitung)

Sei G C R™ nicht leer und offen, o € N ein Multiindex, n € N und F € Ly(G). D'YF € Ly(G)
heiBt schwache Sobolev-Ableitung von F' der Ordnung |«|, falls

Vo€ CFE(G): (D@F.9) = (-1l (F D),

Ly

gilt.

Schwache Sobolev-Ableitungen (im Folgenden auch kurz schwache Ableitungen genannt) sind (bis
auf Anderungen auf Mengen vom Maf Null) eindeutig bestimmt und fiir eine Funktion F' € C™(G)
sind alle partiellen Ableitungen bis zur Ordnung m ebenso schwache Sobolev-Ableitungen (siehe z.B.
Zeidler, 1990a, Proposition 21.3). Somit ist eine Unterscheidung von D(® und D nicht notwendig.
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Definition 14 (Sobolevrdume)

Sei fiir ein G C R™ offen und nicht leer H™(G) der Sobolevraum aller F' € Lo(G), fiir die alle
schwachen Sobolev-Ableitungen bis zur Ordnung m existieren.

H™(G) ist mit dem Skalarprodukt

(u,v) gm = Z /DauDO‘vdV
G

0<|a|<m
ein Hilbertraum (siehe z.B. Werner, 2007, Satz V.1.13). Die assoziierte Norm ist
[l grm = /(1 0)

Eine dquivalente Definition der Sobolevraume liefert der folgende Satz.

Satz 15. Aquivalente Definition der Sobolevrdume
Sei G C R™ ein Gebiet, dann gilt:

H™(G) = { £ € C™(G)| Iflsm(c) < 0},

wobei sich der Abschluf§ auf die Norm [|e| ym () bezieht. Ist G C R™ ein beschrinktes Gebiet mit
0G € C%1, so gilt

H™(G) = C™(G).

Beweis: Alle Argumente finden sich in Adams (1975). Die erste Aussage ist ein Spezialfall von Theorem
3.16. Die zweite Aussage ist ein Spezialfall von Theorem 3.18, wobei fiir G noch die ,,segment property“
(vgl. Adams, 1975, S. 54) nachzuweisen ist. Fiir ein beschrinktes Gebiet ist G € C%! zur ,strong local
Lipschitz property* von G #dquivalent (siche Adams, 1975, S. 66), welche die ,,segment property“ impliziert
(siehe Adams, 1975, 4.7). Man beachte auch, dass f € C™(G) die Beschrinktheit der Funktion und aller
Ableitungen (der Ordnung < m) und damit || f[|m () < oo impliziert. |

Da Funktionen aus Sobolevrdumen im allgemeinen nicht punktweise auswertbar sind, ist die Ein-
schrankung von Sobolevfunktionen auf den Rand zunéchst problematisch. Da wir spéter solchen
Funktionen Randwerte vorschreiben wollen, untersuchen wir dies genauer.

Wir bendétigen hierfiir ein mathematisches Konstrukt, das wir besonders fiir die Ingenieure unter
den Lesern zunéchst kurz erldutern wollen.

Definition 16 (Einbettung)

Es seien X und Y zwei reelle (oder komplexe) Banachrdume. Wir sagen X ist in Y eingebettet,
in Zeichen

X =Y,

falls ein linearer, injektiver Operator j : X — Y existiert. In diesem Fall nennen wir j den
Einbettungsoperator. Ist j zudem stetig oder kompakt, so nennen wir die Einbettung stetig oder
kompakt.

Das Einbettungssymbol < erinnert dabei absichtlich an das Teilmengensymbol C. Salop gespro-
chen ist die Einbettung die Verallgemeinerung der Teilmengenrelation fiir Funktionenrdume. Falls
tatséchlich X C Y gilt, so ist die Identitét ein Einbettungsoperator ¢d : X — Y. Falls X — Y gilt,
aber keine ,,echte” Teilmengenrelation besteht, so ist es trotzdem moglich, aufgrund der Injektivitéit
des Einbettungsoperators j, jedes Element x € X mit seinem Bild j(x) € Y zu identifizieren. Im
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niichsten Satz tritt beispielsweise die Einbettung H™(G) < C7(G) auf. Man beachte, dass hier keine
Teilmengenrelation bestehen kann, da Elemente aus H™(G) Aquivalenzklassen von Funktionen sind,
wihrend ein Element aus C7(G) eine einzelne Funktion ist.

Satz 17. Stetige Vertreter und der Spuroperator
Sei G C R™ ein beschrinktes Gebiet mit 0G € C%t, dann gilt:

a) Fiir m — j > n/2 lisst sich jede Funktion aus einer Aquivalenzklasse von H™(G) mit Anderung
auf einer Menge vom Mafl Null zu einer Funktion in C?(GQ) verdndern. (Anders formuliert: Jede
Aquivalenzklasse aus H™(G) beinhaltet einen Vertreter in C7(G).) Die so definierte Einbettung
H™(G) — CI(G) ist stetig.

b) Es existiert genau ein stetiger, linearer Operator
S: HY(G) — Ly(dG)

mit der Figenschaft
Vu € CY(G) : Su= UjaG-

Beweis: (siehe Zeidler, 1990a, Theorem 21A) |

Teil a) des oben stehenden Satzes garantiert uns, dass jede Funktion f € H¥(G) mit k > 2 auf einer
Teilmenge G C R" mit n < 3 einen stetigen Vertreter hat. Somit kénnen wir wie {iblich u 55 nutzen,
um Randwerte fiir derartige Funktion vorzugeben. H!(G) bleibt in diesem Fall jedoch problematisch.
Hier nutzen wir Teil b) des Satzes und verallgemeinern den Begriff der Randbedingungen, indem wir
statt der nicht sinnvoll definierten Einschrinkung der Funktion f € H'(G) auf G Sf € L2(9G) nut-
zen, um Randwerte vorzugeben. Die Werte von S f auf G sind bis auf Mengen vom Oberflichenmaf
Null eindeutig bestimmt, so dass sich Randbedingungen der Form

Sf(x) =0 fiir fast alle z € 0G

oder
Sf(x) = g(x) fur fast alle z € 9G (D.h.: Sf = g im Ly-Sinne)

fiir ein g € Lo(OG) realisieren lassen. Die ,verallgemeinerten Randwerte®“ von Sobolev-Funktionen
werden in der Mathematik Spuren genannt. So nennen wir fiir ein f € HY(G) Sf € L2(9G) die Spur
von f auf 0G.

Wir werden uns nun noch iiber einen wichtigen Spezialfall Gedanken machen. Es sei g € H?(2).
Dann hat g nach Satz 17 a) einen stetigen Vertreter § € C°(2), welchen wir auf den Rand ein-
schrinken koénnen. Nach Satz 17 b) hat g auch eine Spur Sg in Ly (99). Aber nach der Aussage des
Satzes 17 wissen wir a-priori nicht, dass die Spur mit der Einschrankung des Vertreters auf dem Rand
iibereinstimmt, da der Vertreter ja nicht in C'(Q) ist.

Lemma 18. Jedes g € H?(Q) hat einen stetigen Vertreter g € CO(Q) fiir den gilt:
Sg(x) = g(x) ffa. x €00

Beweis: Nach Satz 15 existiert eine Folge (gn ),y mit gn € C?(92), welche in der H2-Norm gegen g bzw.
g konvergiert. Aufgrund der Stetigkeit der Einbettung H?(Q) — C°(Q) gilt

lgn = 9lloe < cllgn = 9l 20y = cllgn = 9l 20y »
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was impliziert, dass die Folge (gy),,cy auch in der Supremumsnorm und damit auch punktweise gegen ¢
konvergiert. Fiir jedes Folgenglied gilt dann Sg,, = g,ja0. Wenn wir zum Grenzwert iibergehen, erhalten
wir

Sg = gja0,
wobei wir den linken Grenzwert aufgrund der Stetigkeit des Spuroperators in diesen hineinziehen durften.
Weiter ist fiir punktweise konvergente Funktionen offenbar die Einschrinkung des Grenzwertes gleich dem

Grenzwert der Einschrinkungen der Folgenglieder. Man beachte, dass Sg € Lo(92) gilt. Somit stimmt
die Spur der Funktion mit der Einschrinkung des stetigen Vertreters fiir fast alle x € 02 iiberein. |

Der Raum Lo (AG) ist nicht der exakte Raum der Spuren der Funktionen in H'(G), da S i.A. nicht
surjektiv ist. Das heifit, dass zwar jede Funktion in H'(G) eine Spur in Ly(dG) hat, doch nicht jede
Funktion in Lo(0G) ist auch die Spur einer H'(G) Funktion. Der exakte Raum der Spuren wird ein
Sobelevraum mit nicht ganzzahliger Ordnung sein, weshalb wir zunéchst unsere Definition erweitern
miissen.

Definition 19 (Spurrdume mit 0 < k < 1)

Sei0 <k <1undn €N mitn > 2. Sei G C R” ein beschriinktes Gebiet mit 0G € C%. Wir

setzen
b(x) — by))*
1) = /ac /ac Ta:(—)y\”_(fi)gk dA dA

15120 = /G b dA+ f(b).

Wir definieren H*(OG) als den Raum aller Funktionen b € Ly(9G) mit 101l g a6y < 00-

und

H*(0G) wird mit der Norm ||e|| H*(oc) 2u einem separablen und reflexiven Banachraum (siehe Zeidler,
1990b, Anhang A2(51a)).

Satz 20. Charakterisierung der Spuren
Sei G C R™ ein beschrinktes Gebiet mit n > 2 und 0G € C%', dann gilt:

a) Fiir den Randwertoperator S ist die Abbildung
S: HY(G) — HY?(80)
linear, stetig und surjektiv.
b) Es existiert ein linearer, stetiger Operator

V: HY?(8G) — HY(G),

so dass
V (¢} S = ZdHl (G)
und
S (¢] V = idHl/Z(aG).
Beweis: (siehe Zeidler, 1990b, Anhang A2(49)) |

20




3 Die schwache Formulierung

H'Y?(0G) C Ly(9G) ist damit exakt der Raum der Spuren von H'(G). Da wir zwei Randteile (9
und 0Qy) mit unterschiedlichen Randbedingungen fiir jeden Teil des Randes haben, benétigen wir
auBerdem Funktionenrdume auf Teilen des Randes.

Definition 21 (Funktionenrdume auf Teilen des Randes)
Sei G C R™ ein beschrinktes Gebiet mit n > 2 und 0G € C%!. Weiter sei I' ¢ G offen und

I # (). Wir definieren H*(T") als den Raum aller Funktionen, die man auf Funktionen H*(0G)
erweitern kann und versehen ihn mit der Norm

g/l gy = i%f 191l % a2y »

wobei das Infimum iiber alle Erweiterungen zu bilden ist.

3.2 Existenz und Eindeutigkeit der schwachen Losung

Nun koénnen wir die fiir diese Arbeit wichtigen Funktionenrdume
X = [H1]3(Q) und

Xo :={v € X|Sv; =0 auf 0Q}

definieren. Der Raum X ist dabei der Raum der Funktionen, in dem jede der drei Komponenten-
funktionen in H' () ist. In Xj ist zudem die Spur jeder Komponentenfunktion fiir fast alle = € 9
gleich Null. X ist mit dem Skalarprodukt

3
Z U@,UZ Z (ui‘jvvﬂj)LQ
=1 i

ein Hilbertraum. Neben der assoziierten Norm

vl x = §Nmm+§lmmh

t,j=1

ist wegen der Aquivalenz von Normen auf R” auch

M-zmm+zwmh

B,j=1
eine Norm auf X. Xy ist mit (e, )y oder dem (auf Xy) &dquivalenten Skalarprodukt

3

(w,0)x = D (ij,vij)y,

1,7=1

ein Hilbertraum. Fiir letzteres ist die Eigenschaft 0Qg # () wesentlich, welche aufgrund der Offenheit
von 09 (vgl. Seite 9) auch ein positives Mafl von 9y impliziert (siche auch Zeidler, 1990b, Anhang
A2(53c)).

Wir wollen fiir das schwachen Problem dazu iibergehen, das gesuchte Verschiebungsfeld v im
Funktionenraum X zu suchen. Um zu motivieren, wie wir von der klassischen Formulierung (9) zur
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schwachen gelangen, bilden wir das Skalarprodukt der Gleichung (9) mit einer Testfunktion v € X
und integrieren iiber €2, um formell partielle Integration anzuwenden. In das entstehende Randintegral
setzen wir die Randbedingung (10) ein.

/Q(Eijrsurs)jvi +/wai =0 (16)

PI :>/ Eijrstr)svy) :/fz‘vz‘+/ givi (17)
Q Q o0y

N~

=:B(u,v) =:f(v)

Definition 22 (Schwache Lésung)

Es seien g, f und ug gegeben. u € X heifit Losung des schwachen Problems linearer Elastostatik,
falls

Yo € Xo: B(u,v) = f(v)

gilt und u die verallgemeinerten Verschiebungsrandbedingungen zu (7)

Su(x) = ug(z) fiir fast alle x € 9 (18)

erfiillt.

Sei nun ug € [H 1/ 2}3 (0€0) gegeben. Wir wihlen eine feste Erweiterung ug € [H 1/ 2]3 (092). Dann
erfiillt ug := Vug € X die verallgemeinerten Randbedingungen zu (7) und das schwache Problem ist
dquivalent zu

Ges.:ue Xo: Yve Xo: B(u+ug,v)=f(v).

B ist offenbar eine Billinearform, so dass sich dieses Problem wiederum zu
Ges.:ue€ Xo: Yve Xo: B(u,v) = f(v) — B(ug,v)

—_———
f()

umformen lasst. Auf dieses homogenisierte Problem wollen wir den folgenden Satz anwenden, um ein
Existenz- und Eindeutigkeitsresultat zu erhalten.

Satz 23. Minimierung quadratischer Probleme
Sei H ein reeller Hilbertraum, a eine symmetrische, stetige und koerzive Billinearform und b eine
stetige Linearform (jeweils auf H). Dann sind die Probleme

E(v) :=1/2a(v,v) — b(v)
@ { Ges.:u € H: E(u) = inf,cgE(v)
(II) {Ges.: we H Vv € H : a(u,v) = b(v)

dquivalent und sie haben genau eine Lisung.
Priziser formuliert ist u sogar ein absolutes striktes Minimum von E, d.h.

Voe H\ {u}: E(u) < E(v).

Beweis: Existenz und Eindeutigkeit:
Aufgrund der Stetigkeit und Koerzivitéit der Billinearform a gibt es Konstanten ¢; und co fiir die gilt:

Yoe H: cl|lv|lg £ Val(v,v) < ey -
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Somit ist die durch ||e||; = y/a(e,e) gegebene Norm eine dquivalente Norm auf H. Per Definition ist
damit (u,v)y := a(u,v) ein dquivalentes Skalarprodukt auf H. b ist eine stetige Linearform auf H und
damit per Definition ein Element des Dualraums H*. Nach dem Darstellungssatz von Fréchet-Riesz (siehe
z.B. Werner, 2007, Theorem V.3.6) existiert dann genau ein w € H mit

a(v,w) =b(v) f.a. v e H.

Somit ist w die eindeutig bestimmte Losung von (II).

Aquivalenz der Probleme:

(1) = (I1)

Sei u die Losung von (I) und v € H \ {0} beliebig aber fest. Weiter sei ¢ : R — R definiert durch

o(t) == E(u+tv).

Dann gilt unter Ausnutzung der Bilinearitdt und Symmetrie von a und der Linearitét von b:

o(t) = %tz [a(v,v)] + t [a(u,v) — b(v)] + Ba(u, u) — b(u)] .

¢ ist offenbar ein Polynom zweiten Grades in ¢ und somit insbesondere unendlich oft stetig differenzierbar.
Die Bedingung, dass E ein absolutes striktes Minimum in « hat impliziert, dass ¢ ein absolutes striktes
Minimum in 0 hat, was dquivalent zu

i
a2

(0) > 0 und %(0) =0

ist. Man beachte, dass a(v,v) > 0 fiir alle v € H \ {0} aufgrund der Koerzivitit von a gilt. Dass u ein
absolutes striktes Minimum von F ist, impliziert somit

a(u,v) = b(v) f.a. v e H\ {0}.

Da a ein dquivalentes Skalarprodukt ist und b eine stetige Linearform ist, gilt offenbar auch a(u,0) =0 =
b(0).

(IT) = (1)

Sei u die Losung von (IT), dann gilt E(u) = —1/2a(u,u) und wegen der Koerzivitidt von a auch

Yve H\{u}: E(v)— E(u) = %a(u—v,u—’u) > %cHu—sz > 0. -

Es bleiben die Eigenschaften von B und f nachzuweisen. Man beachte: Wenn f und B stetig sind,

so ist auch f stetig.

Satz 24. FEigenschaften von f
Sei g; € HY2(00N) und f; € Lo(Q), dann gilt:

o f ist linear,

o f ist stetig.

Beweis: f ist offensichtlich linear und wegen der Stetigkeit von S existiert fiir ein v € H!(Q) eine
Abschitzung der Form

||5”||L2(asz) <a ||’UHH1(Q) )

wobei ¢; gerade die Operatornorm von S ist. Weiter ist die Einbettung H'/2(0Qy) — Lo(0Qy) stetig
(siche Zeidler, 1990b, Anhang A2(51)), so dass fiir ein v € H'/?(9Qy) eine Abschitzung der Form

||UHL2(aQN) < e ||U||H1/2(aQN)
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gilt. Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt dann

3 3
lf)l = / Zfividv+/ Zgﬂh’dA
Q=1 9N =1
3 3
< Y il ey |+ D [(9ilvi) Lo
i=1 1=1
3
< Z (HfiHLz(Q) ||UiHL2(Q) + ||gi||L2(8(2N) ||Uz‘HL2(aQ))
i=1
3
< Y (Millagey + 102 l9:ll vz o) ) 10l s
i=1
3
< Mmazie(1,2,3} {||fi||L2(Q) +cic2 ng‘HHl/Z(aQN)} Z ||”iHH1(Q)7
i=1
SC?’HUHX
wobei wir fiir die ¢3-Abschitzung die Aquivalenz von Normen auf R” ausnutzen. |

Um die Eigenschaften von B nachzuweisen, benttigen wir die Kornsche Ungleichung und ein Hilfs-
lemma. Zun&chst definieren wir dafiir den Raum der Verschiebungsfelder, die keine Verzerrungen
hervorrufen.

Yy = {u e Xo|Vi,j € {1,2,3} : g;5(u) = 0auf Q}
Da dieser ein abgeschlossener Untervektorraum des Hilbertraumes Xy ist, gilt:

Xo=Yy @Yot

Satz 25. Kornsche Ungleichung
Sei G C R? ein beschrinktes Gebiet mit 0G € C%'. Es gelte eine Randzerlegung der Form

0G = 0G1 U0Gs, 0G1NIGy =0,
wobei 0G1 und 0Go offene Teilmengen von OG seien. Weiter sei
Hy = {v e [H']*(G)|Sv; =0 auf@Gl} . Voi={ve HolVi,j € {1,2,3} : e;;(v) =0 auf G} .

Dann gilt:
de>0 / eij(u)eij(u) dV > ¢ HuH?{O f.a.ue Vot
G

Beweis: (siehe Zeidler, 1997, Theorem 62.F) u

Die Struktur des Raumes Vj hat eine einfache physikalische Interpretation:
Falls 0G1 = 0, so gilt:
ueVye 3o, BeRu(z)=a+ 3 x .
Falls 0G1 # 0, so gilt:
Vo = {0}
(siehe Zeidler, 1997, Lemma 62.15 und 62.16). Vj ist also der Raum der Starkérperverschiebungen.

Diese erfiillen die homogenen verallgemeinerten Verschiebungsrandbedingungen von Hy nicht mehr,
falls 0G1 # () gilt. In unserem Fall gilt also Yy = {0}.
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Lemma 26. Sei E reell symmetrisch positiv definit (s.p.d.) fir alle x € Q. Die Komponenten
éij : 0 — R seien entweder stetig, oder sie nehmen auf Q nur endlich viele diskrete Werte in R
an, dann existiert

Amin = minmin {\(z)|\(z) ist ein Eigenwert von E(z)},
z€Q T

und es gilt Apin > 0.

Beweis: Da E s.p.d. ist (fiir alle x € Q), sind alle Eigenwerte reell und positiv, womit das innere Minimum
von Apin sinnvoll definiert ist und offenbar existiert.

Falls die Komponenten von E und damit auch E : Q — R™™ nur endlich viele diskrete Werte
annehmen, so existiert offenbar auch das duflere Minimum und aufgrund der Voraussetzung, Vz € Q : E(x)
s.p.d., gilt auch A, > 0.

Falls die Komponenten gij : 1 — R stetig sind, gilt: Die Eigenwerte von E(x) hingen stetig von den

Komponenten (siehe Franklin, 2000, Abschnitt 6.13 auf Seite 191) und damit nach Voraussetzung auch
stetig von den Koordinaten z ab.

—

Amin(z) == min {A(z)|A(z) ist ein Eigenwert von E(z)}

ist damit ebenfalls eine stetige, skalare Funktion auf der kompakten Menge €. Nach dem Satz vom
Minimum und Maximum (sieche Amann und Escher, 2006, Korollar 3.8) wird daher das Minimum auf €2
angenommen, d.h. es existiert ein xy € ) mit

€

Da fiir alle z € Q nach Voraussetzung g s.p.d. ist, gilt insbesondere \,;, > 0. |

Satz 27. Figenschaften von B B _
Sei E reell symmetrisch positiv definit (s.p.d.) fiir alle x € Q. Die Komponenten él,j : 2 — R seien

entweder stetig, oder sie nehmen auf Q nur endlich viele diskrete Werte in R an. Dann gilt:
e B ist bilinear und symmetrisch,
e B ist stetig,

o B ist koerziv.
D.h.: 3c¥u € Xo : B(u,u) > c|ull -

Beweis: B ist offenbar bilinear und symmetrisch.
Falls die Komponenten von E stetig sind, gilt

E|:= max max {|E;i,s(x < 0,
o (iﬂ'w,s)e{1,2,3}4{gJEQ {1Ei; ()|}}

da aus Q kompakt folgt, dass das Bild jeder Komponente kompakt (also insbesondere beschrinkt) ist
(siehe Amann und Escher, 2006, Theorem 3.6). Falls die Komponenten nur endlich viele diskrete Werte
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annehmen, so gilt offenbar ebenfalls |F| < co. Mit Anwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt

‘B(uavﬂ = / Z Z Ele’Ggl] 5r9( )dV
i,j=17s=1
- / Z Z Eijrstir|svij dV
i,j=17s=1
3 3
< Z Z ijrsUr|sVilj dV'
< Z \/ B2, 2, dV\// av
j=1r7rs=1
3
< IB Z D lotrtall ey ol gy < 9¢° 1Bl ol

i,j=17,5=1

wobei wir fiir die c-Abschéitzung erneut die Aquivalenz von Normen im R™ ausnutzen. Somit ist B stetig.
Da E s.p.d. ist fiir alle z € €, sind alle Eigenwerte positiv und reell, und es gilt aufgrund der Schur-
Zerlegung: Es gibt eine orthogonale Matrix @ € R6*6 (d.h. QiTQ = QQfT = idgexs) mit

QgQiT = L :=diag(\1, ..., X¢),

wobei A, die sechs positiven reellen Eigenwerte von E sind. Sei Ay, := ming g min {\(z), ..., X¢(z)}.
Es gilt dann aufgrund der Voraussetzungen nach Lemma 26: 0 < Amin < 00. Damit gilt auch:

B(v,v) = /Ewrsgw v)ers(v) dV = /

N /Q (QM)T LQe(v) dV = /Q;>W(Q5(’U))2 dv

v) Ee(v) dV

\Y4
3
3
—
1Q
=
<
Il
>
3
3
.
~
=
m
2
QL
=

v
>
E
3
S~
™
8
—
<
N—
™
S
IS8
=
Vv
>
E
3
o
=
>

wobei die letzte Ungleichung aufgrund der Kornschen Ungleichung (Satz 25) gilt. Somit ist B koerziv. M

In der Praxis diirfte meistens der mathematisch triviale Fall vorliegen, dass die Elastizitdtsmatrix nur
endlich viele diskrete Werte auf ) annimmt (z.B. bei schichtweisem Aufbau der Platte). Die Voraus-
setzung, dass E s.p.d. ist, scheint aus mathematischer Sicht recht einschneidend zu sein. Aus der Sicht
der TM ist diese Annahme jedoch eine der grundlegendsten Modellierungsannahmen. Tatséichlich
kann man aus der Annahme der positiven Definitheit Schranken fiir messbare Materialparameter
ableiten, die von linear elastischen Materialien (der realen Welt) erfiillt werden. Die Annahme hat
im Rahmen der TM somit quasi den Rang eines Naturgesetzes.
Wir kénnen schliefflich den folgenden Satz formulieren:
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Satz 28. Fxistenz und FEindeutigkeit der schwachen Lésung

Seien ug € [H1/2]3 (0), g; € HY?(00N), f; € La(Q) und E s.p.d. fir alle z € Q gegeben. Die
Komponenten éij : 2 — R seien entweder stetig, oder sie nehmen auf 2 nur endlich viele diskrete
Werte in R an. Dann existiert ein ug € X, das die verallgemeinerten Randbedingungen

Sug(x) = uo(z) fir fast alle x € 9Q

erfillt, und es gilt:
Die Probleme

0 { II(v 4+ ug) := 1/2B(v + ug, v + ug) — f(v + up)
Ges.:u € Xo: Yve Xo\ {u}: I(u+ug) < I(v+ up)

(II) {Ges.: 1 € XoVv € Xo: B(u + up,v) = f(v)

sind dquivalent und es existiert genau eine gemeinsame Losung.

Beweis: Mit allen Voriiberlegungen des Kapitels kénnen wir schlieflich Satz 23 mit a := B und b := f
anwenden, was jedoch die Aussage des Satzes zunéchst fiir Problem

(I%) { E(v) :=1/2B(v,v) — f(v) + B(uo, v)
Ges.:ue Xp: Yo e Xy \ {17} : E(ﬂ) < E('U)

und Problem (II) (aus dem Satz) liefert. Es gilt jedoch

(o -+ ) = Blo) + 3 B, T) — (7).

=II(up)=konstant

womit Problem (I*) und (I) wiederum &quivalent sind. |

Der Teil des Satzes, der sich auf Problem (I) bezieht, ist dabei das aus der TM bekannte Prinzip
minimaler potentieller Energie, hier im Rahmen der schwachen Losungstheorie. In Worten:
Unter allen Verschiebungen v € X, die die verallgemeinerten Verschiebungsrandbedingungen (18)
erfiillen, ist die Losung des schwachen Problems linearer Elastostatik diejenige, unter welcher die
totale potentielle Energie 11 ihr absolutes Minimum annimmdt

(vgl. auch Washizu, 1982, Abschnitt 2.1). Das Prinzip minimaler potentieller Energie ist norma-
lerweise der Ausgangspunkt zur Aufstellung konsistenter Plattentheorien. Wir werden die schwache
Formulierung des dquivalenten Problems (II) als Ausgangspunkt zur Ableitung unserer Plattentheorie
wéahlen.

Im Folgenden nehmen wir an, die Lésung u := @ + ug wére in [H 2]3 (©). Diese Annahme wollen
wir kurz diskutieren. Die bisherigen Resultate der Regularitéitstheorie schwacher Losungen linea-
rer, elliptischer PDEs lassen sich salopp gesprochen wie folgt zusammenfassen: Je glatter die Daten
sind, desto glatter ist auch die schwache Losung einer linearen elliptischen PDE. Tatséchlich gilt im
einfachen Fall reiner homogener Dirchlet-Randbedingungen der folgende Satz:

Satz 29. Regularitit der schwachen Lésung
Zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Satz 28 gelte:

00y = @, ug = 0, Ez'jrs S Coo(ﬁ)’ oNeC™®, f; Hk(Q), k € Np.

Dann gilt fiir die eindeutig bestimmte Losung des Satzes 28:

e [HH"T (@)
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Beweis: Die [HH’“]S—Regularitéit von u = u folgt aus (Zeidler, 1990a, Theorem 22.1.) |

Entsprechende Resultate gibt es auch fiir den Fall inhomogener Dirichlet-Randbedingungen. Leider
gibt es aber kein entsprechendes Resultat fiir die von uns betrachtete gemischte Randwertaufgabe,
so dass an dieser Stelle eine Argumentationsliicke verbleibt. ,,Ein solches Resultat ist auch nicht in
der hier betrachteten Allgemeinheit zu erwarten.“ (Zitat aus einem personlichen Gesprich mit Prof.
M. Bohm)

4 Fourierreihen

4.1 Eine Basis fiir L,

Wir wollen in diesem Abschnitt eine Basis fiir La(a,b) mit a,b € R und a < b finden. Konkreter

werden wir spéter a = 2—5 und b = % wéhlen. Lo(a,b) ist, wie schon erwéhnt, ein Hilbertraum. Eine
Hilbertraumbasis ist dabei in der Literatur per Definition ein vollstdndiges Orthonormalsystem.

(Wir schreiben im Folgenden ONS als Abkiirzung fiir Orthonormalsystem.)

Definition 30 ( Vollstindigkeit eines Orthonormalsystems)

Seien S, I’ ONS im Hilbertraum H.
S vollstindig <= S CT=T=2S5.

Die Vollsténdigkeit von S ist dabei dquivalent zu H = lin S, wobei lin die Lineare Hiille bezeichnet
(sieche Werner, 2007, Satz V.4.9). Somit steht diese Definition im Einklang mit der Definition der
Basis eines Banachraumes.

Definition 31 (Banachbasis)

Sei B ein Banachraum. Eine hochstens abzédhlbare Folge (wj)j en it wj € B von denen jeweils
endlich viele linear unabhéngig sind heifit Banachbasis, falls

B = Upenlin{wy, ..., wp }.

Man beachte, dass B nach dieser Definition nur eine Basis hat, falls B separabel ist. (vgl. Zeidler,
1990a, Proposition 21.49)

|Satz 32. Die Menge aller Polynome P ist beziiglich der Lo-Norm dicht in Lo(a,b).

Beweis: Nach dem Approximationssatz von Weierstraf} ist P dicht in Cla, b] beziiglich der Supremumsnorm
[ flloe = SUPeap) | f(@)] (siehe Werner, 2007, Satz 1.2.10). Wegen

b
191 sta = [ £ do< =) 11

ist P auch beziiglich der Lo-Norm dicht in Cfa,b]. Weiter ist Cla,b] beziiglich der Ly-Norm dicht in
Ls(a,b) (sieche Werner, 2007, Satz 1.2.12) oder (sieche Adams, 1975, Theorem 2.19). |

Somit ist Ly(a,b) insbesondere separabel. Offenbar ist auf separablen Hilbertrdumen jede Hilbert-
basis insbesondere eine Banachbasis. Um eine Banachbasis zu erhalten, brauchen wir nur ein linear
unabhéngiges Erzeugendensystem der Menge aller Polynome P anzugeben. Z.B. ist die Menge der
Monome {z"|n € N} somit eine Banachbasis von Ly(a,b). Eine Hilbertbasis ist eine ONS Banachba-
sis. Die Menge der Monome ist keine Hilbertbasis. Die von uns letztlich gewéhlten Basispolynome
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{]3”]71 eN }, welche skalierte Legendre-Polynome sind, werden eine orthogonale Banachbasis von
Lo (5—5, %), aber nicht normal und damit ebenfalls keine Hilbertbasis sein. Die Nichtnormalitéit wird
dabei fiir die Modellierung eine der wichtigsten Eigenschaften sein.

Bemerkung
Aufgrund weiterer dichter Einbettungen ist ein linear unabhingiges Erzeugendensystem von P, wie

z.B. {z"|n € N} und {]3"|n € N} sogar eine Banachbasis fiir die Rdume
Cla,b], C™a,b], Ly(a,b), W;"(a,b),

wobei m € Nund 1 < p < oo (vgl. Zeidler, 1990a, Beispiel 21.48).

4.2 Die Eigenschaften der Basispolynome

In diesem Abschnitt werden wir einige elementare Eigenschaften der skalierten Legendre-Polynome
P™ nachweisen. Um einen griffigeren Namen fiir die skalierten Legendre-Polynome zu haben, werden
wir diese kurz Basispolynome nennen.

Definition 33 (Legendre-Polynome)

Sei fiir n € Ny das n-te Legendre-Polynom P" : R — R

oo 1 d*(z?-1)"
P = g @en

Die Legendre-Polynome skalieren wir mit dem Plattenparameter ¢ (siehe Seite 8):

Definition 34 (Basispolynome)

Sei fiir n € Ny das n-te Basispolynom P":R—R

Pr(&):=+/(2n + 1)c”P”(\/1§C£).

Die Eigenschaften der Basispolynome wollen wir aus den Eigenschaften der Legendre-Polynome ab-
leiten. In diesem Kapitel sind x und £ stets in R und nicht etwa Koordinaten in €.

Satz 35. Figenschaften der Legendre-Polynome

Po(z) =1, Pl(z) ==z, (19)
1
2

/1 P"(z)P™(z)dx = ménm f.a. n,m € N, (20)

d dpPm
o <(1 — 2?) dm@;)) +n(n+1)P"(z)=0  f.a.ne Ny, (21)

2 apr" n n—1

(% —1) I (z) = n [zP"(z) — P" ' (z)] f.a.neNg, n>1, (22)
(n+ 1)P"(z) = 2n + 1)zP"(z) —nP" 1(z) fa.neNg,n>1. (23)
Beweis: (siche z.B. Bronstein u. a., 2001, S. 529) u
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Aus (23) folgt damit fiir die Basispolynome mit n > 1 die folgende Rekursionsvorschrift:

1 nt1, L — 1 1 n(_L
(TL + 1) \/mcn+1 (\/gcé) - (2n + 1) \/mcn \/gcgp (\/gcg)
1 n—1 1
B V2n — 1en—1 (\/gcé)
. 2n+3 | [2n4+1, ., Y
= P (n+1)? 3 PO 5, P 1(5)]
Ao [2n+1 2n—1_-~. 4 (n—=1)% 55, 9
= P"(§) = \/ n2 \/ B §P"(E) 2n—3 F (5)]
fa.neNg,n>2 (24)

Da wir mit (19) und der Definition der Basispolynome sofort PO und P! bestimmen kénnen, lassen
sich mit (24) iterativ alle Basispolynome berechnen. Die ersten sieben sind:

P = 1,
Pl(g) - 57
2
Pe) = V5! (—;+§§)
- _ 5 V3 163
P3(£) - 763 (18 63 - 5 C ) )

]34(5) - 3C4<3+35§4_552>,

. 7 V3 358V3 5643
P® = Viid [ — - = -
(&) ¢ <24 S 36 S T8 ¢ |
. 5 77 &5 35¢% 35 &2
Pb = V135 (- = 4> s s
(©) 3¢ < 6 1448 164 162)
. 143 €73 7T /3 35633 35 &3
PT = V15" | — - — = - = .
(&) ¢ (432 48 & 16 S 48 ¢

Wie man mittels der Substitution z=¢(§) := ﬁ sieht, erfiillen die Basispolynome dabei die Ortho-
gonalitédtseigenschaft

[ PP = vanE VIt yae [ (PO PT(©) o glo)]d (e
= V2n+1V2m + 1¢"7"V3e / 1 P™(x)P™(z)dx
-1

20
(20) V2 4 1V2m + 1¢VT™V3¢e 2 Srum.-
2n+1
= /1 P (&)P™(&)dE = —c*6pm  f.a. n,m € Ny (25)
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//
//
V4
0.15 / 0.15 /
0.1 / 01 /
// //
/ /
005 y 005 4
/ /
/ /
/ /
=015 0.1 ~0.05 g 0.05 o1 0.15 ~015 01 005 D1 " Tees— o1 0.15
// /
~0.05 //4).05—
//
0.1 0.1+
//
// //
yd —0.15-| / —0.15
// //

Abbildung 4: Graphen verschiedener Polynome. Oben links: Monome 1 bis z3; oben rechts: Legendre-
Polynome P° bis P3; unten links: Monome z bis 23 auf dem Intervall (—v/3¢c, v/3c¢);
unten rechts: Basispolynome P! bis P3 auf dem Intervall (—v/3¢,v/3c). Untere Graphen
flir ¢ = 0, 1. Zuordnung der Farben: 0: lila; 1: rot; 2: blau; 3: griin.

An (24) ist zu erkennen, dass das n-te Basispolynom ein Polynom des genauen Grades n ist. Wegen
(25) sind die ersten n Basispolynome auflerdem linear unabhéngig und damit eine Basis fiir die Poly-
nome bis zum Grad n. Somit sind die Basispolynome eine orthogonale Banachbasis fiir Lo (5—5, %)
Einige iibrige Eigenschaften, die wir noch benétigen, fassen wir in dem folgenden Satz zusammen.
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Satz 36. EigenschafteAn der Basispolynome
Fir die Basispolynome P™ gilt:

a) Vn € Ny :

aP", . (2n +1)(2n — 4k — 1)
w=©O= X 3

{k€Ng|2k<n—1}

CQkpn—2k—l (5)

b) Vk,l € Ny :

—n dE

0 sonst

L A
/2“ dp* (S)Pl(é) de = { w&fﬂ*lg falls k—1—12>0 und gerade

¢) Vk,1 € Ny :

% 2Pk .
[ GG

_ { V2k+1V20+ 15 (k— 1) (k+ 1+ 1)0’““‘2% falls  k—1—22>0 und gerade

0 sonst
d) Yk,l € Ny :
h ~ A
2a dP*  dP!
—(&)—(&) d
L E g
1 L (k* + k) falls k<1 undk—1 gerade
= V2 + 12+ 1220 (P+1) falls 1<k und k—1 gerade
6 a
0 falls k — | ungerade
6) Vn € Ny :
- h ~ (—h
pP" (2a) =V2n+ 1c" und P" <2a> = (—1)"v2n + 1c".
f) Vn € Ny :

dP™ ( h 2n+1n2+n , 4 dP™ [ —h ne1 [2n+10%24+n ,
— | = " und — ) =(-1) c
d¢ \2a 3 2 ¢ \ 2a 3 2

g) Vk,l € Ny :
() p () e (2R (2R
2a 2a 2a 2a
) -y CENCED hH-Lh s k4 ] ungerade
0 sonst
h) Yk,l € Ny :

LAPE (RN gy (B dPY (RN o (b
dé \ 2a 2a d¢ \ 2a 2a
{—\/Qk:—l—1\/2l+1éck+l_22(/€2+k) falls  k+1 gerade
0

sonst

(26)
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Beweis: Zu a) bzw. (26):

(23) 2n+1 n

P () xP"(z) — prt
n+1 n+1
22) 241 ,, dp" .
= — —-1)— pr
n(n+1) (v ) dx () + ()
dprtt (21) apr—!
= n Q. >
T (x) (2n+ 1)P"(z) + T (z) fa.n>1
apP" apn—2
. (z) = (2n — 1)P"1(z) + . (x) f.a.n €Ny, n>2. (27)
Rekursives Einsetzen fithrt auf
dP" B m ok 1 dPn72m72
T (z) = Z(Qn —4k - 1)P (x) + . (z),

k=0

wobei wir m maximal wihlen wollen. Offenbar gilt dann 0 < n — 2m — 2 < 2, denn andernfalls kénnen
wir (27) nochmal anwenden oder konnten es schon beim letzten Mal nicht anwenden. Dann gilt

dPn
() = > @n—4k—1)P"*(a) (28)
{kENo|2k<n—1}
durch die folgende Fallunterscheidung:
e Firn—2m—2=0 gilt
dPn—Qm—Q
dz
undn—2m—-1=1>0,n—-2(m+1)—1=-1<0.
e Fiirn—2m—2=1gilt

(x)=0

dpn—2m—2

e

undn—-2m—-1=2=n—-2m+1)—-1=0>0,n—-2(m+2)—1=-2<0.
Damit gilt fiir das n-te Basispolynom:

() = P°(x)

ap" B 2n+1 , ,dP", 1
dé & = 3 ¢ %(Ef)

(28) S 2”; Lo — 4k - 1)cn—1P"—2’f—1(ﬁ5)

{keNg|2k<n—1}

2n+ 1 . 1
— om — A4k — 1 n—an—Qk—l
Z 3 (2n Je (©) V2n — 4k — 1¢n—2k—1

{keNg|2k<n—1}

_ Z (2n+1)(2n — 4k — 1) (2 pr=2k=1(¢).

3
{k€eNy|2k<n—1}

Zu'b)
Mit (26) gilt:

h

o Dk . —4m — 2a A ~
[ Popiga=  y  (JOEDEETI D [ oo piie)ac.

—h
2a {meNy|2m<k—1} Za

=(*)
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(%) ist wegen (25) nur ungleich Null, falls [ = k — 2m — 1. Auflésen ergibt 2m = k — [ — 1. Demnach
erhalten wir nur einen Wert ungleich Null fiir () und damit fiir den gesamten Ausdruck, falls k — 1 —1
gerade ist. Fiir einen Wert ungleich Null muss dann aulerdem das betreffende m ein giiltiger Summand
sein. Es muss also 0 < 2m < k—1 gelten. Offenbar gilt 2m =k—-l-1=2m <k—-1.2m=k—-1—-1>0
verbleibt als Bedingung. Damit folgt b) mit formalem Einsetzen von 2m =k — 1 — 1.

Zu ¢)
Mit (26) gilt:

3 2Pk .
| aer©

(2k 4+ 1)(2k — 4n — 1)\/(% —dn—1)((2k —4n — 2) — 4m — 1)

= Z Z \/ 3 3

{neNg[2n<k—1} {meNy|2m<k—2n—2}

(%) ist wegen (25) nur ungleich Null, falls [ = k — 2n — 1 — 2m — 1. Auflésen ergibt 2m =k —1 -2 —2n
= 2m < k — 2n — 2. Demnach gilt

2k —4n — 1 h
- 3 V2k + 1V20 + 1%&%’“*2*%7815&,
a

{neNg[2n<k—1}

wobei dp, nur 1 ist, falls k =1 —2—2n > 0 und k — [ — 2 — 2n gerade ist und 0 sonst. Damit erhalten wir
einen Summanden in der verbleibenden Summe, falls 0 < 2n <k —1—2(< k—1) und k — [ — 2 gerade

ist. Somit gilt

n DR o ap 1
= 0p, V2R + TV LM 3 +
n=0

wobei dp, nur 1 ist, falls k —1 —2 > 0 und k — [ — 2 gerade ist und 0 sonst. Weiter gilt

(’“‘Swzkzlnl k—i-2 |\ (2-1) 4 (’“‘SW

= - = n
P 3 2 3 3 P

———
() (2)
1
= (k= Dk +1+1).

Zu d)
Mit (26) gilt:

= dPF _ dP!

/2: 75(5)75(5) dg
= Z Z \/ Qk; ! Vok —dn — 12" L;:l\/u —4m — 1™

{neNg|2n<k—1} {meNy|2m<I—1}
h

[% pk72n71(§)}3172m71(§) df

h
2a

=(%)

34



4 Fourierreihen

(%) ist wegen (25) nur ungleich Null, falls £ — 2n — 1 = | — 2m — 1. Auflésen ergibt 2m =1 — k + 2n.
Wir erhalten also nur einen Wert ungleich Null, falls [ — k& gerade ist. Weiter muss ein giiltiger Summand
0 < 2m <[ —1 erfiillen. Wegen der dufleren Summe gilt 2n < k—1, was 2m = [ —k+2n < [—1 impliziert.
Weiter gilt 2m =1 —k+2n > 0 <= 2n > k — [, was wegen der duferen Summe erfiillt ist, falls k —1 > 0.
Sei also 0.B.d.A. k —1 > 0 (ansonsten vertausche man k und [). Weiter sei | — k gerade (< k — [ gerade).
Dann gilt

1 h
= g‘/% +1V20 4+ 1= +i=2 > (2k — 4n — 1),
a

{neNg|2n<k—1}

— K24k
- 2

wobei die obige Summenformel noch zu zeigen ist. Sei also k gerade:

(k—1)/2 (k—1)/2

S @k-1)-4 3 n—(2k1)(k21+1>4<k41<k21+1>>—k2;k.

n=0 n=0

Sei k ungerade:

L(k=1)/2] (k=1)/2] )
k—1 1 k-2 (k-1 1 K2+ k
2%k —1)—4 k- (s s 4 (S s y1) ) = .

P ( ) o " ( )( 2 2+) ( 4 < 5 a2t >) 2

Hierbei bedeutet die Notation |e], dass auf die néchst kleinere ganze Zahl abzurunden ist.

Zu e)
Fiir die Legendre-Polynome gilt:
Vn € Ny : Pn(l) =1.

Fiir P° und P! gilt die Aussage offensichtlich. Fiir alle weiteren n folgt sie mittels vollstindiger Induktion
sofort aus Formel (23). Mit derselben Argumentation und Formel (23) bzw. (24) gilt auch, dass P" bzw.
P" fiir gerades n ein gerades Polynom und fiir ungerades n ein ungerades Polynom sind, dass also

P" (=) = (=1)"P"(x), baw. P"(=¢) = (=1)"P"(¢)

gilt. Damit gilt mittels der Definition der Basispolynome:

pr (i) = pr (\/gc) =v2n + 1¢" und P" (;S) = (—1)"v2n + 1c".
Zu f)
Mittels (26) und e) gilt:
Cg%(_\/gc) — Z \/(27”& + 1)(2;7“ — 4k — I)CQk Pn72k71(_\/§c)

{k€No|2k<n—1} —(—1)n—'\/Zn—Ah—Tcn—2k—1

= (—1)"_11/ 271;—10"_1 Z (2n — 4k — 1),

{keNg|2k<n—1}

_n24n
="z

wobei wir die Summenformel schon in d) bewiesen hatten. Mit analoger Argumentation gilt natiirlich

auch
dpm 2n+1n®+n ,
Tz (V3c) =/ 3 5
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Zu g)
Einsetzen von e).

Zu h)
Einsetzen der Formeln e) und f) liefert schliefllich h). |

4.3 Fourierreihen von L,-Funktionen

In diesem Abschnitt werden wir die Existenz von Reihenentwicklungen beziiglich der Dickenrichtung
der Platte nachweisen.

Satz 37. Orthogonalprojektion auf Hilbertrdumen
Sei H ein Hilbertraum und S C H ein ONS, dann gilt:

a) Fir alle x € H konvergiert die Reihe ) g (z,e)y e unbedingt, d.h: die Reihe konvergiert gegen
einen Grenzwert, der unabhdngig von der Summationsreihenfolge ist. (Daher die Notation: ) g.)

b) P:x— 3 cq(x,e)ye ist die Orthogonalprojektion auf lin S.

Beweis: (siche Werner, 2007, Satz V.4.8) |

Fiir eine Hilbertbasis S C H (H = lin S, vergleiche Abschnitt 4.1) folgt sofort das folgende Korollar.

Korollar 38. Fourierreihen
Sei H ein Hilbertraum und S eine Hilbertbasis, dann gilt, dass jedes x € H eine Darstellung der

Form
x = Z (x,e)pye
eeS

hat. In diesen Zusammenhang nennen wir die obige Reihe die Fourierreihe von x.

Satz 39. Fourierreihe in Dickenrichtung der Platte
Sei g € H™(Q), wobei m € N mit m > 2, dann hat g eine Darstellung der Form

g($’ya Z) =a Z gn(x’y)ﬁn(z)’

neNp
wobei
1 h/2a -
g (‘T7y) = hcgn/h/Zag(xvyuz)P (Z) dz.

Hierbei ist die obige Reihe unbedingt konvergent.

Beweis: g € H™(Q) ist nach Anderung auf einer Nullmenge stetig auf € (siche Satz 17). Daher macht es
Sinn, g fiir ein festes (x,y) € A zu betrachten. Dann gilt insbesondere g € Lo (—h/2a, h/2a). Weiter sind

die Polynome b" := P"/ HP”HL eine Hilbertbasis fiir Ly (—h/2a, h/2a), und es gilt

2

neNy neNy .
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Wir werden im Folgenden die g™ als die Fourier-Koeffizienten von g bezeichnen. Man beachte: Ist g
die Komponente einer Verschiebung in den dimensionslosen Koordinaten x, so hat g die physikalische
Einheit Lange. In diesem Fall sind die Fourier-Koeffizienten (sowie natiirlich auch die Basispolynome)
aufgrund der vorgezogenen Bezugsldnge a in der Reihendarstellung dimensionslos. Falls wir Funk-
tionen mit einer anderen physikalischen Einheit als der Lénge in Fourierreihen entwickeln wollen, so
bieten sich andere Definitionen der Fourier-Koeffizenten an.

Offenbar sind die Fourier-Koeffizenten Funktionen auf der Mittelebene A. Bis jetzt haben wir die
Fourier-Koeffizienten jedoch nur punktweise betrachtet. Im nichsten Abschnitt werden wir zeigen,
dass sie als Funktionen auf A betrachtet dieselbe Regularitéit wie die Ursprungsfunktion g haben.

4.4 Regularitat der Fourier-Koeffizienten

Um die Frage nach der Regularitét der Fourier-Koeflizienten zu klédren, benotigen wir zunéchst noch
zwel Hilfssétze.

Satz 40. Differenzierbarkeit von Parameterintegralen
Sei U C R™ offen und f: T x U — R erfiille:

o f(e,y) integrierbar f.a. y € U;
o f(t,e) c C™(U) f.fa. teT;

e FEs existieren integrierbare Funktionen go : T — R mit
}D;‘f(t,y)‘ < ga(t) fa. @ € N§ Multiindizes mit 1 < |a| < m, fa. (t,y) €T x U.

Dann qult:
Flo) = [ St de

ist m mal stetig differenzierbar (F € C™(U)), und die Ableitungen sind gegeben durch

DEF(y) = /T Daf(t.y) d.

Beweis: Wir wenden m mal Theorem 3.18 aus Amann und Escher (2001) an. Die erste Voraussetzung an
f ist nur fiir f selbst zu fordern und nicht fiir die Ableitungen, da deren Integrierbarkeit aus der jeweils
vorherigen Anwendung von Theorem 3.18 folgt. |

Satz 41. Vertauschbarkeit von Grenzwert und Integral
Sei G ein beschrinktes Gebiet und f : G — R integrierbar. Es gebe eine Folge (fn),cy, 50 dass
fn 1 G — R integrierbar ist fir alle n € N und lim, ., f, = f in La(G). Dann gilt

lim fn dV :/ lim f, dV,
G G n—oo

n—o0

wobei alle Integrale und Limites existieren.

Beweis: Aufgrund der Beschrinktheit des Gebietes G ist die Einbettung Lo(G) C Li(G) stetig. (Folgt
sofort aus der Holder-Ungleichung (siehe z.B. Klenke, 2008, Satz 7.16) indem man fiir eine der Funk-
tionen die Funktion welche konstant 1 ist einsetzt.) Damit konvergiert die Folge (fy),,cy auch in L;(G)
(Man spricht dann auch von Konvergenz im Mittel) gegen f. Dies ist dquivalent zu (f,), oy konvergiert
lokal stochastisch gegen f, und ist gleichgradig integrierbar (siehe Klenke, 2008, Satz 6.25). Die lokal
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stochastische Konvergenz gegen f ist wiederum &quivalent zu: Jede Teilfolge von (f,), oy besitzt eine fast

sicher gegen f konvergente Teilfolge (siche Klenke, 2008, Korollar 6.13). Nach Ubergang zu einer Teilfolge
konvergiert (f,),cn also punktweise fast iiberall gegen f.

Die gleichgradige Integrierbarkeit von {f,}, oy impliziert die )—Stetigkeit der Integrale (engl. equicon-
tinuity)

Ve > 03d(e) > 0 : bup/ |fn] AV < € fiir alle A C G mit Ma} < §(e).

(siehe Klenke, 2008, Satz 6.24)

Somit sind wegen der Beschrénktheit des Gebietes alle Voraussetzungen fiir das Konvergenztheorem
von Vitali (siehe Zeidler, 1990b, Anhang A2(21)) erfiillt, mit welchem die Aussage des Satzes folgt.

Satz 42. Regularitit der Fourier-Koeffizienten
Sei g € H™(Q), dann gilt fiir die Fourier-Koeffizienten g' : A — R

1 h/2a =
P d
d@n) =g [ ol P b

dass g' € H™(A), und die schwachen Ableitungen sind gegeben durch

D{%) g (z,y) = 1 / - D g(x,y, 2)P'(2) dz
Zl' g y T g 7y7 °
Y he | e Y

Beweis: Da g € H™(Q) ist, existiert nach Satz 15 eine Folge (g,)y mit g, € C"™(Q) und lim, s gn = g.
Sei [ € Ny beliebig aber fest gewihlt. Wir setzen fiir alle n € N f,, : Q@ — R

1 ~
fn($7y,2)322};éjgn($,y,2)}ﬂ(2)
Da P! € C(R) ist, gilt f, € C™(Q) f.a. n € N. f,, und partielle Ableitungen von f,, bis zur Ordnung m

sind stetige Funktion auf kompaktem Trager und daher beschriankt. Somit erfiillt f,, die Voraussetzungen
von Satz 40 und es gilt:

h/2a
Fo(a,y) = / fuley,2) dz

—h/2a
ist auf A m-mal stetig differenzierbar mit
h/2a
D3 Faecg) = [ D2 fuleny2) d
' —h/2a '

Sei nun ¢ € C3°(A) beliebig. Wir multiplizieren die obige Gleichung mit ¢ und integrieren iiber A:

h/2a
/DMF 2, y)o(x,y) dA = // DE fuly, 2) dz Sz, y) dA

h/2a

Beide Integrale (linkes und rechtes) existieren dabei auch unabhingig von ihrer Gleichheit, da der In-
tegrand jeweils eine stetige Funktion auf kompaktem Tridger und somit beschrinkt ist (siehe Zeidler,
1990a, Anhang A1(16)). Nach dem Satz von Fubini (siehe Zeidler, 1990a, Anhang A1(23)) sind zudem
die zwei Integrale der rechten Seite vertauschbar. Wir wenden auf beiden Seiten partielle Integration an
und erhalten:

h/2a
/ Fo(2,y)D2 yb(z,y) dA = / / Fult,y, 2)D2 é(x,y) dA dz

h/2a J A
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5 Die exakte 2D-Darstellung

Nun gehen wir zum Grenzwert iiber.

h/2a
lim Fn(x y) Dz ,¢(x,y) dA = lim / fn(z,y,2) Dy (2, y) dA dz

n—oo n—oo h/2(l

Den rechten Grenzwert konnen wir wegen Satz 41 ins Integral (iiber §2; also in beide Integrale) ziehen,
da wir schon wissen, dass der Grenzwert des rechten Integranden existiert und integrierbar ist. Weiter
konnen wir die Integrale rechts vertauschen und mit der selben Argumentation den rechten Limes vor
das Integral {iber die z-Koordinate schreiben, womit wir gezeigt haben, dass wir den linken Grenzwert
ins Integral ziehen kénnen. Daher gilt

h/2a
/ lim F,(z,y) Dy ,¢(z,y) dA = / / lim f,(v,y,2) Dy ,é(z,y) dA dz.
4 n—00 h/2a J A n~>oo

=:F(z,y) hcglg(w y,z)l)l( )

Da F,, m-mal stetig differenzierbar ist, gilt F' € H™(A) (siehe Satz 15: [|[Fy|[m 4y < oo gilt wegen

fn € C™(Q)). Dass F = g' gilt, folgt mit dem Hauptsatz der Variationsrechnung nach Vertauschen der
Integrale rechts. Weiter folgt mit der Definition der schwachen Ableitung

1 h/2a =R
| dewpe, o) aa= o [hl [ Dllaten )P dz| o) da,

—h/2

womit wiederum per Definition der schwachen Ableitung also

h/2a

(073 1 «
Dg (@ y) = 5 D) g(z,y,2)P'(2) dz
c —h/2a

gilt. |

5 Die exakte 2D-Darstellung

Ziel dieses Kapitels ist es, mittels der Fourierreihenentwicklung des letzten Kapitels das schwache
Problem der Elastostatik in eine zweidimensionale Formulierung zu iiberfiihren. Dies wird uns bereits
mit Satz 43 gelingen. In Abschnitt 5.2 werden wir sehen, dass wir die zweidimensionalen Feldgleichung
des Satzes 43 auch in den dort eingefithrten Schnittgroflen schreiben koénnen. Es gibt damit die
Moglichkeiten, unser 2D-Problem in Verschiebungen u; und in Spannungen bzw. Schnittgréfien mi]
zu formulieren. In Abschnitt 5.5 werden wir dann zu dem wichtigen Spezialfall eines homogenen
Materials iibergehen.

5.1 Das aquivalente 2D-Problem

Sei u = u + ug die Losung des schwachen Problems der linearen Elastostatik aus Satz 28, und sei
ue [H 2]3 (©) (diese Annahme haben wir bereits am Ende von Kapitel 3 diskutiert). Fiir u gilt also

Yo e Xo: B(u+ ug,v) = f(v). (29)

Die schwache Formulierung (29) ist dquivalent zur schwachen Formulierung, in der nur Testfunktio-
nen aus [H 2]3 () N Xy zugelassen sind. Denn fiir den Test mit einer Funktion in X, welche nicht
im Schnitt [H 2}3 (Q) N Xg ist, kénnen wir eine approximierende Folge in [C*°]* () N X{ finden.
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5 Die exakte 2D-Darstellung

[C°°]3 (Q) N X ist dabei offenbar in [H 2]3 (9) N X enthalten, und auBerdem ist [C*]® (Q) dicht in
[H 1]3 (Q) (siehe Zeidler, 1990a, Korollar 21.15 a)), so dass eine approximierende Folge existiert. Die

Schwache Formulierung gilt dann fiir alle Folgeglieder und wegen Satz 41 ebenfalls fiir den Grenzwert.
Demnach wiirde es sogar geniigen, nur [C°°]* (Q) N X Testfunktionen zuzulassen.

Die schwache Formulierung gilt dabei fiir eine beliebige Parametrisierung von 2. Wir wollen hier
zunéichst von einer Parametrisierung in {-Koordinaten (£2¢) ausgehen und dann auf die dimensions-
losen z-Koordinaten transformieren (€2,), um letztendlich die {iblichen dimensionslosen Kennzahlen
der Plattentheorie zu erhalten. Es gilt mittels partieller Integration

B(u,v) —/ Eijrsur|svy); dVe = a/ Eijrsur sv;j dVy
Qe Q,
= —a/ (Eijrsur,s)’j v; dV + a/ Eijrstr snjv; dAg

=a® | fidV,+ aQ/ 9ivi dAz.

Nun setzen wir fiir v, welches wir nach obigen Uberlegungen in [H 2]3 (©) annehmen konnen, die
Fourierreihe

i(x,y, 2 —aZv xyPl

gemifl Satz 39 ein. Unter Ausnutzung der Geometrle der Platte erhalten wir

h/2a - h/2a
0= / / (Bijrsurs) P dz + a* / fiP' dz| dA
Al 0 —h/2a " —h/2a
h/2a R h/2a  _
/ — / Eijmumnjpl dz + a3/ gl-Pl dz| ds
I'nv =0 —h/2a —h/2a
Dl h 2 Dl —h
—|a Eijrsur,snjp} T, Y, 5| — [a Eijrsur,snjp} Y, 5 dA
Al . 2a 2a

/Alz;v [a ( gﬁl} <x,y, ;;) + [giﬁl] <m,y, ;Z)ﬂ dA, (30)

wobei fiir alle Intergrationsgebiete (A,I'y) die Parametrisierungen in xz-Koordinaten gemeint sind.
Der Ubersichtlichkeit halber lassen wir diese Indizierung ab jetzt weg. Die Reihen (als Grenzwerte
ihrer Partialsummen betrachtet) diirfen mit dem Integral iiber z aufgrund von Satz 41 vertauscht
werden, da fiir jeden Punkt in A die Fouriereihe Lo(—h/2a,h/2a) konvergent ist. Weiter sind die
Basispolynome offenbar und der Grenzwert per, Voraussetzung integrierbar.

Obige Gleichung gilt dabei fiir alle v € [Hz] (©2) N Xp. Sei nun t € C§°(A) beliebig gewahlt und

v konkret v(z,y,z) = at(z,y)e; Pl(z) fiir ein festes i € {1,2,3} und ein festes | € Ny, wobei ¢; der
i-te Einheitsvektor des z-Koordinatensystems sei. Offenbar ist v € [C°°]? und erfiillt aufgrund das
kompakten Trégers von ¢t die homogenen Randbedingungen auf 0€2g, womit v in [H 2] s ()N Xy und
damit eine giiltige Testfunktion ist. Weiter ist v seine eigene Fourierreihe, denn

1 h/2a ~ a h/2a ~7 A~ (25)
v (x,y) = hc%/h/%v(ac,y, 2)P*(2) dz = =7 t(z,y)e; /h/2a P'PR dz =7 t(x,y)eid.
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5 Die exakte 2D-Darstellung

Damit erhalten wir konkret

h/2a h/2a
2 Bl 4 Dl
Oz/t a / (EijrsuT,S)jP dz+a / sz dz
A B2

—h/2a —h/2a

+/At [_ [aQEijrsur’snjﬁl] (x’y’ 2};) - [a2Eijrsur,snjﬁl} (x,yv i)] dA
—i—/At [a3 <[gzﬁl] <3:,y,2ha) + [Qiﬁl} (x,y, ;5))] dA,

wobei zu beachten ist, dass ¢ hier immer noch fest gew#hlt und daher auch nicht durch die Sum-
menkonvention gebunden ist. Mit dem Hauptsatz der Variationsrechnung folgt dann insgesamt das
Differentialgleichungssystem

Vie {1,2,3}Vie Ny f.fa. (x,y) € A:

) h/2a ~
0=a / (Ez’jrsur,s)dp dz

dA

—h/2a

- {Eijrsur,snjﬁl} <x,y, 2ha> - {Eijrsur,snjﬁl} (3772% ;ZZ)]

+a? ([gzﬁl} <x,y, ;;) + [giﬁl] <:c,y, ;:Z)) +at /_}:/2; fiﬁl dz, (31)
=:a3cl P!

denn ¢ und ! waren beliebig gewidhlt. Wir fassen dabei alle als gegeben vorausgesetzten Lastgrofien
in den Lastresultanten Pil zusammen. Wir diskutieren diese Definition spéter in Abschnitt 5.3. Nun
setzen wir (31) in (30) ein, womit nur das Intergral iiber den Rand I'y stehen bleibt. Weiter sei
t € C§°(I'n) beliebig gewéhlt und v konkret v(z,y, 2) = at(z,y)e;Pl(z) fiir ein festes i € {1,2,3}
und ein festes [ € Ny. Mit der gleichen Argumentation wie oben erhalten wir mit Anwendung des
Hauptsatzes der Variationsrechnung mit G = I'y die sogenannten Kraftrandbedingungen

Vie{1,2,3}Vie Ny ffa. (z,y) €e'n:
h/2a R h/2a  _
a2_lm§jnj = a2/ EijrsuT,Sanl dz = a3/ giP' dz. (32)
—h/2a —h/2a

Die Schnittgrofien méj fithren wir erst im néchsten Abschnitt ein. Wir betrachten die linke Seite der
obigen Gleichung bis dahin schlicht als eine abkiirzende Schreibweise fiir den Term in der Mitte. (31)
lasst sich mit Einsetzen von

h 0 “h
a 1 a ~1

Vie {1,2,3}Vl e Ny ffa. (z,y) € A:

umschreiben zu

h/2a . h/2a .
a? / (Em,,sum)yapl dz +/ (Eigrsur,s)ﬁpl dz

—h/2a —h/2a
~ h = —h
- [Eijrsur,snjpl] <3€7y, 2CL> - [Eijrsur,snjpl} (507% 2a>:|
= —aSClP,L»l. (33)
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5 Die exakte 2D-Darstellung

Nun koénnen wir erneut partielle Integration anwenden und erhalten

Vie{1,2,3}Vl e Ny ffa. (z,y) € A:

h/2a - h/2a .
/ (Eiarsur,s) aPl dz _/ EiBTSuT,SRlS dz
—h/2a ' —h/2a

2

a = —a3d Pl (34)

Man beachte, dass sich aus (34) und (32) wieder (30) folgern lésst. Hierzu formen wir (34) zunéchst
wieder in (31) um. Dann multiplizieren wir (31) und (32) mit den Fourier-Koeffizienten einer belie-
bigen Testfunktion, um diese zu den entsprechenden Reihen in (30) aufzuaddieren, von denen wir
schon wissen (Satz 41), dass es sich um absolut konvergente Fourier-Reihen handelt. Letztlich sind
noch die Integrale zu bilden und die Anteile von (31) und (32) zu addieren. Somit sind (34) und (32)
auch dquivalent zu (29).

Wir fassen unsere bisherigen Uberlegungen in dem folgenden Satz zusammen:

Satz 43. Aquivalentes 2D-Problem
Zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Satz 28 gelte u € [H2]3 (Q). Dann gilt:
Die Probleme: Finde u € X mit

Yo € Xo: B(u,v) = f(v)
(1) { Su(z) i uo(z) fir fast alle z € 0

(Vi {1,2,3}Vi€Ny:
o & ) cA:

h/2a =

|:f h/2a 18 aires Wi s) P dz
(I]I) h/2a 3 1l

f h/2a 13rsur,ng dz} = —a’¢ P
ffa. (z,y,2) € 00 : Su(z,y,z) = 120(256 Yy 2)
ffa (z,y) €Ty : a® lmijnj =a [" ,/l/g g Pl dz

sind dquivalent und es existiert genau eine gemeinsame Losung.

Natiirlich ist auch Problem (I) aus Satz 28 weiter dquivalent zu (II) und damit auch zu (III).

5.2 Die SchnittgroBen
Wir definieren die Schnittgrofien als

(o) = ot [ o)y, 2 PE) d )

2a

Man beachte, dass wegen der Grundgleichungen und der Symmetrien des Tensors F
Uij(“) = Eijrsgrs(u) = Eijrsur,s

gilt. Damit gilt dann auch

h/2a -
a’” lml]n] = a2/ Eijrsumanl dz,
—h/2a
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5 Die exakte 2D-Darstellung

was wir schon in (32) benutzt hatten. Hat u sogar die Regularitéit [H3]? und E die Regularitit [H2)3",
so hat 0;;(u) die Regularitit [H?]3*3, und es gilt:

P'(2)
S

Satz 30 Pl(2)
O'Z‘j(-T,y,Z) = Z Uij(:l:vy?'z))?
=0 H H Lo(—h/2a,h/2a

(25) < 1 R
= Z mmij(f’f,y)ﬂ(z)-
1=0

Bei den Schnittgréfien handelt es sich also im Wesentlichen um die Fourier-Koeffizienten des Span-
nungstensors. Somit ist die physikalische Interpretation der Schnittgrofien (oder auch Spannungs-
resultanten) geklért: Die Schnittgrofien beschreiben Normal- und Querkréfte(-Flichendichten) bzw.
»2Momente“ beziiglich der Basispolynome, die durch die Spannungsverteilung bei Schnitten durch
den Korper entstehen. Die Grofle m(l)3 beispielsweise ist der Querkraft-Fldchen-Dichte-Anteil in x3-
Koordinatenrichtung, der bei einem Schnitt mit &uerem Normaleneinheitsvektor e; entsteht. (D.h.
die Schnittebene steht auf dem Vektor e; senkrecht, und e; zeigt vom Korper weg. In der Terminologie
der TM spricht man dann vom ,positiven Schnittufer.) Aufgrund der Symmetrie von ¢ kann man
in der obigen Interpretation auch xs durch z; ersetzen, wenn man ebenfalls e; durch es ersetzt. Die

Groflen milj beschreiben die klassischen Schnittmomente der Plattentheorie. Die ,, Momente hoéherer

Ordnung* mé ; mit [ > 1 hingegen weichen von der klassischen Definition in der TM ab, welche sich
auf eine Basis aus Monomen beziehen.

Der Vorfaktor a! in der Definition der SchnittgréBen hat hier die Aufgabe, die Kompatibilitét
zu diesen Plattentheorien sicherzustellen. Man beachte, dass man in (35) fiir P! auch eine beliebige
andere (Banach)-Basis von La(—h/2a, h/2a) (in der entdimensionierten Koordinate z) einsetzen kann;

zum Beispiel die Monome, fiir die dann

I
S]

h h
1 A gz —=dl [* E. g
mij(x7y) Oij (Hf, Y, Z)Z Z=a i ijrsUr,s2 A2
2a
h

2),(1 2 l : |
( ):( ) al /—h Eijrsur\s <€j) s = « /_h 7381, b2 83) (55) o

2

mi; (1, &)

/? 0ij (&1, &2, &) €L dés

2

gilt. Diese Formel entspricht der in der Ingenieurliteratur iiblichen Definition fiir die Schnittgréfien,
da hier stets Reihenentwicklungen beziiglich einer Basis aus Monomen verwendet werden. Somit ist
(35) eine konsequente Verallgemeinerung der iiblichen Definition fiir beliebige (Banach-)Basen von
Ly(—h/2a,h/2a) in der dimensionslosen Koordinate z. Man beachte, dass man fiir nicht orthogonale
Basen (wie die Monome) aber natiirlich andere Argumente als die unseren benétigt, um die Existenz
einer Reihenentwicklung der Testfunktionen nachzuweisen.

Mit der Definition der Schnittgréfien und

dpr 3 (2n +1)(2n — 4k — 1)

dz (2) = 3
{keNo|2k<n—1}

ch:jf)n—2k—1 (Z)

(siehe (26)) kénnen wir (34) auch nur in den SchnittgréBen schreiben:
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5 Die exakte 2D-Darstellung

1 20+ 1
o | g ae = D r (20 — 4k — 1) g7 = —ad P (36)

{k€eNy|2k<I+1}
fa.leNy, 7€{1,2,3}, f.faa.z € A.

Dass wir die schwachen Ableitungen nach x und y mit dem Integral vertauschen diirfen, hatten
wir bereits in Satz 42 gezeigt. Hier zwar konkret fiir die Definition der Fourier-Koeffizienten von
Verschiebungskomponenten, doch die Umskalierung mittels Konstanten beeinflusst die Aussage das
Satzes natiirlich nicht. Man beachte, dass o € [H!]3*3 gilt. Dies reicht jedoch aus, da wir ja auch nur
schwache Ableitungen der Ordnung 1 mit dem Integral vertauschen. Man beachte auch, dass Satz
42 nicht an die Existenz der Fourier-Reihe gebunden ist. Weiter ist die Summe aus (26) endlich und
darf daher auch mit dem Integral vertauscht werden.

Satz 44. Aquivalentes 2D-Problem in Schnittgrifien
Zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Satz 28 gelte u € [HQ] (Q). Dann gilt:
Die Probleme: Finde uw € X mit (I), (II) und

Vi e {1,2,3} Vi € Ng :
ffa. (zy)€A:

h/2a D

[f f/L/Qa zarsur,s)’apl dz

fh;/iga z37’su7",8]3,l3 dz] = _a3clPil
ffa (z,y,2) € 0% : Su(z,y,z) = uo(z,y, 2)
ffa (z,y) €Tn: a® lmﬁjnj = fhf/jga giP' dz
[ Vie{1,2,3}VI €Ny :
ffa (z,y)€A:
(1v) { @ |:all+1méoé,a — 2 (keNoj2k<i+1} |/ AL /@1 - 4k — 1) gemi 7| = —a3d P
ffa. (z,y,2) € 000 : Su(z,y,z) = uo(x,y, 2)

h
ffa (z,y) €Tn: @ lmi]n] =a [" i/iga g:P! dz

(IIT)

sind dquivalent und es existiert genau eine gemeinsame Losung.

Bemerkung
Man beachte, dass wir, um zu (36) zu gelangen, nur (26) als konkrete Eigenschaft der Basis P" benutzt
haben. Somit lésst sich das Gleichungssystem (29) fiir jede beliebige Polynombasis in den geméf (35)
definierten Schnittgréfien schreiben, wenn man in (35) die entsprechenden Basispolynome einsetzt.
Eine Formel wie (26) muss fiir jede Polynombasis von La(—h/2a,h/2a) existieren, da Ableitungen
von Polynomen wieder Polynome sind. Nur die konkrete Form des zweiten Summanden in (36) héngt
von der Basis ab.

Fiir Monome beispielsweise erhalten wir aus der Taylor-Reihenentwicklung die Existenz einer Rei-
hendarstellung der Testfunktionen, wenn wir diese in [C*°]3(£2) N Xy annehmen. Dass diese Annahme
der Regularitit der Testfunktionen erlaubt ist, hatten wir uns bereits am Anfang des Kapitels 5

iiberlegt. Wegen
dz"
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ist damit schon bewiesen, dass

1 l
3 [ ey S T S v
S DAL L VA a“c P

fa.leNy, je{1,2,3}, f.fa =€ A.

gilt, wenn wir die Vereinbarung mi_j1 := 0 treffen. Dies ist eine allgemeine Formel fiir alle in (Bose,

2004, Formel 3.44) zitierten Spezialfille.

5.3 Die Lastresultanten

Die Lastresultanten hatten wir bereits mittels

- S h/2a
a*d Pl = a? <giPl (;) + giP' (2h>> + a4/ fiP dz (37)
a a —h/2a

definiert. Dabel war bis jetzt unklar, wieso das ¢/ auf der linken Seite sinnvoll ist. Falls f die Regu-
laritét [H 2] besitzt, so gilt

S > Pl(z Pl(z
fi(xvyvz) at§39 Z (fi(mvyvz)v (l )> #
1PN L hjaanzay 1

=0

B S (o). Po) P(s)

La(—h/2a,h/2a)

N~

::fi (z,y)

R h/2a N
s 0 () a8 () o
2a h/2a
h —h
20 + 1 ( <x v, 9 > (JI Y, 9 )) +a3h021fil(x,y)

Plo) = VAT (5 (5 ) + 010 (0 5 ) )+ el o

Wir hatten bereits in Satz 36 f) gezeigt, dass fiir die Basispolynome pr (%) = v/2n + 1c" gilt. Das
n-te Basispolynom hat also die Gréflenordnung ¢, d.h. die Basispolynome werden mit wachsendem n
schnell sehr klein. Dies sieht man auch in Abbildung 4 sehr deutlich. Bei einer Fourierreihenentwick-
lung einer beliebigen Funktion wiirde man deshalb erwarten, dass die Fourier-Koeffizienten (im selben
MaBe) schnell sehr grof§ werden. Dies deckt sich auch mit der Definition der Fourier-Koffiezienten.
Aufgrund des Vorfaktors 1/c? ist f! von der GroBenordnung 1/c!, wenn wir annehmen, dass f die
GroBenordnung 1 hat. Durch das Ausklammern der Potenz ¢! in der Definition der Lastresultanten
P! wird die GroBenordnung eines P’ nun nur noch durch die Eigenschaften der Funktionen g und f

1 (2
bestimmt. clPil hingegen wiirde i.a. mit wachsendem [ schnell sehr klein werden.
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5 Die exakte 2D-Darstellung

5.4 Die Verschiebungsrandbedingungen in den Fourier-Koeffizienten von u

Die Probleme (III) und (IV) sind bereits Probleme mit zweidimensionalen Feldgleichungen. Dazu
passen auch die Kraftrandbedingungen, die auf dem Teil I'y des Randes von A formuliert sind. Die
Verschiebungsrandbedingungen sind jedoch weiter auf 02y formuliert. Um zu einer Formulierung
auf I'g zu gelangen, werden wir auch fiir u die Fourierreihen-Darstellung geméfl Satz 39 verwenden;
zudem nehmen wir an, dass ug eine [H 2]3 (©)-Funktion ist. Punktweise gilt auf ) fiir die stetigen
Vertreter von u; und uf

ui(w,y,2) =ay_ uf(x,y)P(2)
k=0

und damit

x
_ k pk
Ujjo0, = @ E ui|FOP .

k=0

Gleiches gilt fiir die stetigen Vertreter von ug; und u’gi. Somit ist die verallgemeinerte Randbedingung
Su(z) = u(z) = up(xr) = Sug(z) f.La. z € I, dquivalent zu Vi € {1,2,3}VI € Ny : uf(z,y) =
uk.(z,y) f.fa. x € Iy, da sich beide Entwicklungen auf dieselbe Basis PF beziehen. Hierbei ist mit
u(x) bzw. ug(z) die punktweise Auswertung des stetigen Vertreters von u bzw. ug gemeint, welche
auf dem Rand fast {iberall mit der Spur der [H 2] ®_Funktion u bzw. ug libereinstimmt. Das heif3t, die
verallgemeinerte Verschiebungsrandbedingung wird zu

Vie{l,2,3}Vie Ny f.fa. (z,y) €Ty

1 h/2a N
Alul = / uoi P! dz. (38)
h —h/2a

Bemerkung

Falls sogar OA € C1! gilt (z.B. fiir eine Kreisplatte), so gilt ein Satz analog zu Satz 20, welcher
H3/2(9A) als exakten Raum der Spuren von H?(A)-Funktionen ausweist (siche Wloka, 1982, Satz
8.7 und Satz 8.8). Diese haben dann auf A einen stetigen Vertreter (siehe Wloka, 1982, Satz 6.4).
In diesem Fall sind dann auch starke Randbedingungen (f.a. anstelle f.f.a.) in (38) realisierbar.
Doch selbst falls wir 9Q € C! annehmen, wissen wir dann aufgrund der Dimension von €2 nicht, ob
Su(z) = Sup(z) f.a. x € 0Qp gilt. AuBerdem ist diese Annahme nicht mit der Geometrie der Platte
vereinbar.

5.5 Die 2D-Darstellung fiir homogenes Material

In diesem Abschnitt betrachten wir den wichtigen Spezialfall, dass E konstant ist. Man spricht dann
in der Terminologie der TM von einem homogenen Material. Im folgenden Kapitel werden wir dann
zusitzlich die Monotropie einsetzen. (Bis jetzt gelten alle Betrachtungen auch fiir Aelotropie.) Einige
Kristalle sind homogene monotrope Materialien. In der Praxis tritt solch ein Materialverhalten aber
auch dann auf, wenn es sich bei F um eine Elastizitdtsmatrix handelt, welche Ersatzmaterialparame-
ter enthélt, welche aus einer Homogenisierungsbetrachtung gewonnen wurden. Zum Beispiel kann ein
Gelege gleichgerichteter isotroper Fasern in einer isotropen Matrix oft in guter Naherung als transver-
sal isotrop angenommen werden. Sind die Materialverhalten der einzelnen Bestandteile komplexer,
so benétigt man entsprechend komplexere Werkstoffgesetze fiir das homogene Ersatzmaterial. Die
Bestimmung der Ersatzmaterialparameter ist jedoch im allgemeinen ein komplexes Problem und ein
eigenes Forschungsfeld.
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5 Die exakte 2D-Darstellung

Wenn wir fiir v die Fourier-Reihe gemifl Satz 39 einsetzen, wird (34) zu

Vie {1,2,3}Vl e Ny ffa. (z,y) € A:

h/2a o . R
a® / FEiors Zufka Pl dz
k=0 s

—h/2a
h/2a o0 R R
—/‘ Eises | Y _ufPF | Phdz
—h/2a k=0 s
= —a’d P (39)

Mit der zusétzlichen Modellierungsannahme, dass E konstant ist, wird (34) zu
Vie {1,2,3}Vl e Ny ffa. (z,y) € A:

[e.e]
@)

k=0

h/2a R

uk Whﬂﬁd+ﬂ uP PEP! dz
zﬂTa r.af _h/2 z iar3Ur o /2 3

k h/2a Pk pl k h/2a Pk Dl 3 Ipl
—Eigmuna/ P*P3 dz — Eigrgur/ P3iP3 dz| = —a°c'P;. (40)

—h/2a —h/2a ’

Nun konnen wir die Formeln aus Satz 36 einsetzen und erhalten

Vie {1,2,3}Vl e Ny ffa. (z,y) € A:

1firk=1
a2 k+1
hz [ wmu’” B¢ { 0 sonst }

1 k2 4+ k fiir k+1 gerade und 0<k <]
— -V (2k +1)(2l + 1) Ejgpzuf =28 1241 fir k41 geradeund 1<k
8 0 fir k4 [ ungerade
—Eigmuff’a fiir k41 ungerade und 0 <k </
Ew,nguf’ 3 fir k4 [ ungerade und <k
0 fiir k41 gerade

= —a3dP. (41)

+\/(2k +1)(20 + 1) -1
3

Man beachte, dass fiir zwei ganze Zahlen k und [ gilt: k£ + [ ungerade <= genau eine Zahl ist gerade
und eine ungerade. Daher gilt insbesondere k # [ und fiir festes [ ist die grofite Zahl, die k mit k& < [
annehmen kann [ — 1, und die kleinste Zahl welche £ annehmen kann mit k > [, ist [ + 1. Daher gilt

fir k4 ungerade und 0< k <]
fir %k + [ ungerade und l<k
fir k4 [ gerade

fir k41 ungeradeund 0<k<I[-1
fir k4 [ ungerade und I+1<k
fir k4 [ gerade

ST e O oe

(41) lasst sich natiirlich auch aus einer der dquivalenten Gleichungen herleiten. Zum Beispiel l&sst
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5 Die exakte 2D-Darstellung

sich auch (33) zu
Vie {1,2,3}Vli e Ny f.fa. (z,y) € A:

o0
)

k=0

h/2a P L h/2a P
Zﬁ?“aurocﬁ /—h/QaP P dz+Ei3T'aur,o¢ /_h/Qa R3P dz

h/2a h/2a
+ Ewrsufﬂ/ P@Pl dz + Eigrguff/ k3Pl dz

—h/2a ’ —h/2a

+ Eggrouf, | —P*P! et (0
2a 2a
+ Ejgp3ul PkPl i + PP —h = —a*c P! (42)
1313 2 3 24 f3

umformen. Einsetzen der Formeln aus Satz 36 ergibt dann ebenfalls (41). (36) hingegen fiihrt wieder
direkt auf (40).
Auch die Schnittgrofien lassen sich in den Fourier-Koefffizienten von « schreiben. Wenn wir in die
Definition der Schnittgréfien die Reihenentwicklung von u einsetzen, erhalten wir
h
2a ~
mwmw:d/;ammmwxﬁ%aw

2a

l+1 k Dl
/_h Ws(Zu (z,y)P"( ) P'(z) dz

2a
K

2a /\
EZ]mZuTa T,y / ) dz

2a /\
+E1]7~32’U, T,y / dZ

wobei wir das Integral aufgrund von Satz 41 mit der Reihe vertauschen diirfen. Mit Einsetzen der
Formeln (25) und Satz 36 b) gilt dann

l+1

9

mj(@,y) = a'he®! | Eyjrath o (.7)

20 +1 & & k—i—1 | 1 falls k—1—12>0und gerade
+Eijr3 —5 z_: 2k + lu, (x,y)c 0 sonst )

Da k + [ ungerade dquivalent dazu ist, dass genau eine der beiden Zahlen gerade und eine ungerade
ist, gilt insbesondere k =1 + 1 = k + [ ungerade. Damit gilt dann

mij(@,y) = a'he®! | Eyjrath o (.1)

20+ 1 L
+Eijr3 5 Z 2k + 1uF (z, y)F1
k=l+1

1 falls k+1{ ungerade
0 sonst

mi.j(q;,y) = a'hc® [Eij'l‘ozug“,a(x’y)

20+ 1 St 2n, l+2n+1
+Eijra || =5 — D VI dn 43¢ (a,y) | (43)
n=0
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6 Das approximative 2D-Problem

Die Kraftrandbedingungen (32) ist

h/2a  _
ffa. (z,y)el'n: azflméjnj = a3/ g;P! dz.
—h/2a
n ist hier der Normaleneinheitsvektor auf 92, welcher auf JA aufgrund der Geometrie der Platte
die z-Komponente Null hat und somit mit dem zweidimensionalen Normaleinheitsvektor auf dA
identifiziert werden kann. Damit sind die Kraftrandbedingungen zunéchst dquivalent zu

h/2a  _
ffa. (z,y) € Tn: a®>'mlng = a3/ 9P dz,

—h/2a
und mit (43) dquivalent zu
ffa. (z,y)eln:
21 +1 00 h/2a R
Eiargnac®ul. 5 + Eiarana\/ 5 > V2l 4 dn + 3R < % / / giP" dz. (44)
n=0 —h/2a

SchlieBlich kénnen wir so Problem (III) nur in den Verschiebungskoeffizienten u! schreiben:

Satz 45. Aquivalentes 2D-Problem fiir homogenes Material
Zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Satz 28 gelte u € [H2]3(Q), upg € [H2]3(Q) und E sei
konstant. Dann gilt:

Die Probleme: Finde w € X mit (1), (II), (III), (IV) und

Vie {1,2,3} Vi e Ny:
ffa (x,y) € A:
hYE [Eiﬁmu’:,aﬁckﬂ { o Jark = }
k2 +k fir k—+1 gerade und 0<k<I
—5V/(2k+1)(2L + 1)Ejgpguf M2 0 2+ fir k+1 gerade und 1<k
0 fir k41 ungerade

(V) —Eigmufia fiir k+1 ungerade und 0 <k <1
+ waﬁl_l Ei[37«3u7lf’ﬁ fur k41 ungerade und 1<k
0 fir k+1 gerade
_ _a3clPl

h/2 =
ffa (z,y) €To: lul = %f_{z/;a ug; P' dz
ffa. (z,y) €Tn:
h/2a B
| Eiorpnoc®ul 5 + Eiorala 2EL S0 V214 dn + 3Py lFntl — g f_,/l/ga giP' dz

sind dquivalent, und es existiert genau eine gemeinsame Losung. Problem (V) ist dabei in den Fourier-
Koeffizienten uf € H?(A) von u (u; = a'y_pe o uk P) geschrieben.

6 Das approximative 2D-Problem

(41) ist fiir jedes feste Paar (i,1) eine Potenzsumme in ¢?. Denn zunichst ist der erste Summand nur
ungleich Null, falls k& = [ gilt, und in diesem Fall ist ¢**! gerade. Der zweite Summand ist generell nur
ungleich Null, falls k 41 gerade ist. Fiir k = [ = 0 ist er aulerdem Null, aufgrund der Faktoren in der
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6 Das approximative 2D-Problem

geschweiften Klammer. Somit enthalten die durch diesen Summanden entstehenden Terme ebenfalls
immer einen Faktor ¢®” mit n € Ny. Der dritte Summand ist nur ungleich Null, falls k4 ungerade gilt,
was k+1—1 > 0 und k + [ — 1 gerade impliziert, so dass die durch diesen Summanden entstehenden
Terme auch immer einen Faktor ¢®® mit n € Ny enthalten. Auch die Kraftrandbedingungen sind
offenbar Potenzsummen in ¢?, und die Verschiebungsrandbedingungen enthalten stets einen Faktor
.

Die Grundidee der konsistenten Plattentheorie besteht nun darin, zunéchst anzunehmen, dass alle
L'in etwa die selbe Grofenordnung haben. (Diese Annahme werden wir noch diskutieren.) Wenn
man dann — motiviert durch die Kleinheit der Grofie ¢ << 1 — alle Summanden ignoriert, die einen
Faktor einer bestimmten Potenz von ¢? enthalten, so erhilt man ein endliches PDE-System zweiter
Ordnung in nur endlich vielen unbekannten Verschiebungskoeffizienten u!, mit einem endlichen Satz
von Randbedingungen. Obwohl dieser Ansatz intuitiv erscheint, betonen wir an dieser Stelle, dass es
keine mathematische Grundlage gibt (d.h. konkret: Dem Autor ist keine rigorose mathematische Her-
leitung bekannt), die uns garantieren wiirde, dass das Vernachlissigen von Summanden mit kleinen
Vorfaktoren im PDE-System auch zu kleinen Fehlern in der Losung des Systems fithrt. Man beachte,
dass das Vorgehen der konsistenten Plattentheorie von dem Vorgehen der Numerik partieller Dif-
ferentialgleichungen (Ritz-Galerkin-Verfahren) stark abweicht, so dass die Fehlerabschitzungen aus
diesem Gebiet der Mathematik hier nicht anwendbar sind. Man betrachtet dort Reihen bzw. Sum-
men zu einer endlichen Basis von Ansatzfunktionen. Wenn wir die Fourier-Reihen abbrechen wiirden,
wiirden wir in unserem Fall zwar nur endlich viele unbekannte Verschiebungskoeffizienten erhalten,
doch wir hétten weiterhin eine abzihlbare Menge an PDEs.

Quasi als ,,Ersatz“ fiir die formale Fehlerabschitzung werden wir aber in Abschnitt 8.2 zeigen,
dass die entstehende Plattentheorie fiir den Spezialfall des isotropen Materials dquivalent ist zu der
Theorie von R. Kienzler. Dieser zeigt in seiner Veroffentlichung Kienzler (2002), dass seine Theorie
wiederum #quivalent ist zu einigen anderen sehr gebrauchlichen Plattentheorien (z.B. Reissner, Mind-
lin, Brod), welche sich in der Praxis bewihrt haben. Dass heifit, sie erzielen in Experimenten gute
Ubereinstimmungen mit der Realitit. Da wir die Ideen der konsistenten Plattentheorie konsequent
weiterentwickeln, diirfen wir hoffen, dass auch unsere Theorie sich als praxistauglich erweisen wird.
Dabei handelt es sich natiirlich nur um ein Indiz fiir die Praxistauglichkeit der hier vorgestellten
Theorie, das die formale Fehlerabschétzung sicherlich nicht ersetzen kann.

Um zu motivieren, warum man annimmt, dass die Verschiebungskoeffizienten ui alle dieselbe

u

GroBlenordnung haben, rufen wir uns zunéchst wieder ins Gedéachtnis, dass die Basispolynome P
die Grofenordnung ¢! haben. Wenn wir also annehmen, dass die uﬁ alle dieselbe Groflienordnung
haben, so nehmen wir an, dass die Reihenglieder uiﬁl fiir wachsendes [ schnell (mit cl) sehr klein
werden. Dies entspricht auch den Erfahrungen der experimentell motivierten und erprobten klas-
sischen Plattentheorien. Auch anschaulich kann man diese Annahme motivieren, indem man sich
vorstellt, dass man einen senkrechten Strich an der Seite einer undeformierten Platte anzeichnet.
Wenn man die Platte deformiert, so wird der Strich nicht mehr senkrecht sein, aber immer noch in
guter Néherung durch eine lineare Funktion beschrieben werden. Anteile dritten oder gar fiinften
Polynomgrades wiirde man optisch wahrscheinlich nicht wahrnehmen. Dies motiviert die Annahme,
dass uéﬁl absolut gesehen grofler ist als uiﬁ?’ oder gar ugﬁ5

Wir werden in dieser Arbeit die Reihe (41) nach dem Summanden mit dem Faktor ¢* abbrechen.
Man spricht dann von einer Plattentheorie der zweiten Ordnung. Man erkennt an (41), dass fiir
k > 6 — I nur noch Summanden generiert werden, die den Faktor c® enthalten, womit & = 6 — [
als Summationsgrenze der Summe in k ausreichend ist fiir eine Plattentheorie zweiter Ordnung. Fiir
k = | = 3 generiert dann allerdings der erste Summand einen Term, der den Faktor ¢® enthiilt,
welcher natiirlich ebenfalls zu vernachlissigen ist. Die Reihe in (44) kann bei n = 2 — [ abgebrochen
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6 Das approximative 2D-Problem

werden. Fiir negative Summationsgrenzen vereinbaren wir dabei die Konvention, dass der Wert der
Summe generell Null ist. Um uns daran zu erinnern, dass wir die Gréflen, die mindestens den Faktor
% enthalten, vernachlissigt haben, fithren wir das Symbol +O(c®%) ein.

Fiir eine voll besetzte Elastizitdtsmatrix, also flir Aelotropie, erhalten wir bei Vernachlissigung
der GroéBen der Ordnung O(c%) ein Gleichungssystem der folgenden Form.

DL o | g | o | ul [l | [ o2 3] od]wd | ud]ud|ud|ud]od]ed]uf]od
01X | X | X |X | X | X X | X | X X | X | X
02| X | X | X | X |X|X X | X | X X | X | X
013X | X | X |X | X | X XX | X X | X | X
11X 1 X | X[ X | X | X[ X[ X| X[ X|X| X | XX | X|X|X|X
12X |1 X | X | X[ XXX XX X[ XXX X|X|X|X|X
13X |1 X | X[ X | X | X[ X[ X| X[ XXX | XX | X|X|X | X
211 X[ X[ X[ XX | X | X | X|X|X|X|X

2|2 XXX X | X[ X | XX X |X|X|X

213 XX | X X | X[ X | XX | X|X|X|X

31X |1 X X | X | X | X | X | X|X|X|X | X

312X I X | X | X | X | X | X | X|X|X|X|X

33X | X | X | X | X | X | X | X | X | X|X|X

411 XX | X | X | X | X

412 XX | X | X |X|X

413 XX | X | X | X | X

511X X | X | X | X | X

5121 X | X | X | X | X | X

503X | X | X | X|X | X

Ein X bedeutet, dass (41) fiir das entsprechende Paar (i,/) einen Summanden enthilt, der den
entsprechenden Verschiebungskoeffizienten als Faktor beinhaltet, welcher nicht 0 bzw. 0 4+ O(c) ist.
Setzen wir hingegen das Elastizitétsgesetz fiir Monotropie

[ Ey1 Ei2 Ei3 By 0 0
FEoy FEos FEoy 0 0
E33 Ezy 0 0
E = (45)
T S FEyy 0 0
Y Ess  Ese
i M. Fes |

ein, erkennen wir, dass sich das Problem in zwei Teilprobleme entkoppelt.

DL o | ud | o | ul [l || o2 3] d ] wd | ud]ud|ud|ud]od]od]of]od
0|1 X | X X X X
02| X | X X X X
03 X | X | X X | X X | X
111 X|X|X X|X|X X|X|X
112 X | X | X X | X | X X | X | X
113 X | X X | X | X X | X | X X
211 X| X | X X | X | X

2|2 X | X | X X | X | X

213 X | X X|X|X X

311 X | X | X X | X | X

312 X | X | X X | X | X

313 X | X X | X|X X

411 X | X | X

412 X|X|X

413 X | X X

511 X|X|X

5|2 X | X | X

513 X | X X

o1



6 Das approximative 2D-Problem

Die beiden Teilprobleme, namentlich das Scheiben- und das Plattenproblem, sind in den Tabellen 1
und 2 abgedruckt (vgl. auch A(2)). Aus Platzgriinden verwenden wir die Matrix (45) anstatt Matrix
(15) und teilen die Gleichungen in den Tabellen jeweils durch a?h. Monotropie ist auch fiir den
iiblichen Ansatz mittels Reihenentwicklungen beziiglich einer Basis aus Monomen das allgemeinste
Materialverhalten, welches zu einer Entkopplung zwischen Scheiben- und Plattenproblem fiihrt (siehe
Altenbach u. a., 1998, Abschnitt 5.1.4). Wie bereits erwéhnt, ist die hier beobachtete Entkopplung der
Grund fiir die Unterscheidung nach Belastungszustéinden, hier konkret zwischen Scheibe und Platte.
Die Losung fiir ein gemischt belastetes ebenes Fliachentragwerk kann berechnet werden, indem man
die Belastung in Scheiben- und Plattenanteile zerlegt und beide Probleme getrennt voneinander 16st.
Die Addition beider Losungen 16st schliefllich das Ursprungsproblem (Superpositionsprinzip).

Wir betrachten im Folgenden nur eines der beiden Probleme weiter: das Plattenproblem der Tabelle
2. Wie in der Plattentheorie iiblich, lassen wir im Folgenden nur noch Lastresultanten zu, die in
Richtung z wirken, d.h. wir nehmen an
Pl =0 fiir [ ungerade.

(2

Wie man anhand der Definitionen der Basispolynome und der Monome erkennt, welche fiir ungerades
[ jeweils nullpunktsymmetrisch sind, beschreiben die damit auf Null gesetzten Plattenbelastungen in
der Praxis weniger hiufig auftretende Belastungen durch Momente. Um Missversténdnissen vorzu-
beugen, sei an dieser Stelle noch einmal ausdriicklich erwéhnt, dass es sich bei den vernachléssigten
Groflen tatsdchlich um Plattenbelastungen handelt und nicht etwa um Scheibenbelastungen, wie man
meinen konnte, da ihre Wirkungslinien in der Ebene liegen. Vielmehr wird die Klassifizierung, die
besagt, dass Platten nur senkrecht zur Mittelebene belastet werden, nur dadurch richtig, dass man
besagte Groflen grundsétzlich aufgrund ihrer geringen Praxisrelevanz ignoriert.

Wir nehmen im Folgenden auflerdem an, dass alle Lastresultanten Pl-l aufgrund ihrer Definition die-
selbe Groflenordnung haben. Diese Annahme hatten wir schon am Ende von Abschnitt 5.3 motiviert.

Wenn wir mit den Gleichungen der Tabelle 2 nun ¢*(0, 3) + \/% a(gg’:) + %&2)} bilden, folgt

4P0
Lch 3= 0(cP).
Somit gilt dann generell
ac* P! 6
Vi e {1,2,3}Vi € Ny : ; ! =0(c),
womit insbesondere -
achP3 _ O(CG)

in (4,3) zu vernachlédssigen ist. Insgesamt fiihrt dies auf das Gleichungssystem der Tabelle 3. Das
PDE-System der Tabelle 3 stellt bereits die Feldgleichungen einer konsistenten Plattentheorie zweiter
Ordnung fiir ein homogen monotropes Material bereit. Die Modellierung der Feldgleichungen kénnte
an dieser Stelle also bereits als abgeschlossen betrachtet werden. Die Angabe eines PDE-Systems vie-
ler Unbekannter ist jedoch in der Plattentheorie sehr uniiblich. Klassische Plattentheorien sind PDEs
hoherer Ordnung (i.d.R. Ordnung 4) in nur ein oder zwei unabhéingigen Variablen. Eine Umstellung
unserer Theorie zu solch einer Form ist das Thema der folgenden Kapitel.
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7 Das approximative 2D-Problem in w

7 Das approximative 2D-Problem in w

7.1 Die Reduktion des approximativen 2D-Problems

Die klassische Kirchhoffsche Plattentheorie ist modelliert als eine Differentialgleichung vierter Ord-
nung in nur einer skalaren Variablen w,

KAAw = a®Py.

w ist dabei die verzerrungsfreie Absenkung eines Plattenquerschnittes in z-Richtung und entspricht
daher unserem ug. Die Dreiecksstruktur des PDE-Systems der Tabelle 3 legt nahe, dass es moglich
ist, durch sukzessives Einsetzen der Gleichungen ineinander auch unser System auf eine einzige Dif-
ferentialgleichung in ug zu reduzieren. Genauer gesagt handelt es sich dabei um eine sogenannte
Pseudoreduktion, da erst das System der einen Differentialgleichung in w mit allen Gleichungen, die
bei der Reduktion entstehen, welche die Verschiebungskoeffizienten in w = ug ausdriicken, wieder
dquivalent zum Ursprungssystem ist. Bei der Reduktion wollen wir die Approximationsgenauigkeit
des Differentialgleichungssystemes beibehalten (+O(c%)), so dass eine Plattentheorie zweiter Ordnung
in nur einer Variablen entsteht.

Natiirlich werden wir, um die Reduktion durchfiithren zu kénnen, hohere Regularitéiten der Ver-
schiebungskoeffizienten benétigen als H?(A). Generell nehmen wir in diesem Abschnitt an, dass alle
Verschiebungskoeffizienten so regulér wie nétig, also C°°(A) sind. Des weiteren nehmen wir an, dass
beim Differenzieren einer Gleichung die Groéflenordnung einer Gleichung erhalten bleibt, dass also
insbesondere gilt:

of

(6
f_O(C):E):ci

Diese Annahme ist aus technischer Sicht notwendig, um iiberhaupt eine Reduktion der gewiinschten
Form durchfithren zu kénnen. Die Frage, ob sie gerechtfertigt ist, wird uns in Kapitel 8 noch zu einer
FEinschrinkung der Annahme auf bestimmte Groéfien bewegen.

Zunéchst betrachten wir das Gleichungssystem aus den Gleichungen (5,1) und (5,2). Dividieren
wir durch den Vorfaktor v/33 / 3 k('jnnen wir das System als lineares Gleichungssystem fiir die Unbe-

—0(). (46)

oul
kannten ctui + ¢*53 und c*uj + ¢* v 3 auffassen:

|: FEge Esg :| c* ul + C48u3
Es¢  Ess Al + 6u3
~——_————

=:A

Il
7N
o o
"
+
N
L9
[ e
[«2 3>}
S—
~

Die Matrix E aus (45) ist symmetrisch positiv definit, womit insbesondere det ( ) # 0 gilt. Da sie die
Struktur einer Blockdiagonalmatrix hat, womit ihre Determinante das Produkt der Determinanten
der Blockmatrizen ist, gilt auch det(A) # 0. Somit kénnen wir das System durch Vormultiplikation
mit der Matrix A~! lésen und erhalten

4.1 46“3

duf =28 Lo, ey =244 o), (47)

y

Die Invertierbarkeit der Matrix A werden wir in diesem Abschnitt noch oft in analoger Weise benut-
zen, ohne jedes mal explizit die Gleichungen in Matrix-Vektor-Form anzugeben. Es sei an dieser Stelle
erwihnt, dass eine Division durch Potenzen von ¢ an dieser Stelle natiirlich nicht zweckdienlich ist,
da der Fehlerterm in der Differentialgleichung letztendlich die Ordnung O(c%) haben soll. (47) kénnen
wir nicht durch ¢? teilen, da der Fehlerterm die Ordnung O(c*) hitte. Somit kénnen wir (47) z.B. auch

o6



7 Das approximative 2D-Problem in w

nicht zum Einsetzen in (3,1) verwenden, da diese Gleichung c?u} und c?u} enthiilt. Somit behandeln
wir die Produkte unterschiedlicher Potenzen von ¢ mit derselben Variable formell wie unabhéngige
Variablen. Anders herum ist es aber natiirlich zulissig, eine Gleichung mit ¢? zu multiplizieren, wenn
man die dabei evtl. entstehenden Summanden der Ordnung O(c%) vernachlissigt. (47) kénnten wir
also theoretisch in ¢?(3,1) einsetzen, was uns jedoch keinen Nutzen bringt, da ¢2(3,1) offensichtlich
dquivalent ist zu (5,1).

Einsetzen der Gleichungen (47) in (4,3) liefert

1 0%ul 4 07U 10U
4,2 407u3
= E 2F Ess 0] 48
i \/51;33(1308:52* > 32)+ (). (48)
Die Division durch Fs3 ist dabei zuléssig, da E als symmetrisch positiv definite Matrix nur positive
Diagonalelemente haben kann. Dies folgt unmittelbar aus der Definition der positiven Definitheit fiir
die Einheitsvektoren: Vi € {1,2,...,6} : €! Ee; = E;; > 0. Durch Vormultiplikation von A~1 vor das
Gleichungssystem aus (3,1) und (3,2) und Einsetzen von (48) erhalten wir

8 0 E1364 83 O E34C 063280 E230433532
2 -0y oy 6
A= 4 Pul +2V3VTS = —2 — + O(c®), 49
oz ! t= E33 Fs3 Fs3 (") (49)
83’11,0 83 0 483’11,0
ol B3t 5 BEayct5=%  Eypct 503
2 4 3 xr°oy X y Y 6
c 3 4 R —|—2\[\fcu — -2 — + O(c). 50
8y 2 E33 E33 E33 ( ) ( )

Das System c?(1,1) und ¢?(1,2) lisst sich, bei Vernachlissigung der Groflen der Ordnung O(cf),

0
als lineares inhomogenes Gleichungssystem in den Variablen —62% — Pul — 1/3V/3V7c*u? und

0
—c? %1; —c u% —1/3 V37 c4u§ auffassen. Multiplikation mit der Inversen A1 ergibt nach Einsetzen

von (47) und (48)

3
37 Fut — 1/3V3V7ctut = ¢! ((((Er2 + 2 Eas) B3y — Er3Fo3 — 2 E34%) Es5 — 3 Esg (—E3Fs4
3l ) P3ul
+E2uFs3)) 2% 920, + ((3 EwuEs3 — 3 E13E3y) Ess — ((E12 + 2 Egy) Esg — E13E»3 — 2 E34%) Es) 9220y
93
+ ((E11Es3 — E13?) Bss — Esg (B1aE33 — E13E34)) Tg ((—Ea3E34 + EyuE33) Ess — Esg (—Ea3”
0%ul
+ B9 E33)) 5 33> /(- Es6” + Es5Fe) Es3) + O(c %), (51)
) 0
— 28&; — 6211% — 1/3 \/§\ﬁc4u% = -2 C4 (((3/2 E24E33 — 3/2 E23E34) EGG + ((—1/2 E12 — E44) E33
2 agug 2
+E34% 4+ 1/2 E13F>3) Fsg) 90,7 + (((Baa +1/2 Er2) Es3 — 1/2 E\3Es3 — E34”) Egg + 3/2 Esg
83u0 9310
(—FE14FBs3 + E34F13)) w7 9220y + ((1/2 Ey2E33 — 1/2 Ea3?) Eg + 1/2 Esg (Eo3Ess — E24E33)) W;
83
—1/2 ( 93 ) ((—E14E33 + E34F13) Egg + Esg (E11E33 — E132))> / (Es3 (Es6® — Es5Eeg)) + O(c).
(52)

Mit (49) und (51) stehen nun zwei Gleichungen fiir c?u} und c*u$ zur Verfiigung. Ebenso liefern (50)
und (52) zwei Gleichungen fiir c?ul und c*u3. Auflésen der Gleichungen ergibt

o7



7 Das approximative 2D-Problem in w

Fup = —6/5 <02 <—C2 (((2 Baa + Er2) B33 — 2 B34® — Eo3 (Erg + 1/6 Egg)) Ess

03ul
— 3 (—1/18 Ea3Es6 + FoyEss — Ea3Esy) Ese) 879;2
—3¢* ((EwuEss — (1/9 Egs + Er3) Esy) Ess
03ul
—1/3 Esg (—1/3 E34E56 + (2 Ega + Er2) Es3 — 2 E34®> — Ea3Er3)) Wgy
03u)
+ ¢ ((—E11E33 + E13 (E13 + 1/6 Egg)) Ess + (—1/6 E1gEsg + E14FEs3 — E34E13) Esg) W;’
2 2 & ug
— ¢ ((BEoE3s3 — Eo3E34) Ess — Ese (—Eas” + EagEss)) Erl
oul
+5/6 E33 <8953> (Esg® — E55E66)>> / (B33 (Es6* — EssEgg) ) + O(c®),
(53)
cul=2/5 (8 <c2 (—Es6*Esa + ((6 Ega + 3 E12) Es3 — 6 E3s® — 3 Es3Er3) Esg
O3
+ Fo6 (=9 E24E33 + E34 (9 Eg3 + E55))) 9207
+ 1/2 62 (—E562E13 + (18 FEi4F33 — 18 E34E13) FEsg
23ul
+ B ((—6 E1y — 12 Byg) E33 + 12 E34° + E13 (6 Ea3 + Ess))) a?agy
0%ul
+1/2¢* (—Es6” Eas+(—6 Ea3Esq+6 E24F33) Esg+ Egs (—6 EaaFsg+ Eo3 (6 Eaz+ Ess5))) ——
oy?
2 2 & ug
+ 3¢ ((—E13”° + E11E33) Esg — Ees (E14E33 — E34E13)) )
oul
-5/2 <8yg> Es3 (—EBsg® + E55E66)>> / (Es3 (—Es6® + Es5Ee6) ) + O(c°),
(54)
3
c4u§’ = 35 (\/g\ﬁc4 <(((2/3 Eyu+1/3FE15) Es3 —2/3 Fs4% — 1/3 Ea3 (Ees + E13)) Ess
P3ul
— Es6 (—1/3 EsgEos + FoyE33 — E34Fo3)) D2oy?
+ ((E1Es3 — (2/3 Egs + E13) Ess) Ess
03ul
—1/3 Esg (—2 Es6Ess + (E12 + 2 Eqa) E33 — E13E03 — 2 E34?)) 83:283y
03u)
+ ((1/3 En1E33 — 1/3 E13 (Eee + E13)) Ess — 1/3 Esg (—E13E56 — E13E34 + E14E33)) W;’

+1/3 ((—Es34E93 + Fa4Es3) Ess
3
3)) / ((=Es6* + Es5Egg) Es3) + O(c?),

— Bsg (—Eg3® + ExEs3)) Gyl
(55)
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7 Das approximative 2D-Problem in w

C4u% = 1/35 (\/g\/?C4 <((—3 EoyFE33+ 3 (2/3 Exs + E23) E34) FEeg

O3
+ B (—2 Eso B3a + (B2 + 2 Eag) Ess — E13Es3 — 2 E®)) 333(9;2

+ (((—E12 — 2 Ex) Es3 + 2 E34® + F13 (Eas + Es5)) Eee
O3l

— Es6”E13 + (—3 Er3Ess + 3 E14E33) Es) 9220y

03
+ ((—E2FE33 + Ea3 (E23 + Ess5)) Ege + Ese (—Es6F23 + EoaF33 — E34Ea3)) W;’
03u
+ ((E13E34 — E14E33) Egg + Esg (E11 B33 — E13?)) (%;’)) / (E33 (Ess” — Ess Egs)) + O(c°).
(56)

Nach Einsetzen von (48), (53), (54), (55) und (56) lisst sich nun Gleichung (2,3) zu
Vi5c*u3 + 3 ctuj

+ (90 E14Es5 + 90 E24 Eg6) Esy + 30 (2 Egg + En2) (Ess (E13 + 1/3 Ege) + E23Eeg)) Ess
+ (40 E34% +20 E3E»3) Es6? + 240 (1/2 E3® + E13E>3) FE34Es6
+ ((—40 Egg — 150 E13) Es5 — 150 Eg3Egg) E34°

O*ul
0x20y?
+ ((—20 Bs® E1q + (=120 B34 E14 + (=60 Egq — 30 E12) Er — 30 E11 Eg3) Ese
+ (30 Es5E11 + 30 Egg (2 Fy+ Elg)) Es34 +90 E4 ((E13 + 2/9 EGG) Ess + 1/3 E23E66)) FEs3
+ 40 B13E34F56” + 60 (E13E23 + 3 E34%) E13Esg

— 30 Ea3 (Ess (E1s + 2/3 Eeg) + Ea3Ees) Er3) ¢*

)
+ ((60 E4q + 30 Elg) FEss5 + 30 E22E66) FEsy 4+ 30 Eoy (E55 (E13 + 2/3 E66) +3 E23E66)> FEs3
+ 40 Eg3 E34E56” + 60 Egs (E13F03 + 3 E34?)

— 60 (E34”Es5 + Eas (Ess (E1s +2/3 Ees) + 2 Ea3Eg)) Ess) ¢* 920y

+ ((=5 Es6*E11 +(—30 E11 E34 — 30 E14Er3) Esg+30 B3y Fr4Fes + 30 Ess (E13+1/6 Egg) E11) Ess
0*ud
— 30 (—1/3 Er3Es6® — 2 E13Es6Ess + E34*Eg + Ess (Ers + 1/3 Egg) Ers) Eug) ¢ 61‘43

+ ((—5 Es6°Eas + (—30 B34 Fay — 30 Ea3 Eag) Esg + 30 B3y Esy Ess + 5 EggEag (6 Eos + Ess)) Esg

0*u?
— 10 Egs (— E23E56® — 6 By EsgEsa + 3 E34® Ess + EegEaz (3 Fog + Es5))) ¢! 8y43
0%u) 0% %9 PaP?
+5v5E33 ( V5E 3¢ 23 + 2VBE3? =3 + /5 Ey3c? 23 + 3 (Es5Ege
ox oxdy oy h
- E562)) / (Es3® (BssEge — Es6”)) + O(c%)
(57)
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7 Das approximative 2D-Problem in w

umschreiben. Die Gleichungen (1,1) und (1,2) lassen sich als inhomogenes Differentialgleichungssys-
tem fiir die Variablen %—Qﬁ +ut + 1/3V3V7cu} + 1/3/3v/11c* ] und %—“yg +ud +1/3V3V7ud +
1/3/3v11c* auffassen. Durch Vormultiplikation von A~! und Einsetzen von (57), (53) und (54)
(entsprechend differenziert) erhalten wir Gleichungen der Form

0 Py
% +ut +1/3V3V7u? +1/3V3V11cMS = DP (c4ug) +D? (czug) +D? <02‘1h3> +0(c%), (58)

0 2
801;3 +ud +1/3V3V7us +1/3V3V11cM S = D? (c4ug) +D? (cZUg) + D! (c2a§3> +0(c%), (59)
wobei D" jeweils einen (in (58) und (59) unterschiedlichen) linearen Differentialoperator der genauen
Ordnung n bezeichne, dessen Koeffizienten nur von Konstanten (€ R) sowie den Eintrigen von E
abhéngen. Das Auffiihren der Gleichungen halten wir an dieser Stelle nicht mehr fiir sinnvoll, da sie
sehr komplex und somit ohnehin kaum von Hand nachvollziehbar sind und kein wichtiges Endergebnis
darstellen. Bei Bedarf kann man die Gleichungen der angehéngten Mapledatei entnehmen (siehe A(3),
Gleichungen su_gl_11 und su_gl_12).

60
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7 Das approximative 2D-Problem in w

Unser urspriingliches Differentialgleichgungssystem lag in Tensor-Schreibweise vor, daher liegt die
Vermutung nahe, dass sich auch die Differentialgleichung in w wiederum in tensorieller Form angeben
lasst, welche stets den Vorteil hat, dass Koordinatentransformationen einfach durchzufiihren sind.
Dazu gehen wir wieder von Matrix (45) zu Matrix (15) iiber. In der Mapledatei A(4) liefern wir den
Nachweis, dass die Differentialgleichung die Darstellung

2 FE,.33
5¢? B3333 (E2323F1313 — E22313) (EapysE3333 — Eap3zEysas) <w -zt w,m>
5 E3333 o

+ 6¢* 308376 Fasys (B Fa33s — EpnssBuxss) (B Fssss — Esus3Eu933) Wonueuwo

1
= 5E3333 (Bags E1313 — Eggyg) — A <E3333P3 + \/ECQEam:%Pg?,ag) +0(c%) (60)

hat. Dabei ist €;;, der Levi-Cevita-Tensor, welcher fiir gerade Permutationen von (1,2,3) 1 ist, fir
ungerade Permutationen —1 und 0, falls mindestens zwei Indizes gleich sind. Also konkret

1 fir  (i,7,k) € {(1,2,3),(3,1,2),(2,3,1)}
ek =1< —1 fir (i,5,k) €{(1,3,2),(3,2,1),(2,1,3)}
0 sonst.

Multiplikation der obigen Gleichung mit ¢? ergibt
4 @ 2 p0 6
¢ (BapysE3333 — Eap33Frys33) Wapys = EES?’?’SC P37 4+ O(c°). (61)

Durch entsprechende Differentiation dieser Gleichung lésst sich einer der Summanden sechster Ord-
nung in w zu einem Summanden zweiter Ordnung in P:,? umschreiben.

5¢* Essss (Eas23E1313 — Eig13) (Eapys Es333 — EapssFrsss) w,apys
+ 66453&65376Ea373 (E,BnmE3333 - E,B’r)33ELFi33) (E6/LV19E3333 - E6y33E1/1933) W nukpvd

1 2
= 5E3333 (E2s303F1313 — E3g13) — N <E3333P3 + ¢®Fagss (\/gpgz + 5P:?> ) +0(c°). (62)
7aﬁ

Man beachte, dass es sich bei dieser Umformung um eine Aquivalenzumformung handelte, da aus
c%(62) ebenfalls wieder (61) folgt (vgl. hierzu auch A(7)).

Auch die Randbedingungen kénnen wir in w formulieren. Die Verschiebungsrandbedingungen des
Plattenproblems (38) der Ordnung zwei sind:

1 h/2a N
ug = h/ ugsP° dz,

—h/2a
1 h/2a -
c2ué = / U P dz,
h —h/2a
1 h/2a N
c4u§ = / ups P? dz.
h —h/2a

Alle weiteren Verschiebungsrandbedingugnen beziehen sich auf GréBen der Ordnung % oder gehéren
zum Scheibenproblem. Die GréBen w = u3, c?ul, c2ul und c*u? haben wir bereits wihrend der
Reduktion in w ausgedriickt. Somit kennen wir die Verschiebungsrandbedingungen in w ausgedriickt

schon und verzichten aus Platzgriinden auf eine erneute Angabe.
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7 Das approximative 2D-Problem in w

Wegen (43) gilt
Vi€ Nomit 1 >3: ml; =O0(c®) fa.i,j € {1,2,3}.
Das Plattenproblem in SchnittgréBen (36) lautet damit:
(0,3) : _mga,a = CLP30 + O(Cﬁ)’
1
(Lﬁ) : _amba,a + mgﬁ =0+ O(Cﬁ)v

1 1
(2,3) 1 ——3miga + Vhomyy = ac® P+ O(c),

1
( 7ﬂ) : \/gﬁmgﬂ + Cngﬂ =0+ 0(06)5
3): mly =0+ 0(),
1
B) : \/5?62771%5 +c'mis =04 0(c%),

—
[S2 SNV

wobei vor jeder Gleichung das zugehorige (1, 7) Indextupel angegeben wurde. Somit wissen wir, welche
Schnittgréflen zum Plattenproblem gehéren. Wegen

1 3.8 1 0,3 1
—?mgava +0(c%) B0~ 20 + 0(c%) @2 ——c2aP) + O(c)

\/5 3a,a \/5

folgt aus (2,3) sofort

1
V5
Die iibrigen Schnittgrofien lassen sich zunéichst mit (43) fiir eingesetzte Monotropie in den Verschie-
bungskoeffizienten ausdriicken. Konkret ist die Darstellung der iibrigen Schnittgrofien des Platten-
problems, die nicht von der Ordnung O(c%) sind:

1
—m}y = ac?
a

1
P? + 5P§’} +0(c%).

1 1
0 — oy, (ugﬁ Fub+ LVBVEU ¢ 3¢§mc4ug> L o),
1
mga = ha2C4Ea3,53 (ugﬁ + 3\/§\/5\ﬁu%> + 0(06),
mly = hac* (Bijagub g + Eijss [VBu3 + 33| ) +O() fiix (3,7) € {(1,1),(2,2), (3,3), (1,2), (2, 1)}

Achtung: Die Darstellung von milj gilt tatsdchlich auch nur fiir die angegebenen Indizes. Fiir Aelo-
tropie gilt ja nach (43)
m}j = hac? (Eijr/gu}nﬁ + Eijr3 [\/Suz + 302uﬂ> + O(c%),

daraus folgt nur die oben angegebene Formel fiir Monotropie, falls (7, j) ein Indextupel mit einer gera-
den Anzahl an Indizes gleich drei ist, also nur fiir die oben angegebenen Indextupel. Fiir genau diese
Indextupel gehort m}j auch zum Plattenproblem. md; = mi, und mi; = m}; sind Scheibengrofien.

Ein Abgleich der obigen Darstellung der Schnittgréfien mit den Gleichungen aus dem Reduktions-
prozess des Differentialgleichungssystems offenbart, dass wir bereits alle Gleichungen zur Verfiigung
gestellt haben, welche benétigt werden, um die Schnittgrofien in w auszudriicken. Konkret kann mga
mittels Einsetzen von (58) und (59); m3,, mittels Differentiation und Einsetzen von (48) und Einset-

zen von (55) und (56) und die PlattengroBen mz-lj mittels Differentiation und Einsetzen von (53) und
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7 Das approximative 2D-Problem in w

(54) und Einsetzen von (57) in w ausgedriickt werden. Wiederum verzichten wir aufgrund der Kom-
plexitdt der Ausdriicke auf eine exakte Angabe der Gleichungen und verweisen auf die Mapledatei
A(5). Die entstehenden Gleichungen haben die Form

m3, = 2D (w) + *D°(w) 4+ 2D (P3) 4+ O(c®),
1 _ 272 4 14 210/ p2 6
Mg = ¢"D*(w) + " D*(w) + c¢*D°(P§) + O(c”),
1
mly = —2a (VAP + 2RY) + O(&),
Mo = ¢! D*(w) + O(°),
wobei D™ jeweils wieder einen (bei jedem Vorkommen unterschiedlichen) linearen Differentialoperator

der genauen Ordnung n bezeichne. Mit diesen Gleichungen lassen sich schlieflich die Kraftrandbe-
dingungen des Plattenproblems (32) zweiter Ordnung

h/2a .
MY, Ne = a/ g3PY dz
—h/2a

1 h/2a R
fm/lgana = a/ gsP dz

a —h/2a

1 h/2a .
2m§ana = a/ g3P? dz

a —h/2a

in w schreiben.

Setzen wir die Verschiebungskoeffizienten dargestellt in w wieder in das Differentialgleichungssys-
tem der Tabelle 3 ein, so sind alle Gleichungen identisch erfiillt oder fithren auf Gleichungen, die
(62) impliziert. Dasselbe gilt, wenn wir die Schnittgrofien in w wieder in das Plattenproblem in den
SchnittgroBen einsetzen. (Die Nachweise erbringen wir in der Mapledatei A(6).) Somit haben wir
eine Modellierung des Plattenproblems zweiter Ordnung in nur einer PDE in der skalaren Gréfle w
gefunden. Im weiteren werden wir jedoch sehen, dass diese Modellierung unphysikalisch ist.

7.2 Die Ordnung der PDE in w

Fiir Monotropie ist (62) eine PDE sechster Ordnung. Man sieht schon an der Struktur des verbleiben-
den Terms sechster Ordnung, dass dieser sich nicht mittels (61) in den Lastresultanten P schreiben
lasst. Fiir ein einfacheres Materialverhalten kann dies aber durchaus anders sein. (62) ist eine PDE
der Form

2D*w + *Dbw = % (koP§ + D?P} + *D*PY) + O(c®),

und (61) ist von der Form

ket Diw = %C2k2P§] +0(c%),

wobei kg bis ko Konstanten sind und D* in beiden Gleichungen identisch ist. ¢*D%w kann also dann
in Ableitungen von P} geschrieben werden, wenn ein linearer Differentialoperator zweiter Ordnung
D? existiert, fiir den D2D* = DS gilt. Dann gilt ¢!DSw = D2c'D'w = £2¢2D?P) + O(cf). D?
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7 Das approximative 2D-Problem in w

existiert genau dann, wenn das lineare Gleichungssystem

i a4 0 0 7 b6
az a4 0 b5
as as a4 Co by
ap az ag a | =1 bs
ap ay az co b2
0 agp ai b1

| 0 0 ao | bo

eine Losung hat, wobei

- 9" 6% o - 0
Zz:% @i Ozt yd—i ) ; v D20y~ ) ZEZ% Ci Oxi0y2—

gelten soll. Falls ayq # 0 gilt, so hat die obere 3 x 3-Abschnittsmatrix vollen Rang, und der Vektor der
c-Konstanten, welcher das obere Teilsystem 16st, kann eindeutig mittels Vorwértseinsetzen bestimmt
werden. In diesem Fall existiert genau dann eine Losung des Gesamtsystems, wenn dieser Vektor
auch die iibrigen vier Gleichungen 16st. In der Mapledatei A(8) zeigen wir, dass dieses System fiir
Isotropie und transversal Isotropie eine Losung hat. In diesem Fall ist D? = kA fiir eine Konstante
k. Somit kann (62) dann als PDE vierter Ordnung in w geschrieben werden.

7.3 Vergleich mit anderen isotropen Plattentheorien

Fiir den Spezialfall isotropen Materials sollte unsere Plattentheorie mit den existenten Plattentheo-
rien {ibereinstimmen. Wenn wir Isotropie (in £ und v) in (62) einsetzen und alle Terme der Ordnung

¢* vernachliissigen, erhalten wir

Ec? a o 6
(vgl. A(8)). Um zu einer kompakteren Darstellung in Tabelle 3 zu gelangen, hatten wir alle Glei-
chungen durch a?h geteilt. Wenn wir dies nun riickgéingig machen und zudem die obige Gleichung

mit —1 multiplizieren, also insgesamt die obige Gleichung mit —a?h multiplizieren, erhalten wir

Eha?c?
1—0v2

AAw = P + O(cY).

Mit der Definition von ¢ gilt

En3 B Eha?c?
12(1—v2)  1-—p2’
wobei K die Plattenkonstante aus der klassischen Plattentheorie von Kirchhoff ist. Die hier auftre-
tende 12 erkldrt nun auch die etwas unintuitive Definition von ¢. Als Theorie erster Ordnung stimmt
unsere Differentialgleichung also mit der der klassischen Kirchhoff-Theorie iiberein.

Als Vergleichstheorie zweiter Ordnung wihlen wir die Plattentheorie von R. Kienzler. Diese wird
durch die zwei Differetialgleichungen

K =

2

KAAD =a® |P)+ ———
w=a [3+10(1_,/>

(5VA1532 —6(4+ V)AP;)?)] +0(cH) (63)

e (y? - 20%1;) =0+ 0(ch (64)
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8 Die schubweiche Modellierung

beschrieben. Fiir den Spezialfall der Isotropie wird (62) zu

2
KAAw = <P§) 2 N - [?(1/ —6)APY + \%Apgb +O(5) (65)
(vgl. A(8)). (65) und (63) sehen auffillig &hnlich aus. Dass sie exakt iibereinstimmen, kann man auf-
grund der unterschiedlichen Modellierungsansétze (Reihen in Monomen) nicht erwarten. Tatséchlich
werden wir in Abschnitt 8.2 zeigen, dass (65) und (63) sogar dquivalent sind. Unsere Theorie unter-
scheidet sich von der von R. Kienzler also durch das Fehlen der zweiten Gleichung.

Wenn wir ¢ analog zu der Theorie von R. Kienzler als

1 1
P = Ug1 —Ur2

definieren, erhalten wir fiir unsere Theorie fiir den Spezialfall der Isotropie mit den Gleichungen (53)
und (54)
AP =0+0(Pb) = 'Y =0+ 0(c®) = 'Ayp =0+ 0O(h).

c*1p = 0 (vgl. auch A(8)) entspricht der Annahme der Schubstarrheit der klassischen Plattentheorien.
Es ist bekannt, dass nur sehr diinne Platten in guter Naherung als schubstarr modelliert werden
konnen. Plattentheorien zweiter Ordnung werden hingegen in der Regel dann angewendet, wenn die
Dicke der Platte zu grof fiir eine schubstarre Modellierung ist. Eine Plattentheorie zweiter Ordnung,
welche c?1) = 0 impliziert, muss daher als unphysikalisch betrachtet werden.

Es sei an dieser Stelle noch einmal ausdriicklich erwdhnt, dass wir eine zuléssige Modellierung in
nur einer Variablen hergeleitet haben. Keine unserer Modellierungsannahmen wurde verletzt, und
durch Riickeinsetzen der Gleichungen haben wir gezeigt, dass die urspriinglichen Differentialglei-
chungssysteme gelost werden. Auch wenn man in den Arbeiten von R. Kienzler die zweite Gleichung
ignoriert, d.h durch ¢2¢) = 0+ O(cP) ersetzt, erhiilt man in diesem Sinne eine zulissige Modellierung.

Dies zeigt leider, dass die mathematisch gesehen naheliegendsten (da einfachsten) konsistente Mo-
dellierungen einer Plattentheorie zweiter Ordnung generell unphysikalisch zu sein scheinen. Wir wer-
den nur zu einer physikalischen Modellierung gelangen, in dem wir unser Modell durch eine zusétzliche
Annahme verkomplizieren. Dies ist sehr bedauerlich, da die zusétzlich benétigt Annahme zudem
ganz klar eine experimentell motivierte a-priori Annahme darstellt, welche die konsistenten Platten-
theorien eigentlich zu vermeiden suchen. Tatséchlich ist es ja auch moglich gewesen, die klassische
Kirchhoff-Theorie ohne eine einzige der klassischen drei Modellierungsannahmen der Plattentheori-
en herzuleiten. Diesem Anspruch kann man jedoch fiir die Herleitung einer Plattentheorie zweiter
Ordnung nicht mehr geniigen.

8 Die schubweiche Modellierung

8.1 Die Reduktion mit -Anteilen

Da sich unsere bestehende Modellierung als unphysikalisch erwies, suchen wir nun nach einer Model-
lierung in den zwei unabhéngigen Variablen w und . Die neue Modellierung muss dabei natiirlich
zuléssig bleiben, d.h. die Ursprungs-PDE-Systeme miissen von der Losung der vorgestellten Theorie
weiterhin gelost werden. Weiter sollte die neue Modellierung moglichst wenig von der bestehen-
den Modellierung abweichen und fiir den Spezialfall der Isotropie mit der Theorie von R. Kienzler
iibereinstimmen, was insbesondere heifft, dass wir nach einer schubweichen Plattentheorie zweiter
Ordnung suchen. Wir werden dabei die vorgenommen Anderungen durch eine a-priori-Annahme mo-
tivieren, welche wir aus bestehenden Plattentheorien ableiten. Konkret beziehen wir uns stets auf
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8 Die schubweiche Modellierung

die Plattentheorie von R. Kienzler, doch eine zu (64) dquivalente Gleichung findet sich auch in ande-
ren klassisch hergeleiteten Plattentheorien des Reissner-Typs. In der Mapledatei A(12) werden wir
schliellich zeigen, dass es sich bei unserer modifizierten Plattentheorie um eine zuléssige Modellierung
handelt. Die Aquivalenz zur Theorie von R. Kienzler zeigen wir dann im nichsten Abschnitt.

Die erwihnte a-proiri-Annahme ist eine Annahme an die Struktur der ¢-Anteile. Man weif}, dass
die Losungen der ¢¥-PDE Randeffekte der Platte beschreiben, welche exponentiell abklingen. Eine

Losung von (64) wire ja z.B.
\/51 \/El
eV 3 T + eV 3 Y

An der Gleichung ist zu erkennen, dass z.B. die zweite Ableitung nach x dieselbe Gréflenordnung hat
wie die Losung multipliziert mit ¢?. (64) impliziert auch direkt das A dieselbe GréBenordnung
wie 1 hat, ohne dass man etwas iiber die Struktur einer konkreten Lésung wissen muss. Wir nehmen
daher im Folgenden an, dass zweite Ableitungen von v sehr viel grofier sind als 1 selbst, dass also

D% >> 1)

gilt. Diese Annahme verletzt natiirlich die bisherige Modellierungsannahme, dass beim Differenzieren
einer Gleichung die GroBenordnung der Gleichung erhalten bleibt (46), welche wir zunéchst treffen
mussten, um das PDE-System iiberhaupt reduzieren zu kénnen. Wir werden also im Folgenden die
1-Anteile grundlegend anders behandeln miissen als andere Anteile.

Aus (47) kann zwar unmittelbar

ctp = 0(ch)
gefolgert werden. Mit der neuen Modellierungsannahme impliziert das jedoch nicht, dass c¢*Av) auch
zu vernachliissigen ist. (ctt) = O(c%) gilt {ibrigens auch in der Plattentheorie von R. Kienzler.) Um
eine Formel analog zu (64) zu erhalten, miissen deshalb nur die Reduktionsgleichungen (53) und (54)
veriandert werden. Diese miissen passende erste Ableitungen in ¢*¢ enthalten, damit eine Formel der

Struktur von (64) entsteht. (53) und (54) hatten wir aus dem System von c?(1,1), ¢2(1,2), (3,1) und
(3,2) gewonnen. Die Differenziation der Definition von 1) ergibt

Y1 = u%,ll - Uilz (66)
Yo = U%,m - U%,22- (67)

Somit kénnen wir t-Ableitungen erster Ordnung in den Gleichungen ¢?(1,1) und ¢?(1,2) erzeugen,
indem wir die folgenden Gleichungen einsetzen.

10%u] _ _048711) A 0*ul A 0?ul _ 6437771) A 0*ul (68)
Oy? Oy Oxdy OxOy Oy oy?’
0%ul oY 0%ul 0%ul oY 0%ul
407Uy 4 407U 4 07U 4 407Uy

_ a0y PN _ A% . 69

o2 T o T Oxdy ¢ Oxdy “ oz e Ox? (69)

Man beachte, dass wegen (47) jede der Gleichungen (68) und (69) auch ohne den Summanden in 9
gilt. Erste Ableitungen in 1) werden nach wie vor vernachlissigt (als O(c®) angenommen); aber welche
Anteile wir in den Gleichungen c(1,1) und ¢?(1,2) generieren, legt den nicht zu vernachlissigenden
c* D%y Anteil in (64) bzw. der analogen Gleichung in unserer Theorie fest. Konsequenterweise werden
wir dieselbe Manipulation, welche wir an den Gleichungen c(1,1) und ¢?(1,2) durchfiihren auch an
den Gleichungen (1,1) bzw (1,2) durchfiihren, wozu wir die Gleichungen (68) und (69) mit den
Vorfaktoren ¢? benutzen. Anders gesagt manipulieren wir eigentlich die Gleichungen (1,1) und (1,2)
und bilden aus den manipulierten Gleichungen dann c?(1,1) und c?(1,2), welche den viel gréBeren
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] u} | )
e 2E116x2.+62E44<)‘/“ 02E14%0+C?E)‘24387;2°
+202E14(91()J — Egge | +c* (B + Baa) 575, — Esoe
12 2E14a 5@ + C2E24(),, 2E44d ze+ 02E2288722°
+c* (B + E12) 5 (m)J — Esge|  +26*Epu 05,0 — Esse

Tabelle 4: Ausschnitt aus Tabelle 3

Finfluss auf den Reduktionsprozess haben. Den Reduktionsprozess fithren wir mit den geédnderten
Gleichungen vollkommen analog zum Abschnitt 7.1 durch.

In den Arbeiten von R. Kienzler wird neben ¢ (Rotation) noch die Grofe ¢ = uj ;+uj 5 (Divergenz)
eingefiihrt. Auflerdem fithrt man die entsprechenden Gréfien héherer Ordnung ein. Dies ist jedoch
nur fiir Isotropie zweckméfBig, da man in den Gleichungen, die der Tabelle 3 entsprechen, die Anteile
der Gleichungen in den Verschiebungskoeffizienten, die nicht den unteren Index drei haben, recht
gut in ¢ und 9 Anteile zerlegen kann. So zerlegt man beispielsweise auch den ui- und ul-Anteil in
c(1,1) und ¢?(1,2) in einen ¢- und einen 1-Anteil. Den - Anteil behandelt man dann mit der obigen
Argumentation als unabhéngige Variable, wihrend man fiir den -Anteil einsetzt. Fiir Monotropie
ist dieses Vorgehen nicht mdglich.

! —gt
ul 20Ul 1
2,22 1,12 2,11
! l
l ) l Y2 l

Upq1 7 Ugiz 7 —Upog

Das Diagramm soll folgendes illustrieren: Zur Generierung eines qbf2 Anteils benétigt man einen u12722
und einen passenden ulLlQ Anteil, was bedeutet, dass beide denselben Vorfaktor haben miissen. Anders
formuliert, ein u12722 Anteil kann in ull712 geschrieben werden durch Subtraktion eines gbfz Anteils, wobei
die zwei Ersatzanteile den Vorfaktor des urspriinglichen Anteils haben. Wenn die drei Grofien u12722,
ulLlQ und —ul2711 also in einer Gleichung auftreten und nicht denselben Vorfaktor haben, so besteht
keine Chance, die Gleichung nur in ¢f2 und —1/1’11 zu schreiben. Auch fiir Isotropie gelingt die Zerlegung
nicht vollstdndig, doch die entstehenden Gleichungen legen bei R. Kienzlers Theorie im Folgenden
nahe, wie eine generelle Entkopplung zwischen ¢- und 1-Anteilen zu erzielen ist (siehe Bose, 2004,
Tabelle 2). Bei Monotropie ist solch ein Vorgehen aufgrund der 13 unabhéngigen Materialkonstanten,
zwischen denen auch keine algebraischen Beziehungen bestehen, nicht durchfiihrbar.

Wir haben daher zunéchst keinen Anhaltspunkt, welche 1-Anteile wir mittels (68) und (69) in
c?(1,1) und c*(1,2) bzw. (1,1) und (1,2) erzeugen sollen. Am naheliegendsten erscheint es, mittels
(68) und (69) die orange bzw. blau markierten Anteile entweder komplett in u} oder u} auszu-
driicken, oder sie wie gehabt beizubehalten ohne Substitutionen vorzunehmen, was bereits 3* = 81
Moglichkeiten ergibt. Natiirlich kénnte man fiir die farblich markierten Terme in einer Gleichung
auch beide Substitutionen durchfiihren, was aufgrund der unterschiedlichen Vorfaktoren von u3 und
ui auch zu ¥-Anteilen fithren wiirde, obwohl die eingesetzten Substitutionen invers zueinander sind.
Auch anteilige Substitutionen (man iiberfiihrt beispielsweise nur aul mit o € [0, 1]) wiren denkbar.
Die hier betrachteten naheliegendsten Moéglichkeiten liefern jedoch schon einen geeigneten Kandida-
ten fiir eine monotrope Plattentheorie.

Die Untersuchungen in der Mapledatei A(9) zeigen, dass wir nur eine Modellierung erhalten, die
fiir Isotropie mit der Modellierung von R. Kienzler iibereinstimmt, falls wir den orangen Term (vgl.

Tabelle 4) in Gleichung ¢?(1,1) in c¢*ud ausdriicken und den blauen Term in Gleichung ¢?(1,2) in c*ul
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ausdriicken. Somit ist klar, wie mit diesen Termen zu verfahren ist. Auch die oben erwihnten antei-
ligen oder doppelten Substitutionen fiir diese zwei Terme wiirden nicht auf Modellierungen fiihren,
welche fiir Isotropie mit der Theorie von R. Kienzler iibereinstimmen. (Man beachte dazu, dass je-
de Substitution einen additiven -Anteil zu den Gleichungen des Abschnittes 7.1 generiert, welcher
denselben Vorfaktor wie der substituierte Term hat.) Der blaue Term in der Gleichung ¢?(1,1) bzw.
(1,1) und der orange Term in Gleichung c?(1,2) bzw. (1,2) erzeugen jedoch aufgrund der Vorfaktoren
jeweils additive ¥-Anteile, welche bereits fiir Orthotropie und somit insbesondere fiir Isotropie Null
sind. Daher liefern alle bestehenden Plattentheorien (die hochstens orthotropes Material modellieren)
keinerlei Anhaltspunkte, welche Substitutionen durchzufiihren sind. Bemerkenswert ist jedoch, dass
fiir alle Substitutionen, die diese Terme betreffen, der Differentialoperator ¢* D% in (70) ungleich dem
Differentialoperator ¢*D*w in (71) ist. Diese Kopplungssymmetrie halten bestehende Plattentheori-
en ein. Falls sich die Symmetrie aus einem physikalischen Grundsatz ableiten lésst, so wére daher
klar, dass fiir diese Terme keine Substitutionen durchzufiihren sind. Es wire jedoch auch vorstellbar,
dass diese Symmetrie eben nur fiir Materialverhalten bis zur Orthotropie gilt. Wir entscheiden uns
an dieser Stelle dazu, fiir die betreffenden Terme keine Substitutionen durchzufithren, um die na-
heliegendste, da einfachste Theorie zu erhalten. Dass dies keine physikalisch korrekte Modellierung
erzeugen muss, haben wir bereits im vorherigen Abschnitt gesehen. Die physikalische Korrektheit
kann nur experimentell nachgewiesen werden, was im Rahmen dieser Arbeit nicht moglich ist. Stellt
man physikalisch unkorrektes Verhalten fiir die hier vorgestellte Theorie fiir einen monotropen Werk-
stoff fest, so muss die Theorie mittels der nicht betrachteten Substitutionsmoglichkeiten erweitert
werden.

Bei einem Reduktionsprozess analog zu dem des Abschnittes 7.1 entstehen die folgenden additiven
1-Anteile:

, P (E55@%1/1 + E56%¢>
Jau 5 Es5Eg6 — 5 Esg”
, P <E568%¢ + (£9) EBG)
5 Es5Ees — 5 Fsg”
V3VTEuc <E553%¢ + E563%¢>

c u% = [c uQ]alt + 6¢

43 4.3
cuy = |cu +
i = [ctui] —35 Fs62 + 35 Es5 e
‘s A \/§\/7E44C4 <E56%1/1 + (%1/1) EGG)
C Uy = [C u2]alt - _ 2
35 E56” 4 35 E55F66
Vi5cud 4 3 ctuj = {\/502143 + 3c4u§} + 6642E44 <(—E56E13 + Fg6 E34) ﬁw
alt  5F33 (—E56 + E55E66) Oz?

0? 92
+ (= Es5F13 + Ege E23) axaylb + (Ba3Esg — Es5E34) 8y2w>

Die Gleichungen fiir 88—1;% +ud +1/3V3V7u? + 1/3/3V11c*u] und %—L;g +ud + 1/3V3V7u3 +
1/31/3v/11c*u3 dndern sich aufgrund der Substitution in den Gleichungen (1,1) und (1,2) auch im
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c4D5ug Anteil. Die entstehenden additiven Anteile sind von der Form

ol [ 9ul ]
% +ul 4+ 1/3V3VTEWS + 1/3 V3Vl = % +ul +1/3 V37D + 1/3 V3V
T L 0T dalt
+ DU + A D3y + 2Dy,
ol [ 0ul ]
% b 4 1/3V3VTRES +1/3V3V 1S = % b 4+ 1/3V3VTRS +1/3 V3V
Yy L OY dalt

= DUl + D3 4 D,

Wir verweisen aufgrund der Komplexitit der Gleichungen an dieser Stelle abermals auf die Mapleda-

tei A(9). Die gesinderten ¢* D3u3-Anteile oben beeinflussen beim Einsetzen in (0,3) jedoch nicht die

Differentialoperatoren in ug = w in der Hauptdifferentialgleichung, wohl aber die Differentialopera-

toren in w in den Schnitttgréfen mga. Es ergibt sich somit eine Modellierung in den zwei gekoppelten
Differentialgleichungen

5¢® Bs333 (E2s23E1313 — E22313) (EapysE3333 — Eap3sEys33) Wa8ys
+ 6c* 3058376 Fasys (EgpnE3333 — Epn3aBuxss) (BsuwoEs333 — Esu33E0933) W oo
— 6¢* E1212F33338303 Basy3 (EsnupEazss — EsnzsE.p33) ¥ snuy

1 2
= 5E3333 (Ba323F1313 — Esg13) + ; <E3333P3 + 2 E,p33 (\/51332 + 5P§’> ) +0(c%), (70)
7aﬁ

5¢? Ess33 (Easa3B1313 — E3g13) ¥
+ 6¢'e305Ea3v3 (EsnsEa3ss — EsyssEupss) Wenny
— 6" F1212E3333 Ea33¥
=0+ 0(c?) (71)

(vgl. A(10)). Der Kopplungsdifferentialoperator ist fiir Isotropie und transversal Isotropie identisch
Null. Das Testen der Losung sowie die Angabe der Schnittgréfien in w und 1, welche insbesondere
auch fiir die Formulierung der Randbedingungen erforderlich sind, erfolgt aufgrund der Komplexitét
nur in der Mapledatei A(11) und A(12). Die entstehenden Schnittgrofien sind von der Form

Mo = D (w) + D' (¢) + ¢'D°(w) + ¢'D*(y) + 2D (P}) + O(c%),
mpy = *D*(w) + ' DY (w) + ' D* () + D°(PF) + O(cP),
1

mly = —2a*(VBE P} + 2P) + 0(),

m3, = c*D3(w) + O(cb).
Man beachte dabei, das m3, auch einen ¢*D'(¢)) Anteil enthilt, welcher von der Ordnung O(c%) ist,
aber bei Differenziation der Schnittgréfle beachtet werden muss.
8.2 Die Aquivalenz zu bestehenden Plattentheorien fiir Isotropie

In diesem Abschnitt wollen wir die Aquivalenz unserer Plattentheorie fiir den Spezialfall der Isotropie
zur Plattentheorie von R. Kienzler nachweisen. Die Gréflen der Theorie von R. Kienzler wollen wir
dabei grundsitzlich mit einer Schlangenlinie kennzeichnen. Das Vorgehen wird dabei wie folgt sein:
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8 Die schubweiche Modellierung

Wir werden nur aus den Definitionen der Grélen beider Plattentheorien Beziehungen herleiten, mit
denen wir die Grofien w, v, Pg? und P32 unserer Plattentheorie und damit auch die zwei Differentialglei-
chungen unserer Theorie in den Grofien der Plattentheorie von R. Kienzler schreiben kénnen. Diese
Groflien werden dabei jedoch auch solche sein, welche in der Plattentheorie von R. Kienzler durch
den Reduktionsprozess eliminiert worden sind, so dass innerhalb der Plattentheorie von R. Kienzler
nachzuweisen ist, dass die Gleichungen dquivalent zu den finalen zwei Differentialgleichungen dieser

Plattentheorie sind.

In den Arbeiten von R. Kienzler werden Reihendarstellungen beziiglich einer Basis aus Monomen

benutzt.

ui($7 Y, Z) = Z ﬁi(x, y)’zl
1=0
(siehe Bose, 2004, Gleichung 3.2). Damit gilt generell fiir ein r € Ny
1 N a -] I4r
7 (Wir 2") 1y (—hy2a,h20) = 7 Zuz z7 dz

_a i il l+3+1 (\/gc)HH_l fiir [+ r gerade
h ¢ 0 sonst

> I+ ..
_ Z ﬁi l+71,+1 ( 30) " fiir [+ gerade
0 sonst
und da P? = 20 =1 gilt, folgt fiir r =0

[e.e]

3m

0 Satz39 1 o2m ~2
w=1uz = n (us, 1)L2(—h/2a,h/2a) = Z om + 10 "az™.
m=0
Nach (Bose, 2004, Gleichung 3.50) gilt in R. Kienzlers Theorie
4~ v ~
C U% = C4mAw + O(Cﬁ).

Somit gilt mit (74)

2, _ 2~ 4V ~ 6
cw=cw+c 2(1_V)Aw+0(c ).

Die Lastresultanten werden in R. Kienzlers Theorie zweischrittig mittels

h/2 M\' /h ~n\' [-h
Vi e Ny : ﬁé = /h/2 §§f3(§) dés + <2) g3 (2> + <2> g3 <2>

h/2a A\ h —h\! —h

L1 l l
= dz + — |+ — —
a/h/Qaang(x) =rd <2a) & <2a> “ <2a> 95 <2a

)

h/2a l o l -
o[ (3 n (5) () » (52))

und
I+1 75

. pl._
Vi€ No: Pyi= \/gz alcl

71
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eingefithrt (vgl. Bose, 2004, Gleichung 3.35 und 3.36). Jedes unserer Basispolynome hat eine Dar-
stellung beziiglich der Basis aus Monomen. Da weiter das [-te Basispolynom gerade den Grad [ hat,
gilt

l
Vi e Ny : ﬁé = Zakzk
k=0

fiir jeweils eindeutig bestimmte [+ 1 Koeffizienten 042 € R. Mit unserer Definition der Lastresultanten

(37) gilt daher

o R ) R

l a
() () o () G e L]

1 1
SN R L
k=0

kO

1
WGMz%:g

Konkret gilt wegen

—Vb 5
8 10%2 5 02,04%:0,@%:\;
(vergleiche Seite 30) zum Beispiel
RI-F. P =Y (R-RY). (76)
Unsere Theorie liefert fiir Isotropie die Differentialgleichung
KAAw=a® (PO —C 2 —6)APY + AP2| ) + 0 (77)

Multiplikation mit ¢ liefert
CKAAw = a3 PY + O(c°).
Dies impliziert mit (75) und (76)
CKAAD = aP) + O(c5)
(vgl. auch Bose, 2004, Gleichung 3.59) / (auch (79) impliziert diese Gleichung), was wiederum
CEKAAAD = a>EAPY + O(°) (78)

impliziert. Man beachte hierbei, dass beide Theorien die Modellierungsannahme (46) fiir alle Grofien
auBer ¢ (bzw. 9! s.u.) benutzen. Wenn wir beachten, dass K einen Faktor ¢ enthilt, gilt somit

KAAw(E)K{A&WwQVAAm4+O@%
2(1-v)
(7_8) ~ 32 V 50 6
= KAAw+aCmAP3+O(C)
(77)

. c? 2 v .

(E)agG?+1f”[?V_®A@+\%A< C%—é9>

|G

) +0(cb).
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Auflésen nach w ergibt dann
2

KAAG = a® [P+ ———
w=a [3+10(1—y)

(5qu5§ —6(4+ V)A]—:’;?)} +0(c), (79)
welches die entsprechende Differentialgleichung der Plattentheorie von R. Kienzler ist (vgl. Bose,
2004, Gleichung 3.60). Wir haben somit gezeigt, dass die Differentialgleichung (77) &quivalent zu
(79) ist.

Da P! = 2! = 2 gilt, folgt mit (73) fiir r = 1

sonst

00 I+1
L Satz39 1 1 \/3 fir [ ungerade
Uy 2h (u“ ) La(—=h/2a,h/2a) — 722 { ( )

1=0

e 3m+1 ) o
— m ~ 21
N Z om+3° i (80)

m=0

Mit den Definitionen ¢* := —u]f’Q + ué:l bzw. PF 1= —zllfz + &é”’l gilt (nach Bose, 2004, Formel 3.64)
3 = —%czzﬁl +0(c%), (81)

und damit mit Differenziation von (80) (Die Gleichung gilt exakt.)

A = APt = APt + 2641[}3 + 0(c%) = %o%l +0(ch). (82)
Nach (Bose, 2004, Tabelle (IV)(a) mit ¢ multipliziert) gilt

A — AN + 3¢t — §C6A1/;3 =0+ 0(c).
Mittels Einsetzen von (81) und (84) folgt daraus
SAY = 0(cH),

was uns zeigt, dass diese Groe in der Theorie von R. Kienzler zu vernachléssigen ist. Aus Differen-
ziation von (80) folgt damit sofort

AAPL = AAPT + O(cP). (83)
Man beachte, dass (83) nicht durch Multiplikation mit ¢ und Anwenden des A-Operators auf (82)

gefolgert werden kann, da fiir ¢ die Modellierungsannahme (46) nicht gilt. Wegen (82) und (83) sind
daher unsere zweite Differentialgleichung fiir den Spezialfall der Isotropie

6
c? <w — 502&/}) =0+ O(c
und die zweite Differentialgleichung der Theorie von R. Kienzler (vgl. Bose, 2004, Gleichung 3.65)
-3 -
c? (w - 202Aw> =0+ 0(c% (84)

dquivalent.
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9 Vergleich eines isotropen und eines orthotropen Materials

Besonders aus ingenieurwissenschaftlicher Sicht stellt sich die Frage, wie sehr Berechnungen mittels
der hier vorgestellten Theorie von den wesentlich einfacher durchzufithrenden Berechnungen mittels
einer isotropen Theorie abweichen. Leider blieb im Rahmen der Diplomarbeit keine Zeit mehr fiir
eine Beispielrechnung. Wir wollen jedoch zumindest fiir drei Materialien (ein orthotropes und zwei
isotrope Vergleichsmaterialien) die entstehenden Koeffizienten der Differentialgleichungen (70) und
(71) numerisch auswerten und miteinander vergleichen.

Bei dem orthotropen Material handelt es sich um einen durch ein Gelege aus Textilfasern verstérkten
Feinbeton (Textilbeton), den wir mit dem unverstérkten isotropen Feinbeton sowie dem isotrop ho-
mogenisierten Textilbeton vergleichen wollen. Eine aufwendige Homogenisierungsbetrachtung des
Textilbetons wiirde den Rahmen der Arbeit sprengen. Wir verwenden daher das einfachste aller Ho-
mogenisierungsmodelle, indem wir schlicht jeweils das arithmetische Mittel der Elastizitdtsmodule
und Querkontraktionszahlen bilden, um ein homogenisiertes isotropes Material zu erhalten. Dieses
Verfahren wird in der ingenieurwissenschaftlichen Praxis durchaus angewendet. Der unverstérkte
Feinbeton hingegen ist sicherlich ein denkbar ungiinstiges Ersatzmodell fiir den Textilbeton. Er dient
in diesem Vergleich dazu, die auftretenden relativen Fehler in den Koeffizienten der Differentialglei-
chung, die entstehen wenn man statt einer orthotropen Rechnung eine isotrope Rechnung durchfiihrt,
in Relation zu setzen.

Wir hatten bereits im Abschnitt 2.3 die Struktur der Elastizitdtsmatrix fiir Orthotropie erwéhnt.
In der TM ist eine Angabe der Elastizitdtsmatrix in den Ingenieurparametern E;, G;;, und v;; iiblich.
E; ist dabei der Elastizitdtsmodul in Richtung ¢ bei Zug in Richtung ¢. G; ist der Schubmodul in
der (i, j)-Ebene, und v;; ist die Querkontraktionszahl fiir die Richtung j bei Zug in Richtung i. Die
FElastizitdtsmatrix hat dann die Form

[ (1 — vo3v32) Bro™t (v12 +vi3v31) Bro™ (113 +viaver) B1o™t 0 0 0
(1 —v13v31) Eao™t  (vo3 +113131) B0t 0 0 0
b (1—vpva)Eze™ 0 0 0 |
- S Gia O 0
Y Gaz O
M. Gi3

wobei ¢ =1 — V12V91 — V93V32 — V/13V31 — 2 V9113132 ist (siehe Altenbach u. a., 1998, AbSChnitt 511)
Bei den Schubmodulen ist die Reihenfolge der Indizes vertauschbar. Es gilt

G12 = G21, Ga3 = G32, und G31 = G13.

Fiir die Querkontraktionszahlen hingegen ist die Reihenfolge der Indizes zu beachten (v;; # vj;), so
dass es sechs (i # j) Querkontraktionszahlen gibt, die aber aufgrund der Beziehungen

vi2Eo 5 Vo33 v31Eq

32 — 13 —
B Ey E;

21 =

nicht unabhingig voneinander sind. Wir verwenden dabei fiir den Textilbeton die Elastizitdtsmodule
By = 28858 N/mm?, Ey = 19242 N/mm? und F3 = 27390 N/mm?, die Schubmodule G2 =
11786 N/mm?, Gz = 11972 N/mm? und Gog = 11714 N/mm? und die Querkontraktionszah-
len v = 0,22, o3 = 0,12 und wv3; = 0,18. Die Parameter sind in Matheas (2006) aus einer
Homogenisierungsbetrachtung fiir eine durch ein Gelege aus Textilfasern verstidrkte Betonmatrix
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9 Vergleich eines isotropen und eines orthotropen Materials

hergeleitet worden. Genauer: ,Das [...] Gelege besteht aus 4 Lagen Einzelgelege mit der Bezeich-
nung NWM3-020-00, das wiederum jeweils aus NEG-ARG620-01-Fasern im Abstand von 3,6 mm
in Belastungsrichtung (Anm.: x;-Richtung) und NEG-ARG310-01-Fasern im Abstand von 7,2mm
senkrecht zur Belastungsrichtung besteht. Fiir den Betongrundkorper wurde ein isotropes Material
mit £ = 25000 N/mm?, v = 0,2 verwendet“ (aus Matheas, 2006, S. 130). Es ergibt sich damit fiir
den Textilbeton die Elastizitdtsmatrix

[ 31282 8116 7087 0 0 0
8116 20568 4923 0 0 0
7087 4923 29334 0 0 0 N
£~ 0 0 0 11786 0 0 | mm¥
0 0 0 0 11714 0
0 0 0 0 0 11972 |
wahrend sich fiir den unverstéirkten Beton die Elastizitdtsmatrix
[ 27778 6944 6944 0 0 0 ]
6944 27778 6944 0 0 0
6944 6944 27778 0 0 0 N
L~ 0 0 0 10417 0 0 mm?
0 0 0 0 10417 0
0 0 0 0 0 10417 |

ergibt. Fiir den jeweils durch Bilden des arithmetischen Mittels der Elastizitdtsmodule und Querkon-
traktionszahlen isotrop homogenisierten Textilbeton ergeben sich die Materialparameter

o @ = 951683 o v= 2 =017,
und die zugehorige Elastizitdtsmatrix ist
[ 27136 5690 5690 0 0 0 |
5690 27136 5690 0 0 0
5690 5690 27136 0 0 0 N
£~ 0 0 0 10723 0 0 | mm*
0 0 0 0 10723 0
0 0 0 0 0 10723 |

Wir haben dabei die Matrixeintrage auf ganze Zahlen gerundet. Zur Aufstellung der Differential-
gleichungen benutzen wir allerdings die exakten Matrizen. Wir hatten uns bereits in Abschnitt 7.2
iiberlegt, dass man (70) fiir Isotropie als Differentialgleichung vierter Ordnung schreiben kann. Da
dies jedoch fiir Orthotropie nicht mehr moglich ist, entschlieen wir uns an dieser Stelle, die Diffe-
rentialgleichungen sechster Ordnung miteinander zu vergleichen, in denen keinerlei Substitutionen
durchgefithrt wurden, um Terme in w in rechten Seiten auszudriicken. Wir vergleichen also (71) und
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die PDE die entsteht, wenn man in (70) den Term mit zweiten Ableitungen in P mittels (61) wieder
in einen Term sechster Ordnung in w iiberfiihrt (analog zu (60)). Diese PDE teilen wir zur Normie-
rung durch den Vorfaktor von $Pf, wihrend wir (71) durch den Vorfaktor von ¢*3 teilen, so dass
wir also Gleichungen der Formen

4 4 4 4 2
Zaz J:’E)yﬁ ite Zz':o bi Oxi Oyt te Zz':o “ ozioyt—t  h <P3 Z f@:z:l({)y (85)

=0

und
24h

CQ’[)+C42618 ?82 i 4Zfl zay4 1: (86)
miteinander vergleichen. Die Koeffizienten berechnen wir dabei in Maple (siehe A(13)) jeweils symbo-
lisch und iiberfithren sie nur der Ubersichtlichkeit halber letztendlich in Gleitpunktzahlen. Nur dabei
wird gerundet; die Berechnung der Koeffizienten ist nicht von Rundungsfehlern behaftet (keine Feh-
lerfortpflanzung). Um die Koeffizienten besser miteinander vergleichen zu kénnen, berechnen wir au-
Berdem jeweils den relativen Fehler im Koeffizienten, der entsteht, wenn man statt einer orthotropen
Rechnung eine isotrope Rechnung durchfiihrt. Konkret berechnen wir also fiir jeden Koeffizienten k:

rel. Fehlerk _ kOrthotropie - kISOtI'Opie .

k Orthotropie

Betrachten wir zunéichst die Fehler bei einer Rechnung mit dem unverstérkten Feinbeton: Die Fehler
in der unten stehenden Tabelle (Tabelle 5 ohne die letzten zwei Spalten) sind insgesamt viel zu
grofl. In (85) sind aufgrund ihrer Grée und aufgrund des ¢ Vorfaktors sicherlich die Koeffizienten
b; dominant, deren relativer Fehler bis zu 32% erreicht. Die rechten Seiten erreichen sogar einen
relativen Fehler von bis zu 49%, und die Terme sechster Ordnung weichen gar um bis zu 96% ab. Bei
den Koeffizienten, die die Kopplung der PDEs beschreiben (¢; und f;), sind die relativen Fehler von
1 natiirlich nicht iiberraschend, da die Differentialgleichungen fiir Isotropie entkoppelt sind. Die fiir
Orthotropie zu (86) hinzukommenden Summanden in vierten Ableitungen in w sind von derselben
Groflenordnung wie die Summanden in zweiten Ableitungen in ¢ und werden daher die Berechnungen
mafigeblich beeinflussen. Selbst der kleinste auftretende relative Fehler von 0,6% ist noch zu grof,
um ihn ignorieren zu kénnen. Dies mag insgesamt wenig iiberraschend sein, da die Verstarkung des
Textilbetons ja gerade dazu dient, die Materialparameter zu &ndern, was sich natiirlich auch in den
Koeffizienten der PDE niederschlagt.

Nun Betrachten wir zum Vergleich die relativen Fehler bei einer Rechnung mit homogenisiertem
Textilbeton: Die Koeffizienten und Fehler sind in den letzten zwei Spalten von Tabelle 5 abgedruckt.
Es zeigt sich, dass die Groflenordnungen der Fehler unverdndert gegeniiber dem Vergleich mit un-
verstirktem Feinbeton sind. Die Fehler zeigen lediglich eine leichte Tendenz, sich gleichméfiger zu
verteilen. So sinkt der relative Fehler in ag, welcher der grofite unter allen Koeffizienten a; ist, von
96% auf 89%, wahrend sich der von ag von 11% auf 14% erhoht. Starker ausgeprigt ist dieser Effekt
bei dy und ds. So sinkt der relative Fehler in dy von 49% auf 25%, wihrend der relative Fehler in ds
von 3% auf 13% steigt. Generell sind die Fehler aber weiterhin vollig unakzeptabel.

Die Ergebnisse lassen also vermuten, dass eine isotrope Berechnung keine Riickschliisse auf das
Verhalten des orthotropen Materials zuldsst. Unsere Plattentheorie weicht fiir komplexe Materialm-
odelle und Materialien mit ausgeprigter Anisotropie signifikant von einer isotropen Theorie ab. Fiir
Berechnungen in der Praxis ist eine Plattentheorie, welche komplexe Materialverhalten modelliert,
also notwendig.
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Textilbeton Feinbeton | relativer | E, v Mittel | relativer
(Orthotropie) || (Isotropie) | Fehler (Isotropie) | Fehler
Njmr®] | [Nme] || Nl | ]
ao 38601 75521 0.96 73142 0.89
al 0 0 0 0 0
as 210597 226563 0.08 219426 0.04
as 0 0 0 0 0
a4 268203 226563 0.16 219426 0.18
as 0 0 0 0 0
ae 84785 75521 0.11 73142 0.14
bo 19742 26042 0.32 25943 0.31
b1 0 0 0 0 0
bo 60998 52083 0.15 51886 0.15
bs 0 0 0 0 0
by 29570 26042 0.12 25943 0.12
o 0 0 0 0 0
c1 12194 0 1 0 1
c2 0 0 0 0 0
c3 -1891 0 1 0 1
c4 0 0 0 0 0
] 1 ] 1 1
do 0.16781 0.25 0.49 0.20968 0.25
dy 0 0 0 0 0
d 0.24161 0.25 0.03 0.20968 0.13
() -1.1814 -1.2 0.02 -1.2 0.02
el 0 0 0 0 0
€2 -1.2074 -1.2 0.01 -1.2 0.01
%o 0 0 0 0 0
i -1.0346 0 1 0 1
o 0 0 0 0 0
f3 0.16045 0 1 0 1
f1 0 0 0 0 0

Tabelle 5: Koeffizienten der Differentialgleichungen (85) und (86)

77



10 Zusammenfassung und Ausblicke

10 Zusammenfassung und Ausblicke

In dieser Arbeit haben wir das dreidimensionale schwache Problem der Elastostatik fiir ein beliebi-
ges linear elastisches Material in dquivalente (exakte) zweidimensionale Probleme iiberfiihrt. Dieses
geschah mittels Fourierreihenentwicklungen beziiglich der Dickenrichtung der Platte zu einer Basis
aus skalierten Legendre-Polynomen und unter Ausnutzung der Plattengeometrie. Es wurde eine For-
mulierung des exakten zweidimensionalen Problems in den Verschiebungen u;, eine Formulierung in
den Schnittgréfien méj und eine Formulierung in den Verschiebungskoeffizienten uﬁ vorgestellt.

Die von uns getroffene Wahl einer Basis aus skalierten Legendre-Polynomen weicht dabei von dem
Standardansatz der konsistenten Plattentheorien ab, bei dem eine Basis aus Monomen benutzt wird.
Wir haben somit gezeigt, dass bei der Modellierung konsistenter Plattentheorien Spielraum bei der
Wahl der Basis besteht. Die von uns gewihlte Basis fiihrte letztendlich auf ein schwécher besetztes
PDE-System der Tabelle 3, als dies bei Monomen der Fall gewesen wire (vergleiche fiir eingesetzte
Isotropie mit Bose, 2004, Tabelle I). Ebenfalls abweichend vom Standardvorgehen der konsistenten
Plattentheorien haben wir nicht das Prinzip minimaler potentieller Energie als Ausgangspunkt zur
Aufstellung unserer Plattentheorie benutzt, sondern die schwache Formulierung des Problems der
linearen Elastostatik, von der wir gezeigt haben, dass sie zum Prinzip minimaler potentieller Energie
dquivalent ist. Somit betrachteten wir — anders als in der Ingenieursliteratur — auch Fragestellungen
der Regularitétstheorie. Auch unterteilten wir in dieser Arbeit die Modellierung der Plattentheorie
in mehrere Teilschritte, von denen der erste die ezakte zweidimensionale Darstellung des schwachen
Problems linearer Elastostatik war, anstatt sofort zu einem endlichen approximativen PDE-System
iiberzugehen. Fiir alle exakten zweidimensionalen Probleme lieferten wir ein Existenz- und Eindeu-
tigkeitsresultat. Dieses basierte im wesentlichen auf Satz 28 (welcher eine auf gemischte Randwerte
und allgemeine linear elastische Materialien verallgemeinerte Version von Theorem 61.D aus Zeidler
(1997) darstellt) und der Existenz der Fourierreihenentwicklung in Dickenrichtung der Platte (Satz
39). Die zweidimensionalen Darstellungen in Satz 43 und Satz 44 lassen sich leicht auch fiir andere
Basispolynome modifizieren, wie wir in der Bemerkung am Ende von Abschnitt 5.2 gezeigt haben.
Nur die zweidimensionale Darstellung fiir den Spezialfall eines homogenen Materials (Satz 45) nutzt
exzessiv die speziellen Eigenschaften der von uns gewéhlten Basispolynome aus.

Fiir den Spezialfall eines homogen monotropen Materials gingen wir den Modellierungsansétzen
der konsistenten Plattentheorien folgend zu einem System endlich vieler unbekannter Verschiebungs-
koeffizienten iiber. Wir haben gezeigt, dass sich das approximative zweidimensionale Problem in zwei
Teilprobleme entkoppelt: In das Scheiben- und das Plattenproblem.

Aus Sicht der Mathematik ist an dieser Stelle das Fehlen einer formalen Fehlerabschéitzung beim
Ubergang zu einem endlichen PDE-System hochst bedauerlich. Diese Abschitzung wire fiir eine
mathematisch rigorose Legitimation der konsistenten Plattentheorien von essentieller Bedeutung.

Das Differentialgleichungssystem des Plattenproblems haben wir mittels einer Pseudoreduktion
in eine Differentialgleichung in dem Verschiebungskoeffizienten u = w {iberfiihrt. Die entstehende
Theorie war fiir den Spezialfall der Isotropie und als Plattentheorie der ersten Approximationsord-
nung dquivalent zur klassischen Plattentheorie von Kirchhoff. Als Theorie zweiter Ordnung, fiir den
Spezialfall der Isotropie, war die Plattentheorie jedoch weiterhin schubstarr.

Wir haben damit gezeigt, dass unsere konsequente Modellierung einer konsistenten Plattentheorie
zweiter Ordnung ohne a-priori-Annahmen auf eine schubstarre Theorie fithrt und nicht, wie man
erwarten wiirde, auf eine schubweiche. Somit ist die mathematisch naheliegenste, da einfachste und
konsequenteste (alle Grofien wurden gleich behandelt) Modellierung leider unphysikalisch. Dieser Um-
stand l&sst sich auch an der Theorie von R. Kienzler nachvollziehen. Leider liegt daher die Vermutung
nahe, dass konsequent konsistente Modellierungen zweiter Ordnung ohne a-priori-Annahmen generell
auf schubweiche Theorien fithren. Dies ist wiederum bedauerlich, da die konsistenten Plattentheorien
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unter anderem die Zielsetzung haben, a-priori-Annahmen zu vermeiden.

Durch eine a-priori-Annahme, welche dazu fithrte, die Groflen ¢ grundsétzlich anders zu behandeln
als die tibrigen Gréflen, modifizierten wir unsere Theorie schliellich so, dass sie als Plattentheorie
erster Ordnung, fiir den Spezialfall der Isotropie, weiterhin dquivalent zur Kirchhoff-Plattentheorie
war und als Plattentheorie der zweiten Approximationsordnung dquivalent zur Kienzlerschen Plat-
tentheorie und somit insbesondere schubweich war. Die entstehende Theorie ist eine Modellierung
in zwei im allgemeinen gekoppelten partiellen Differentialgleichungen in den zwei skalaren Unbe-
kannten w und ¥. Wir haben Randbedingungen fiir eine gemischte Randwertaufgabe zur Verfiigung
gestellt, sowie alle Gleichungen die nétig sind, um alle Groflen des Plattenproblems inklusive aller
nicht vernachléssigten Schnittgroflen aus den Losungen w und ¢ des PDE-Systems berechnen zu
konnen.

Die von uns durchgefiihrte Reduktion mit - Anteilen ist dabei grundlegend anders als in anderen
Plattentheorien. Am Beispiel der Plattentheorie von R. Kienzler haben wir motiviert, warum sich
bisherigen Reduktionsverfahren nicht auf das von uns betrachtete allgemeinere Materialverhalten
der Monotropie iibertragen lassen. Die von uns vorgestellte Theorie ist jedoch nur die einfachste von
einigen moglichen Theorien fiir ein tatséchlich monotropes Material, wie wir in Kaptiel 8 gesehen
haben. Mittels Subtitutionen der Terme der Tabelle 4, welche die Vorfaktoren Eq14 und FEs4 haben,
stehen noch Erweiterungsmoglichkeiten unserer Theorie zur Verfiigung. Da bereits fiir Orthotropie
Ey = Esy = 0 gilt, boten bestehende Plattentheorien keine Anhaltspunkte, welche Subtitutionen
durchzufiihren wéiren. Umgekehrt bedeutet dies natiirlich auch, dass unsere Theorie fiir Orthotropie
bereits eindeutig festgelegt ist. Fiir ein tatsichlich monotropes Material wire daher ein Abgleich
der mittels der hier vorgestellten Theorie berechneten Losung mit einem Experiment oder einer
numerischen 3D-Simulation sehr wiinschenswert.

Weiter wurde bisher nicht untersucht, ob die hergeleiteten Randbedingungen fiir jedes Material-
gesetz (d.h. alle Materialgesetze aus Abschnitt 2.3: Monotropie, Orthotropie, ...) zu den entspre-
chenden Differentialgleichungen passen. Wir wissen ja bereits, dass die Differentialgleichung (70) sich
fiir Isotropie als Differentialgleichung vierter Ordnung schreiben lasst, aber fiir Monotropie die Ord-
nung sechs hat, wihrend die Anzahl der Randbedingungen konstant bleibt. Vorstellbar wére, dass
Abhéngigkeiten entstehen, die auch die Anzahl der Randbedingungen reduzieren, was wir jedoch
nicht untersucht haben.

Auch konnte man weiter untersuchen, welche Voraussetzungen an die Regularitdt der Losung
die Reduktion des Kapitels 7 erfordert. Aus der Sicht numerischer Mathematik wére auch die 2D-
Simulation einer Platte mittels des PDE-Systems der Tabelle 3 sehr interessant; insbesondere, da
man durch die zur Verfiigung gestellten Gleichungen des Problems (V) die Approximationsordnung
beliebig wahlen kann.
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Anhang.mws

Anhang zur Diplomarbeit "Eine konsistente Plattentheorie zweiter Ordnung fiir monotropes
Material" von Patrick Schneider.
Erstellt mit Maplesoft Maple 9.50.

=] 1 Aquivalenz der Darstellungen des Elastizitiitsgesetzes

| In diesem Abschnitt wollen wir die Aquivalenz der zwei Darstellungen des Elastizititsgesetzes
(Formel (5) und (14)) nachrechnen. Dazu definieren wir den Verzerrungsstensor und
berechnen den Spannungsvektor einmal iiber Formel (5) und Definition (11) und eimal {iber
Definition (12) und Formel (14). Die zwei Darstellungen des Spannungsvektors, ausgedriickt
in den Komponenten des Verzerrungstensors, miissen dann identisch sein, damit (5) und (14)
dquivalent sind.
Wir weisen Maple als erstes an, den internen Speicher zu 16schen, damit keine Zuweisungen
| einer evtl. vorher ausgefiihrten Mapledatei den Programmablauf beeinflussen konnen.
[ > restart;
| Zunéchst definieren wir uns einen symmetrischen Verzerrungsstensor, genauer gesagt einen
konstanten Tensor, also eine Matrix, bzw. in Maple einen array. Wir zeigen die Aquivalenz
| dann punktweise.
| > EpsT:=array(1..3,1..3, [
[Epsll,Epsl2,Epsl3],
[Epsl2,Eps22,Eps23],
[Epsl3,Eps23,Eps33]
1);
Epsll Epsl2 Epsl3

EpsT :=|Epsl2 Eps22 Eps23
L Epsi3 Eps23 Eps33
| Als nichstes definieren wir den Spannungstensor iiber das Elastizitétsgesetz in
| Tensordarstellung (5).
| > for i from 1 to 3 do
for j from 1 to 3 do

SigmaT[i, j] :=sum(sum(ET4[i, j,k,1]*EpsT[k,1],k=1..3),1=1..3);
od

od;

L unassign('i', '3j"'");

| Wir definieren den Verzerrungsvektor und den Spannungsvektor (vgl. (11) und (12)).

| > SigmaV:=array(l..6, [SigmaT[1l,1],SigmaT[2,2],SigmaT[3,3],Sigma
T[1,2],SigmaT[2,3],SigmaT[3,1]1):

> EpsV:=array(l..6, [EpsT[1,1],EpsT[2,2],EpsT[3,3],2*EpsT[1,2],2
*EpsT[2,3],2*EpsT[3,1]]):

Nun bilden wir die Differenz zwischen dem Spannungsvektor, den wir mittels Definition (11)

iber den Spannungstensor aus Formel (5) erhalten haben, und dem Spannungsvektor, den wir

aus Formel (14) und Definition (12) erhalten. Damit die Darstellungen (5) und (14) dquivalent

sind, muss jeder der folgenden Terme gleich Null sein.
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| > for i from 1 to 6 do

gl (i) :=SigmaV[i]-sum(EM[i, j] *EpsV[j], j=1..6);
od;

gl(1):=ET4, | | Epsll+ET4, |, Epsi2+ET4, | 5 | EpsI3+ET4, | | , Epsi2
+ET4, | 5, Eps22 + ET4, | ; , Eps23+ ET4, | | ; EpsI3+ ET4, | , 5 Eps23
+ET4, | 5 3 Eps33—EM, | Epsl] — EM, , Eps22 — EM, ; Eps33 —2 EM, , Epsi2
—2EM, 5 Eps23-2EM, (Epsi3

gl(2):=ET4, , | | Epsll + ET4, , , | Epsi2+ ET4, , ; | EpsI3 + ET4, , | , Epsi2
+ET4, , , , Eps22+ ET4, , 5 , Eps23 + ET4, , | 3 EpsI3 + ET4, , , 5 Eps23
+ET4, , 5 3 Eps33 —EM, | Epsll — EM, , Eps22 — EM, ; Eps33 —2 EM, , Epsi2
—2EM, 5 Eps23 -2 EM, ¢ Epsi3

gl(3):=ET4; 5 | | Epsl] + ET4; 5 , | Epsi2+ ET4; 5 5 | EpsI3 + ET4; 5 | , Epsi2
+ET4; 5 5 o Eps22 + ET4; 5 5 , Eps23 + ET4; 5 | 3 EpsI3 + ET4; 5 , 5 Eps23
+ET4; 5 5 5 Eps33 —EM; | Epsll — EM, , Eps22 — EM; 5 Eps33 —2 EM; , Epsi2
—2EM; 5 Eps23 -2 EM; ¢ Epsi3

gl(4):=ET4, , | | Epsll + ET4, , , | Epsi2+ET4, , 5 | EpsI3+ET4, , | , Epsi2
+ET4, , ,, Eps22 + ET4, , 5 , Eps23 + ET4, , | ; EpsI3 + ET4, , , 5 Eps23
+ET4, , 5 3 Eps33—EM, | Epsl] — EM, , Eps22 — EM, ; Eps33 —2 EM, , Epsi2
—2EM, s Eps23-2EM,  Epsi3

gl(5):=ET4, 5 | | Epsl] + ET4, ; , | Epsi2+ ET4, 5 ; | EpsI3+ ET4, ; | , Epsi2
+ET4) 5 5, Eps22 + ET4, 5 5 , Eps23 + ET4, 5 | 3 EpsI3 + ET4, ; , 5 Eps23
+ET4, 5 5 3 Eps33 — EM; | Epsll — EMs , Eps22 — EM; ; Eps33 —2 EM; , Epsi2
—2EM; 5 Eps23 -2 EM; ¢ Epsi3

gl(6):=ET4; | | | Epsll +ET4; | , | Epsi2+ET4; | 5 | EpsI3+ET4; | | , Epsi2
+ET4; | 5, Eps22+ ET4, | 5 , Eps23 + ET4; | | 3 EpsI3 + ET4; | , 5 Eps23
+ET4; | 5 5 Eps33 —EMg | Epsll — EM , Eps22 — EM  Eps33 —2 EM , Epsi2
—2EM, 5 Eps23 -2 EM ( Epsi3

Das geht nur, wenn jeder Faktor vor jeder Komponente des Verzerrungstensors Null wird. Um
mehr Ubersichtlichkeit zu erlangen, isolieren wir die Faktoren vor einer der Komponenten des
Verzerrungstensors, konkret "Eps12". Die Faktoren fiir andere Komponenten des
Verzerrungstensors sind aber von derselben Form.

| > for i from 1 to 6 do

coeff (SigmaV[i]-sum(EM[i, j] *EpsV[]j], j=1..6) ,Epsl2);
od;

ET4, |, \+ET4, | | ,—2EM,,
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ET4, ), \+ET4,, , ,—2EM, ,
ET4; 3, \+ET4; 5, ,—2EM, ,
ET4, 5, \+ET4, , , ,—2EM, ,
ET4, 3, \+ET4, 5, ,—2EM; ,
ET4; |, \+ET4; | | ,—2EM, ,

An den erhaltennen Gleichungen versuchen wir, ein Muster fiir den Zusammenhang zwischen
den Eintrigen der Elastizitatsmatrix ("EM") und dem Elastizitdtstensor ("ET4") abzulesen. Die
ersten zwei Summanden jeder obenstehenden Zeile sind immer, aufgrund der Symmetrien des
Elastizititstensors (6), identisch. Wiirden wir die Elastizitdatsmatrix aber iiber den
Elastizitétstensor definieren (wie in Formel (13)), so wiirde Maple nicht erkennen, dass die
obigen Faktoren Null sind, da Maple die Symmetrien (6) nicht kennt. Deshalb werden wir auch
im Folgenden immer den Elastizitdtstensor iiber die Elastizitdtsmatrix definieren. D.h. wir
setzen alle Eintridge des Elastizititstensors, die aufgrund der ersten beiden Symmetrien in (6)
ibereinstimmen, auf den entsprechenden Eintrag der Elstizitdtsmatrix, was dann in Maple die
automatische Beachtung der ersten beiden Symmetrien in (6) zur Folge hat. Die obigen
Gleichungen lassen den Zusammenhang

1,1 -1

2,2 -2

3.3 -3
1,2 bzw. 2,1 -4
2,3bzw.3,2-5
3,1bzw.1,3-6
zwischen Tensor- und Matrixindizes vermuten. Je zwei Tensorindizes der linken Seite werden
rechts zu einem Matrixindex zusammengefasst. Man beachte, dass, wiederum aufgrund der
Symmetrien des Elastizititstensors (6), die Reihenfolge der linken Indizes in den unteren drei
Spalten unerheblich ist. Die Tabelle steht im Einklang mit der Definition der Elastizitdtsmatrix
(13), welche die Definition der Elastizitidtsmatrix iiber den Elastizititstensor ist. Die Definition
des Elastizitédtstensors iiber die Elastizitdtsmatrix gelingt, nach den obigen Regeln, mittels:

| > for i from 1 to 3 do

for j from 1 to 3 do
for k from 1 to 3 do
for 1 from 1 to 3 do
if (i=j) then

r:=i;

elif ((i=1 and j=2) or (i=2 and j=1)) then
r:=4;

elif ((i=2 and j=3) or (i=3 and j=2)) then
r:=5;

elif ((i=1 and j=3) or (i=3 and j=1)) then
r:=6;

fi;

if (k=1l) then
ET4[i, j,k,1]:= EM[r, k];
elif ((k=1 and 1=2) or (k=2 and 1=1)) then
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ET4[i, j,k,1]:= EM[r,4];
elif ((k=2 and 1=3) or (k=3 and 1=2)) then
ET4[i, j,k,1]:= EM[r,5];
elif ((k=1 and 1=3) or (k=3 and 1=1)) then
ET4[i, j,k,1]:= EM[r,6];
fi;
od;
od;
od;
od;
unassign('i','3','k','1','xr");
Man beachte, dass wir nur Komponenten des Elastizititstensors auf dieselben Konstanten (hier
speziell die Komponenten der Elastizitdtsmatrix) setzen, von denen wir schon wissen, dass sie
aufgrund der Symmetrien gleich sind. Somit ist dieser Schritt auch beweistechnisch zuléssig,
und wir beweisen tatsichlich die Aquivalenz der Darstellungen unter der Voraussetzung, dass
(6) gilt.
Da wir bisher nur die Faktoren vor einer Komponente des Verzerrungstensors untersucht
haben, bleibt insgesammt noch zu zeigen, dass mit der Definition des Elastizititstensors iiber
die Elastizitdtsmatrix die Differenzen zwischen den Komponenten des Spannungsvektors,
| eimal iiber Formel (5) und einmal iiber Formel (14) berechnet, verschwinden.
| > for i from 1 to 6 do
gl (i) :=SigmaV[i]—-sum(EM[i, j]*EpsV[j], j=1..6);

od;
gl(1):=0
el(2):=0
gl(3):=0
gl(4):=0
gl(5):=0
gl(6):=0

| Durch die obigen Betrachtungen ist auch sofort klar, dass die Elastizititsmatrix genau dann
symmetrisch ist, wenn der Elastizitidtstensor die dritte bisher nicht ausgenutzte Symmetrie
| E_ijrs=E_rsij erfiillt.

=/ 2 Erzeugen des Gleichungssystems und Analyse der
Kopplung

{ In diesem Abschnitt wollen wir das Scheiben- und Plattenproblem aufstellen und die
Kopplung analysieren (vgl. Kapitel 6).
[ > restart;
| Zunichst definieren wir das Elastizitéitsgesetz fiir Monotropie in Matrixform (vgl. (45))
> ET2:=array(1..6,1..6, [
[E[11],E[12],E[13],E[14],0,0],
[E[12],E[22] ,E[23],E[24],0,0],
[E[13],E[23],E[33],E[34],0,0],
[E[14],E[24] ,E[34],E[44],0,0],
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[0,0,0,0,E[55],E[56]],

[0,0,0,0,E[56],E[66]]
L 1):
| und iibertragen dies auf den Elastizititstensor vierter Stufe, damit Maple alle Symmetrien (6)
| beriicksichtigen kann (vgl. A(1)).
| > for i from 1 to 3 do

for j from 1 to 3 do
for k from 1 to 3 do
for 1 from 1 to 3 do

if (i=j) then

r:=i;

elif ((i=1 and j=2) or (i=2 and j=1)) then
r:=4;

elif ((i=2 and j=3) or (i=3 and j=2)) then
r:=5;

elif ((i=1 and j=3) or (i=3 and j=1)) then
r:=6;

fi;

if (k=1l) then
ET4[i,j,k,1]:= ET2[r, k];
elif ((k=1 and 1=2) or (k=2 and 1=1)) then
ET4[i,j,k,1]:= ET2[r,4];
elif ((k=2 and 1=3) or (k=3 and 1=2)) then
ET4[i,j,k,1]:= ET2[r,5];
elif ((k=1 and 1=3) or (k=3 and 1=1)) then
ET4[i,j,k,1]:= ET2[r, 6];
fi;
od;
od;
od;
od;
L unassign('i','3','k','1','x");
| Die "diffit"-Routine erlaubt das Differenzieren nach den x-Variablen anhand ihrer
Tensorindizes (siche Abschnitt: 1.6 Die dimensionslosen Koordinaten). Wir werden sie zur
| Implementation von Formel (41) bendtigen.
> diffit:=proc(t,n)
local out;
if (n=1) then
out:=diff (t, x);
else if (n=2) then
out:=diff(t,y);
else if (n=3) then
out:=diff (t, z);
else
ERROR ("invalid input");
fi; £fi; £fi;
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return out;
L end proc:
| Als nédchstes implementieren wir, iiber drei Hilfsroutinen, Formel (41) fiir die zweite
Approximationsordnung (Routine: "gls").
Die Bedingung (I1<3) in "help_sum1" eliminiert den zu vernachldssigenden c"6 Term fiir I=k=3

(vgl. S. 50 unten). Ansonsten ist die Implementierung moglichst nahe an der Formel (41)
| gehalten.

| > help_suml:=proc(i, 1, k)

local out, r,alpha, beta;

out :=0;

if (1=k) and (1<3) then
for r from 1 to 3 do
for alpha from 1 to 2 do
for beta from 1 to 2 do

out : =out+ET4[i,beta, r,alpha] *diffit (diffit (u[r, k] (x,y),alpha)
,beta) ;
od;
od;
od;
out :=c” (k+1) *out;
fi;
return out;
L end proc:
| > help_sum2:=proc(i, 1, k)
local out, r;
out :=0;
if type(k+1l,even) then
for r from 1 to 3 do
out:=out+ET4[1i,3,r,3]*ul[r, k] (x,VY);
od;
out:=-1/6*sqrt ( (2*k+1) * (2*1+1) ) *out*c” (k+1-2) ;
if (k<=1l) then
out :=out* (k*2+k) ;
else
out :=out* (172+1);
fi;
fi;
return out;
| end proc:
> help_sum3:=proc(i,1,k)
local out, r,alpha;
out :=0;
if type(k+1l,0dd) then
if (k<=1l) then
for r from 1 to 3 do
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for alpha from 1 to 2 do

out:=out-ET4[i, 3, r,alpha]*diffit (ul[r, k] (x,y),alpha);
od;
od;
else
for r from 1 to 3 do
for alpha from 1 to 2 do

out :=out+ET4[i,alpha,r,3]*diffit (ul[r, k] (x,y),alpha);
od;
od;
fi;
out :=sqrt ( (2*k+1) * (2*1+1) /3) *c* (k+1-1) *out;
fi;
return out;
end proc:
> gls:=proc(l, i)
local out,k;

out :=0;
if type(i,integer[l..3]) and type(l,integer) and (1>=0)
then

if (6-1>=0) then
for k from 0 to 6-1 do

out :=out+help_suml (i, 1, k)+help _sum2(i, 1, k)+help_sum3(i,1,k);
od;
fi;

else ERROR("invalid input");

fi;

return out;
L end proc:
| Die folgende Routine "isplate" gibt "true" zuriick, falls ein Indextupel (1,j) zum
| Plattenproblem gehort (vgl. Tabelle 2, die ersten zwei Spalten).
| > isplate := proc(1l, Jj)

if (((1 mod 2 = 0)and(j=3))or((1 mod 2 = 1)and(j<>3)))

then
return true;
else
return false;

fi;
L end proc:
| Damit konnen wir nun alle PDEs des Plattenproblems zweiter Ordnung aufstellen. Der

folgende Aufruf erzeugt die linken Seiten von Tabelle 2. Wiirde man unten "isplate(l,1)" durch
| "not(isplate(l,i))" ersetzen, so wiirde man die linken Seiten der Tabelle 1 erhalten.
> for 1 from 0 to 5 do
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for i from 1 to 3 do
if isplate(l,i) then print(l,i,gls(1l,1i)); £i;
od;
od;
2 2

Us, ol X, y)) +2Ey (8 = Us o( X, y)] + Ess [8y2

2
o e (5

d 0 0 0 1

+ E (& u (x, y)j + Esq (ay u (x, y)j + Esq (8 Uy (x, y)j + Ess (ay Uy (X, y)j +g
/ 2
21 ¢

d d
(Ess (a Uy 5(X, y)] + Esq (ay iy 5(x, y)j +Esq

33 ¢t

0 0 0 0
(E66 (a Uy 5(x, Y)J +Egq (ay uy 5(x, Y)j +Egq a iy 5(X, Y)j + Ess (ay Uy 5(X, Y)D

0 0
1,1, -E (&uio(x,y)J—ES (8 Us o( X, y) +c ( ( S Uy, (x, y)j

u3,0(x’ y)j

0 20 1
£u2 4(x,y) |+ Ess ayuw(x,y) +g

2

0
+2E, (a . u (x, y)J+E44( S Uy, (xy) [+

SEI

82
+E, (8 I Uy (X, y)j"'Elz( ”2 (6 y) )+ [ 5 Uy (X, y)D_E% uy (%, y)

E,
5 0
— Es ”2,1(x’3’)+“/§c E; auaz(x’y) “3,2(X’Y)

1
_g V21 (Egg u1’3(x’ y)+ Eg u2’3(x’ y)) ¢

0 0
+3¢c (Ew (a u3’4(x, y)J +E;, (a_y Us 4(X, y)D

1
_g V33 (Egg ul’j(x’ y) + Egg U (X, y)) c*

0 0
1,2, -E (auS’o(x,y)]—Es (8 us o(X, y) +c ( Sy (s y)j

a2
+E), (8 O up 4(x, Y)]"'EM (8 O uy 4(x, y)]+ ( 5 Uy, 1(x, Y)j

82
+Ey, (8 iy (X, y)]+2E24( ”2 (2 y) +E22( > Uy (X, Y)D_E% uy 4(x,y)
1

5 d 0
—E55u2’1(x,y)+«/§c E,, gulz(x,y) +E,; ayu3’2()c,y)

I —
73 21 (Esq uy 3(x, ) + Ess u2,3(x,y))c2
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4 J J
+3c | Eyy £u3’4(x,y) +E,; a—yu3’4(x,y)
1
—g«/E(E% uy 5(x,y)+ Es;s u2’5(x,y))c4

2, 3,«/§c2
0 0 0 0
—E\5 aul,l(x’ V) |- Ey a_yul,l(x’ y)|—Ey auz’l(x, y) |~ Ey; a_yuz’l(x, y)
2 2 2
+c E¢ a— Uy (X, y)j +2E (8_ U, (x, y)j + E (8_ Uy H(x, y)D
o’ dy ox >? dy*
1
=5 Eg;us 5(x,y) ¢’ +g«/ 105 ¢*

0 0 0 0
(Ess (a Uy 5(x, y)j + Esq (a_y uy 5(x, )’)j +Esq (g Uy 5(X, )’)j + Ess (a_y Uy 5(x, y)D
-3 «/gESS U, A(xy) ¢

1 0 0
3,1, g«/a o (—E% (& us o(X, y)j —-Eg (g us o(x, y)jj

1
_g V21 (Egg U 1(x, y)+ Eg Uy 1(x, y)) ¢

1 . 0 0
+§ 105 ¢ | —E auiz(x,y) -Eg 8_yu3’2(x’y)
— 14 (Egg t, 5(x, ) + Esg 4y 5(x,¥)) c*

1 0 0
3,2, g'\/ 21 ¢ (—E% (5 1y o(x, y)j ~E,. (@ s o(x, y)jj
1
—54/21 (Esgt, (X, )+ Ess 1, ((x,7)) €

1 4 0 0
+§ 105 ¢ | —E auiz(x,y) o 8_yu3’2(x’y)

— 14 (Esgut, 5(x,y) + Ess ty 5(x, 7)) c*
4,3,3¢"

0 0 0 0
(_EB (g uy (X, Y)j -E, (a_y u (X, Y)J -E, (a Uy (X, Y)J —Ey (a_y uy (X, Y)D

-3 «/EE33 Us (X, y) ¢t

1 J d
5,1, g«/g c* (—E66 (g us o X, y)j -E, (5 us o(X, y)D

1
_g‘\/ 33 (Eg Uy (6 y) + Esg U (X)) *
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1 0 0
5,2, g«/g ¢t (—E56 (& us o(X, y)j o (g us o(x, y)jj

1
_g V33 (Esg U 1(x, y) +Eg; Uy (%, y)) c*

| Die Kopplung des gesamten Gleichungssystems (Scheibe und Platte) kann mit dem folgenden
Codeblock iibersichtlich dargestellt werden. Er erzeugt direkt kompilierbaren Latex Quellcode.
So wurden auch die Kopplungstabellen der Diplomarbeit (am Anfang von Kapitel 6) erstellt.
Im wesentlichen setzt der Codeblock ein "X" in die Tabelle, wenn "has(gls(12,j2),u[j3,13])" zu
"true" auswertet, wenn die Gleichung (41) der zweiten Approximationsordnung also das
entsprechende "u[j3,13]" enthilt (vgl. Erliuterungen unter der Tabelle auf S. 51). Uber
| Schleifen werden alle Matrixeintrige abgearbeitet.
| > #Kopplungstabelle;
printf ("\\begin{tabular}{c|c||clclclclclclcleclc|clcl|clcl|c|c]|c
lclc}\nl&je");
for 12 from 0 to 5 do
for j2 from 1 to 3 do
printf ("$Su_%g*%g$", j2,12);
if (12+3j2=8) then printf ("\\\\\n\\hline") else
printf ("&") f£fi;
od;
od;
for 12 from 0 to 5 do
for j2 from 1 to 3 do
if (j2=1) then printf("\\hline\n") f£fi;
printf ("\n
$g&%g&\n\n", 12, j2) ;
for 13 from 0 to 5 do
for j3 from 1 to 3 do
printf ("%% ul[%g, $g]\n$", j3,13);
if has(gls(12,32),u[j3,13]) then printf ("X");
else printf (" "), f£fi;
if (13+3j3=8) then printf ("$\\\\\n") else
printf ("$&\n") f£fi;
od;
od;
od;
od;
printf ("\\end{tabular}");
unassign('12','32','13"','33");

=/ 3 Reduktion

| In diesem Abschnitt fiihren wir die Reduktion in Kapitel 7 der Diplomarbeit durch.
Der Maple-Befehl "solve", welcher Gleichungssysteme 10st, erzeugt ungeordnete
Losungsmengen. (Mengen (Symbol in Maple: {...}) sind tatsdchlich eine Datenstruktur in
Maple, die keine bestimmte "Ordnung" der Elemente umfasst; ebenso wie Mengen in der
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Mathematik.) Wir schreiben deshalb eine Routine "mysolve", die "solve" anwendet und die
Ergebnisse nach den Variablen sortiert und als Liste ausgibt (Symbol in Maple: [...]).
Beispiel: Sei "GLS" eine Menge von zwei Gleichungen in den Variablen "x_1" und "x_2".
Nach dem Aufruf von "Losung:=mysolve(GLS, [x_1, x_2])", ist dann "Losung[1]" von der
Form "x_1=...". Dagegen konnte nach dem Aufruf "Losung:=solve(GLS, {x_1, x_2})",
"Losung[1]" von der Form "x_1=..." oder "x_2=..." sein.
> mysolve := proc(eqns,vars)
local sols_order, sols, i, j;
if not (type(vars,list)) then ERROR("2nd argument must be a
list");
else
sols:=solve (eqns, convert (vars, set));
sols_order:=vars;
for j from 1 to nops(vars) do
i:=1;
while op(1l,sols[i])—-vars[]j]<>0 do i:=i+1l od;
sols_order[j] :=sols[i];
od;
return sols_order;
fi;
end proc:
Damit Maple nicht Potenzen von ¢ wegkiirzen kann, fithren wir neue Variablen ein; zum
Beispiel cM*u[3,0](x,y) -> c4u[3,0](x,y) usw. Dazu implementieren wir die Routine "cvar".
Die Implementierung mag auf den ersten Blick unnotig kompliziert erscheinen. Der Grund fiir
die Implementierung in dieser Form ist der Folgende: Wenn man in einem Term einen
Operanden mittels "subsop" durch einen anderen ersetzt, so hat dieser im gednderten Term im
Allgemeinen nicht dieselbe Operandennummer, wie der Ursprungsoperand im nicht
gednderten Term. (Triigerischerweise scheinen die Operandennummern aber bei hinreichend
wenigen Summanden iiberein zu stimmen.) Somit ist es nur schwer moglich, die Operanden
iterativ abzuarbeiten. Deshalb multipliziert "cvar" selbst nur den Input-Term aus ("expand")
und gibt ihn summandenweise zum Substituieren an "cvarhelper" weiter. Diese Routine
bestimmt zunichst alle nétigen Operandennummern und fiihrt dann die zwei notwendigen
Substitutionen auf einmal aus. Konkret wird die Potenz von ¢ mit 1 substituiert (Wir wissen ja,
dass wir uns in einem Produkt befinden) und u wird durch die entsprechende Variable ersetzt.
Das Vorgehen funktioniert auch in Verbindung mit partiellen Ableitungen von u.
> with(StringTools) :

Warning, the assigned name Group now has a global binding

| > cvarhelper:=proc(t)

local i,cind,uind, cpow, tem;

cind:=0;
cpow:=0;
uind:=0;
tem:=t;

if not (hastype( t, “*° )) then
ERROR ("no multiplikation");
else
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for i from 1 to nops(t) do
if has(op(i,t),c) then
if (cind=0) then cind:=i else ERROR("several c’s
found") fi; fi;
if has(op(i,t),u) then
if (uind=0) then uind:=i else ERROR("several u’'s
found") f£fi; fi;
od;
#print (convert (op(i,t), 'string'));
#printf ("cind=%g uind=%g\n",cind,uind);
if ((cind<>0)and(uind<>0)) then
if (op(0,op(cind,t))=""") then
cpow:=op (2,0p(cind, t));

tem:=subsop (uind=parse (SubstituteAll (convert (op (uind, t), 'stri
ng'),"u",sprintf ("c%gu",cpow))),cind=1,t);

else
ERROR ("found ¢ without power");
fi;
#print (cpow) ;
else

ERROR("no ¢ or u found")
fi;
fi;
return tem;
end proc:
| > cvar:=proc(t)
local i, temin, temout, sub, test;
temin:=expand(t) ;
i:=1;
if (op(0,temin)<>"+") then
if (op(0,temin)="*")and(has(temin,c)) then
temout :=cvarhelper (temin) f£fi;
else
temout :=0;
for i from 1 to nops(temin) do
if (op(0,op(i,temin))="*")and(has(op(i,temin),c))

then

temout : =temout+cvarhelper (op (i, temin));

else
temout : =temout+op (i, temin) ;
#test :=convert (op (i, tem), 'string');
#printf("%g: Cvar no c: %s\n",i,test);

fi;

od;
fi;
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return temout;
L end proc:
| Beispiel:
| > cvar(gls(5,2));

1 0 1 0 1
—54/ 33 Ey (& c4u3, ol X, y)j —gq/ 33 Eg (— cdus o(x, y)j - 54/ 33 Esg cduy ((x,y)

dy

1
—g 33 E c4u2’ (x,y)

| Weiter benotigen wir eine Moglichkeit, die c-Variablen wieder durch die urspriinglichen
Variablen zu ersetzen (Routine "invcvar"). Dies gelingt durch eine einfache algebraische
| Subtitution fiir die Maple die Routine "algsubs" mitbringt.
| > invecvar:= proc(t)
local t2,k,i,p;
t2:=t;
for p from 2 to 4 by 2 do

for k from 0 to 5 do

for i from 1 to 3 do

t2:=algsubs(c| |p| |uli, k] (x,y)=c*p*uli, k] (x,y),t2);
od;
od;

od;

return t2;
| end proc:
| Beispiel:
| Dies ist die ausmultiplizierte Gleichung (41) zweiter Ordnung fiir (1,i)=(5,2):
| > expand(gls(5,2));

1 0 1 0 1
_EW/EC“ Esg (g Uz o(X, )’)j _EW/EC“ Ess (a_y iz (X, Y)j _5564 Esqu, ((x,y)

1
—g 33 ¢ E; Uy (x5, y)

[ "cvar" macht daraus:
[ > evar(gls(5,2));

1 0 1 0 1
_gq/ 33 Ey (& c4u3, ol X, y)j —gq/ 33 Eg (a_y cdus o(x, y)j - 54/ 33 Esgcduy ((x,y)

1
—g 33 E c4u2’ (xy)

| Wenden wir erst "cvar" und dann wieder "invcvar" an, erhalten wir wieder die
| Ursprungsgleichung:
| > invevar (cvar(gls(5,2)));

1 J 1 J 1
=33 ctEg (5 uS,O(x,y)j—gq/33 ¢t Eg (a_y u3,0(x,y)J—gq/33 " Esu, ((x,y)
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1 4
—g 33 ¢ Essuy ((x,y)

| Wir benétigen noch eine Moglichkeit, Potenzsummen in ¢ abzubrechen (Routiene "truncate").
Dies lisst sich einfach dadurch erreichen, dass wir uns fiir den Inputterm die Koeffizienten vor
einem "c”n" ausgeben lassen und diese dann wieder bis zur Abbruchpotenz "N" aufaddieren.
> truncate := proc(t,N)
return sum(coeff(t,c,n)*c”*n,n=0..N);
end proc:
Und da es im Folgenden oft ein wenig uniibersichtlich seien wird, stellen wir noch die Routine
"colsum" bereit, welche in einem Term "t" alle Summanden sammelt, die einen bestimmten
Faktor "u" enthalten. Implementiert wird dies im wesentlichen wieder iiber die Maple Routine
"has".
> colsum:= proc(t,u)
local t2,out,i;
t2:=expand(t);
out :=0;
if not (type(t2, +)) then
ERROR ("1st argument is not a sum");
else
for i from 1 to nops(t2) do
if has(op(i,t2),u) then out:=out+op(i,t2) £fi;
od;
fi;
return simplify (out);
end proc:
Auch hierzu ein Beispiel. In Gleichung (41) zweiter Approximationsordnung fiir (1,1)=(5,2)
lassen wir alle Summanden ausgeben die den Faktor "E[55]" enthalten.
> colsum(gls(5,2),E[55]);

1 4 0
—5 33 ¢ E 5”3,0(7@)’) +uy (X, y)

Das funktioniert auch mit Funktionen wie "u[3,0](x,y)". Alle partiellen Ableitungen von
"u[3,0](x,y)" werden dann mit "eingesammelt".
> colsum(gls(5,2),u[3,0]);

1 0 0
—g«/g ¢! (E56 (a Uz (X, Y)J + Ess (a_y Uz (X, Y)D

Nun kénnen wir mit der eigentlichen Reduktion beginnen. Das Vorgehen wird im Detail im
Kapitel 7 der Diplomarbeit ab Seite 56 beschrieben. Wir geben deshalb hier immer nur die
Gleichungen der Tabelle 3 an, die bearbeitet werden, und die Gleichung der Diplomarbeit die
| jeweils hergeleitet wird.

| Gleichung (5,1) und (5,2): (vgl. (47))

| > sols:=mysolve ({cvar(gls(5,1))=0,cvar(gls(5,2))=0}, [cd4u[l,1] (x
/Y),cdul2,1]1(x,y)]1);

d 0
sols := {c4u1, ()= —(a cduy (X, y)j, cdu, ((x,y)= —(a—y c4u3, o(X, y)ﬂ

‘ > su_cdu_2_1l:=sols[2];
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[ > su_cdu_1 1l:=so0ls[l];

E

0
T Cduy (X, y)

su_cdu_2_1 :=cdu, ((x,y)=— 5
’ y

0
T cduy (X, y)

su_cdu_I1_1 :=cdu, ((x,y)=— 3
’ X

Gleichung (4,3): (vgl. (48))

| > gl43:=subs(su_c4u_2_1,su_cd4u_1_1,cvar(gls(4,3)));

0 0 0 0
gl43:==3Eyy (ax( (ax et o2y )Dj 3 Eas (ay( (364“3’0”” )Dj
8 0 8 0
-3E,|— . ay c4u3 o(X, y) -3E,;| — % ay c4u3 o(X, y)

-3 «/EE33 cduy 5(x,y)
> su_cédu_3_2:=solve({gld3}, {cdul3,2] (x,y)})[1];

su_cdu_3 2 = c4u3, (X, y)=

82 82 82
(EB (—2 c4u3’ ol X, y)j +2E,, ( c4u3 ol X, y)j +E,; ( 5 c4u3’ ol X, y)D ﬁ
1 dx dy ox dy

5 E;
Gleichung (3,1), (3,2) und c%(1,1),c*(1,2):
In der Diplomarbeit zeigen wir, dass man dieses System l6sen kann, iiber mehrere Teilschritte.
Bei diesem Prozess sieht man besser, dass nur erlaubte Umformungsschritte benutzt werden.
(Maple beriicksichtigt natiirlich nicht, dass die Determinante einer auftretenden Matrix evtl.
Null seien konnte. Wenn eine Matrix nur aus Symbolen besteht kann sie ja immer formal
invertiert werden. Ebenso teilt Maple durch jedes Symbol, obwohl es evtl. identisch Null sein
konnte.) Hier lassen wir Maple gleich das gesamte System l6sen. Die Ergebnisse stimmen
natiirlich iiberein. (vgl. (53) bis (56))
> gl3l:=simplify(cvar(gls(3,1)/(-1/3*3~(1/2)*7~(1/2))));

0 0
gl31 :=E (a— c2uy (X, y)j + E (8_ c2uy (X, y)j + Egq c2uy (X, y) + Esg c2u, ((x,y)

+«/7E66( cduy ,(x, y)j «/7E56( cduy ,(x, y)J+2«/7«/7E66 cdu, 5(x,y)
+ 2«/?«/7E56 cduy 5(x,y)

> gl32:=simplify(cvar(gls(3,2)/(-1/3*3~(1/2)*7~(1/2))));

0 0
gl32 :=E (a— c2u3, ol X, y)j + Ess (a_y 02u3, ol X, y)j + Esq c2uy (X, y) + Ess c2uy ((x,y)

+«/7E56( cduy H(x, y)j «/7E55( cduy H(x, y)J+2«/7«/7E56 cdu, 5(x,y)
+ 2«/?«/7E55 cduy 5(x,y)

> glc2_11l:=cvar (truncate(c*2*gls(1,1),4));

0 d
glc2_11 :=-E (— c2uy (X, y)j -Eg (g c2uy (X, y)j — Eg c2uy ((x,y)

ox
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2

2
—Eg c2u2’ () +E, (—a 5
X

3y or c4u1 1(x, y)j

c4u1’ (x, y)] +2E, (

2

0
c4u2’ 1(x,y)J+E44 (a . c4u2 1(x, y)}

0 0
+E, [8_372 cdu, (x, y)) +E, (g

2

0
2c4u2,1(x,y)J [EB( c4u3 5(X, y)j

82
+E, (8 = c4u2 (X, y)J+E24 (ay

+«/7E34( c4u3 5(x, y)j «/7E66 c4u1 (X, y) - «/7E56 c4u2 J(x,y)

| > glc2_12:=cvar (truncate(c*2*gls(1,2),4) ) ;

0 0
glc2_12 :=-Eg (a c2uy (X, y)J —E (5 c2uy (X, y)J —Egs c2u; ((x,)

2

a 2
— E c2u2’ (L) +E, (;
X

0
c4u1’1(x,y)j+E12 (8 . cdu, (x, y)j

2

c4u1’ 1(x, y)j +E, (;
X

2

82
+E,, (a o c4u1 (x, y)]+E24 (ayz
2

? 0 0
+2E, 3y ox c4u2 (x5 y) |+ E,), a c4u2 (x5 y) +«/7E34 c4u3 (X, y)

+«/7E23( c4u3 ,(x, y)j «/7E56 c4u1 (X, y) - «/7E55 c4u2 (X, y)

> sols:=mysolve(subs(su_c4u_1_ 1, su_c4u_2_1 ,su_cdu_3_2,{gl31=0,g
132=0,glc2_12=0,glc2_11=0}), [c2u[l,1] (x,y),c2u[2,1] (x,y),cdul
1,3] (x,y),c4ul2,3] (x,¥)]):

> su c2u_1 1l:=so0ls[l];

cdu, (x, y)j

0
su_c2u_1_1:= c2u1’ (xy)= (—6 Ey Eg (& c2u3’ ol X, y)j ﬁﬁ +Eg

0’ o’ 0’

[EB [Q c4u3, ol X, y)) +2E;, (—ay N c4u3’ ol X, y)j +E,; [_ayz o c4u3, ol X, y)D E4/21
0 0’
/ Byt Ey Eg 30 25,000 |21 =12 By | = e () E 347 +6E,
y" 0x

0’ o’ 0’
[EB [—3 c4u3, ol X, y)) +2E;, (—2 c4u3’ ol X, y)j +E,; [—2 c4u3, ol X, y)D E; ﬁ

ox dy dx dy” dx

83
V1 /E,-18E, [—a 2c4u3,0(x,y)J E 347
o’

—6E24( c4u3 ol X, y)] 55«/7«/7 6E11( c4u3 o( X, y)) 55«/7«/7+6E34

0’ o’ 9’
(EB (—2 c4u3, ol X, y)J +2E;, (—2 c4u3, ol X, y)J +E,; (—3 c4u3, ol X, y)D E ﬁ
dy ox dy” dx dy
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ﬁ/E33_6E12[
a3
C6ELE. (a—yac%&o(x,y)jﬁﬁ_ﬁlsﬁ e

> o’ o
[EB [—2 cduy o(x, y)) +2E;, [ 5 cduy o(x, y)) +Ey [_3 cduy o(x, }’)D W/gﬁ
dy ox dy” ox dy
/ E33 -6 E56 E34

5’ o o
[EB [—3 cduy o(x, y)) +2E;, ( 5 ¢dus o(x, y)j +E,, [ S cduy o(x, y)D «/E«/;
ox dy dx dy” dx
a3
/ Ey+ 18 Es E,, (2— cduy (X, y)j 347
dy” dx
9’ o’
+12E E, (—2 cduy |(x, y)j 347 +6E E, (—3 chu, o, y)J V347
dy ox ’ ox ’
0’ 2
+OEGE,, | —, cdus o(x,y) «/gﬁ— E
dy dx
7 el o’ I
(EB £—3 cduy o(x, y)) +2 E;, ( 5 ¢dus o(x, y)] +E,, ( S cduy o(x, y)D 21 /
ox dy dx dy” d

x
0

Eyy+6 (& c2uy o, y)jﬁ el EJJ / (

_'\/EESSE66+6ﬁﬁESSE66_6E562ﬁﬁ+E562M)

[ > su_c2u_2_ l:=so0ls[2];

o’ d
2o g o, y)J Egs ﬁﬁ - (a c2uy (X, y)j W/E E562

dy” dx

0 2
su_c2u_2_1 :=c2u, (x,y)=- ((8_ c2uy o X, }’)j Ese 421 +
. y .

aS 83 83 2
£y mczfug,o(x,y) +2 E;, %64%,0@») +Eys a—y364us,o<x’y) Es

V21 /B +6EyEy,
5’ o’ o’
(EB (—2 cduy o x, y)J +2E;, (2— cduy o, y)) +E,; (—3 cduy o(x, y)D ﬁﬁ
dy ox dy” d dy

X

a3
/ Eyy— 12 Es6 Eyy (2— cdits o(X, y)] ﬁﬁ
dy” dx
3

d
-18EE,, (W cduy o(x, y)] ﬁﬁ+ 6 Esq E 3

5’ o’ o’
(EIS (_3 C4l/t3, O(X, y)J +2 E34 ( N 041/53, ()(x’ y)j + E23 ( 5 C4u3, o(x’ y)JJ ﬁﬁ
ox dy dx dy” d

X
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/E33_6E56E12( 04”3 o(Xs y)j[ﬁ 6E56E11( 5 cdus (X, Y)J[[
+6E14( 5 cdus o(x, y)j[[E66+6E12( ; cdus o(x, y)j[[E66
c12E, | =2 e (x,y) |/34/7 E +18E A () |/34/7E
44 5 CTU3 o\ X, Y 66 24|+ 9 3,005 Y 66
dy dx dy” dx
a3
+6E, (8_))3 cduy o(x, y)j«/g«/;EGG -6E,,

a3 83 83
[EB [—ay e o y)J +2E,, [—af o y)J +Ey, [a_y3 ey o x, y)D J347
E66 / E33 -6 E34

0’ 0’ EX
(EB (Q ey o, y)J +2E,, (—ay e o y)j +E,, (—af ot y)D J347
E66 / E33 - E55

83 83 a3
(Em (W c4u3, ol X, y)j +2E,, (% c4u3, ol X, y)] +E,; (8_)73 c4u3, ol X, y)D A 21 Eg

/E33_6E56 E24( 3 s o(x, Y)j[[ ( c2us o(x, Y)erss Egq

( C2”30(XY)J Eg [1/7+6( 62”30(x)’)j1/7ﬂ/7E55E66]/(
(6ﬁﬁ_ﬂ) (_E56 +E55E66))

: > su_cdu_1 3:=so0ls[3];

a3
su_c4u_1_3 := c4u1’ (X, y)=-3|-E, (g c4u3’ o( X, y)j Es

3

EX 0
-2E, (—8y2 o c4u3’0(x, y)j E.-3E, (—ay N c4u3’0(x, y)j E +

83

a3
Eq (Ew (@ c4u3’ o(x, y)] +2E, (—a o2

83
cduy o(x, y)j +E,; (—2 cdus o(x, y)D E
y ox dy” dx

E33

+

9’ 0’ o9’
E, [EB [—3 c4u3, ol X, y)) +2E;, (—2 c4u3’0(x, y)j +E,; [—2 c4u3, ol X, y)D E;
ox dy dx dy” dx

E33
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83
-E, [—ayz N c4u3’ o( X, y)) E

2 0’ 0’ 0’
Ey | E; Q c4u3’0(x, ) |t2E;, —ay N c4u3’0(x, y) |+ E,; —ayz o c4u3’ o(x, y)

E33

0’ 0’
+EE, (—3 cduy o(x, y)j +EE, (—2 cduy o(x, y)j

ox dy ox

o’ 0’
+2EE, (—2 cduy o(x, y)j +3EyE,, (2— cduy o(x, y)j
dy ox dy” ox

83

+EE), (8_)73 cduy o(x, y)j -

9’ 9’ 9’
EE,, (Ew (m cduy o(x, y)j +2E,, (% cduy o(x, y)j +E, (8_)73 cduy o(x, y)j]

E33

X

9’ J’ 9’
E  E,, (EB (Q cduy o(x, y)J +2E;, (W cduy o(x, y)j +E,; (8})2—8 cduy o(x, y)D

E33

83
-E, [a_ﬁ c4u3, ol X, y)) Ey +

X

o’ o’ 0’
E,, [EB [—2 cduy o(x, y)) +2E;, [—2 cduy o(x, y)) +E,; [—3 cduy o(x, y)D E;
dy ox dy” d dy

E33

/(_'\/EESSE66+6ﬁﬁE§5E66_6E562ﬁﬁ+E562M)

[ > su_cd4u_2 3:=so0ls[4];

su_cdu 2 3 := c4u2’ J(x,y)=3

2 0’ 0’ 8_3
Ey | E; —ay N cdus o(x,y) |+2 Eyy —ay2 3 c4u3, o(x, y) |+ Ey; 8y3 cdus o(x,y)

X

+
E33
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0’ o’ o’
Ey E;, [Ew [W c4u3’ ol X, y)) +2E,, [m c4u3’ ol X, y)) +E,; [8_373 c4u3’ ol X, y)D

y” 0x
E;
+
X EX 0’
E  E,, (EB (—3 c4u3, o(X, y)] +2 E;, (—2 cduy o(x, y)j + E,, (2— c4u3, o( X, y)D
ox dy dx dy~ dx
Es;

3 3 3
—EyE,, [8—3 c4u3, ol X, y)) —EyE|, [8—3 c4u3, ol X, y)) -2EE, (2— cduy o(x, y)j
dy ox dy” dx
0’ 0’
—3EyE, (W cduy o(x, y)] —-EE, (% c4u3, ol X, y))
EX X
+E, (5 c4u3, ol X, y)J El+E, (m cduy o(x, y)j Eg
EX EX
+2E, (W cduy o(x, y)] E,+3E,, (m cdus o(x, y)j Ey
83
+E, (a_yS c4u3, ol X, y)J E —

EX o’ o’
E,, (EB (—2 c4u3, ol X, y)J +2E;, (—2 c4u3, ol X, y)J +E,; (—3 c4u3, ol X, y)D Eg
dy ox dy” d dy

X

E33

o’ o’ o’
E,, (Ew (—3 c4u3’ o( X, y)j +2E, (—2 c4u3’ o( X, y)j +E, (—2 c4u3’ ol X, y)D Eq
ox dy dx dy” dx

E33

EX o’ o’
E (EB (—2 c4u3, ol X, y)J +2E;, (—2 c4u3, ol X, y)J +E,; (—3 c4u3, ol X, y)D Eg
dy ox dy” d dy

X

E33

/ ((6«/?«/7—«/5) (_E562+E55 Ee))

| Gleichung (2,3): (vgl. (57))

[ > tt:=subs(su_c4u_3 2,su cd4u 1l 3,su cd4u 2 3,su c2u 1l 1,su c2u_2
i _1,cvar(gls(2,3))):

| Hier substituieren wir zunichst sqrt(5)*c2u[3,2](x,y)+3*c4u[3,4](x,y) durch die Variable

| "vari", nach der wir dann auflosen konnen.

[
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[ > tt2:=algsubs (sqrt (5) *c2u[3, 2] (x,y)+3*c4u[3,4] (x,y)=vari,tt):

| Ein kleiner Test: Der Vorfaktor von "vari" ist dann "-sqrt(5)*E[33]". Dies stimmt offenbar mit
| Tabelle 3 iiberein.

[ > colsum(tt2,vari);

—«/g Esyvari

[ Die rechten Seite der Tabelle 3 fassen wir der Ubersichtlichkeit halber jeweils zu einem

| Symbol zusammen ("c2RS_32" anstatt "-a*c2*P_3/2/h").

> su_gl23:=sqrt (5) *c2ul[3, 2] (x,y)+3*c4u[3, 4] (x,y)=solve (tt2=c2RS
_32(x,y),vari);

su_gl23 =4[5 c2uy H(x,y) +3 cduy (x,y)=~— (5 ¢2RS_32(x, ) Ey34/21 Egs Egg

30 c2RS_32(x, y) Ey; 13 A7 Ess E66 +30 c2RS_32(x, y) Ey; Es, A3 47

2
+12E55E66ffE56fE23( PEPNZINC y)j 5 C2RS_32(x, y) Ey; Eg, 421

4

d
—10E E+/ 105 Eg¢ E5 (—3 cduy (X, y)j
dy ox

4

3 ( 0 N
+204/105 E, E.,| —7
56 34 ayz axz

d
ey (., y)j +104/105 Ey, E,, (—3 ey (., y)j
’ dy ox ’

4

a4
+54105 E,,’ (—4 ey o(x, y)j E, +104/105 E E,, (3— cduy o(x, y)j
dy dy” dx

4

o* d
+204/105 E,,” (ﬁ e (., y)j E, +54105 E,; (—4 cduy o, y)j E
dy” dx ’ ox ’

4

d
_20E55E66ﬁE34ZM( 22
dy” dx
+06 Es5 Eqq [[[E13( 4 Oz o(x, y)j
¥
=5 Eg; E66[E132r( 5 CHuy (X, Y)j S Egs E66/\/gE232/\/E(a_y4 c4u3’0(x,y)J
+30E55W/7W/7W/7E13 Ell( 5 cdu o(x, y)j
+06 Es5 Egq W/7W/7W/7E23(
+60E55W/7W/7W/7E13 E44( 29,2 ; cdus (X, y)j
—120E55W/7W/7W/7E13 E34[ E 5 cdus (X, y)J

cduy o(x, y)j

5 Cduy o, y)j
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4

—20 E E 4/ 105 E,, E, (—3 cduy (x, y)j
dy ox

4

d
—20E, E 105 E5 E5, (—3 cduy o(x, y)j
dy” dx

4

+20E  E 4/ 105 E,, (3— cduy o(x, y)] Ey;
dy” dx ’

4

d
+5E E 105 E| (; cduy o(x, y)j E
X

a4
—20 Eyy Eg 4/ 105 E., Ey, (ﬁ chuy o(x, y)j
dy” dx

4

—10E Eg 4/ 105 Egg E, (—3 cdus o(x, y)j
dy” dx

84

+20 E, B4 105 E,, (ﬁ cduy (x, y)J E
dy” dx ’

—20 E; E66“/7E13‘V E34( 5 cduy (X, y)j
.x
82
10 E Ei 4[5 Ey, (a — ity (. y)j 21

4

d 2
~204/105 E,, (—3 cduy (x, y)J E, E
dy dx ’

0
— 12047 43 4/5 By, E E,, (aya cduy o(x, y)j
4
—6OﬁﬁﬁE23 Ese Eyy 2—04”3 0(x,y)jE
dy” dx ’
4
_90‘/7‘/§“/gE23 Ess Eyy
_6OﬁﬁﬁE34E56E12 2
dy” dx
a4
+1804/7 43 /5 E,, E E, (ay3a c4u3,0(x,y)j
+2 E, ffEB( ot o y)j+E66fE56 fEB( 3 o y)j

-30 E66W/7W/7W/7E23 ( C4I/t3 O(X y)j

I® cduy o(x, y)J E

4

5 cdus o(x, y)J E
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0T 05 (e )
~30E 74345 E, Ew[ S cduy o (x, y)j
+Eggl5 Egg 421 E13( ; oy o(x, y>J+2E66f 5 Egy 421 E34[ o s ol y>J
_3()[[[193455615”(8 cdu o, y)j

_30[[[E23E56E12(8y88 cdus o(x, y)j
+12555E66ffE56fE13( xc4u3 ol %, y)j
+24ESSE66J7[E56[E34( 57 9.2 .ol y)J
_30[[[E23E56E“(ayaa cdus o(x, y)j

—30[[[5345561522(@ ey x, y)j

+4E, ffEM( o y)j+5E55 105 Ez{aa_;

2

c4u3, ol X, y)J E

4

0
+10 Eg4/ 105 Ey, (3— chuy o(x, y)j E
dy” dx

o* 2 o* 2
+ 104/ 105 E,, EB( c4u3 o(X, y)J E —54105 E,, (—4 cduy o(x,y) | By Eqq
0y” 0x” dy ’

+90 E /7 4/3 45 E,, ( WAL y)j
4
+30 E A7 4/3 45 E,, ( PPN y)j

4

) 4
—204/105 E,, %

2 2 d
cduy o(x, y)j ELE —5EE, 4105 E; (; cduy o(x, y)j
X

4

4
2( 0
-5 E55 E66 105 E23 (—4
dy

2 0
c4u3’0(x, y)j —-5Ey E +/105 E,; (—2 5
dy” dx

+30E66[[[E34E14( 2 Cusy o(x, Y)j

cduy o(x, y)j
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+30 E66[[[E34 EIZ( 3 €3 (X, y)j

4

2 0
—10E Ey 4/ 105 E5, [—3 c4u350(x, y))
dy ox

+60E66W/7W/7W/7E23E44( 23,2 > Cdug o(x, )’)J
+6OE66«/7«/7«/7E34E44( 2 5 cduy o(x, y)j

4
2 d
_5E E, 105 E, [—4
ox

ey o(x, y)]

0B T35 [
—60 E 2|73 /5 B, E  E,, (ayaax cduy ox, y)j
—30 E |73 4[5 Eyy EB( 2ax oy o(x, y)J
B T35 [t

84
— 10 E5 Eg 4/ 105 Ey E (ﬁ cduy o(x, y)]
dy” dx

+3OE55E66[[[E13( ; C2u (X, y)j
[ 2 2r o' o* 2
+54/5 E; Eyg 421 §c4u3,0(x,y) -104/105 E, WM”S,O()C’)’) E,; Eq
2 2 o'
+204/5 By, Egg 421 | ——
dy” dx
82
~SE.E.+5E,, (a c2uy o(x, y)j 21
— 20 E; E66[E34 V2 E23( C4“3 o( X Y)j
_12[[E56 [Eza( C4”3 o( X, Y)j

84
—20 By  Ey 105 Ey, (ﬁ
dy” dx

cduy o(x, y)j

cduy o(x, y)j
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— 60 E; [[[%4 [ C4”3 o( X, )’)J Ess Eg [WFE13( 5 Cus o(x, y)j
+ 5«/7E13[ 5 C2uy (X, y)jf%; Es
+ IO[EIS Esq W/7E23[ 23,2 ; cdu o(X, Y)J
+ 201/7E13 Esq ‘/7E34[ I 3 ¢ o, y)J
—24«/7«/§E56 W/7E34[ 29,2 ; ey o(x, y)j
-2 E55 E66 W/i‘/iEM[ x 041"3 0(x y)J
—E Eg [«FEB( N 5 Cduy o(x, y)j
d
- 60«/71/7“/71513 Ese Eyy (ay e 3 cduy o(x, y)j
ot
+ 180*/71/7[513 Esq B3, ( 3 cdus (X, y)J
dy 0x°
—3()\/7*/74/7523£ > C2us o(x, y)] B B33
o'
+ 240\/7[[513 Es E,, E34( 2o o Cuy o(x, y))
9y’ ox”
+1204/7 43 4[5 E,, Ess( T o o(x, y)]
y ox”
_12[[E56 W/7E13( I 3 ¢ (X, y)j
R
+ 60W/7W/§1/§E34 Ese Ez32 (a_yzt cdus o( X, y)j
+ 10«/7E34( C2M3 NES Y)ersé By
+ 20ﬁ Ese W/7E23( xC4”3 ol X, Y)j

+5fE23( -~ c2u, (%, y)jE% E, 421
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- 6OW/7W/7W/7E34( 02”3 ol %, y)J Es E56
¥
+60 ﬁﬁﬁE13 Esq E232 (% cduy o(X, Y)j

4
+5 E 4105 E,; (—ayz N

cduy o(x, y)) E
o'
+6OW/7W/7W/7E13 Esq Eps [8 P 5 ¢y o, y)J
y
- 3OW/7W/7W/7E13[ y €2u5 (X, y)j Es; E56

4

+10 Ege/ 105 E,, (W cduy o, y)] E

_12()[[[19345561524(;8 chuy o(x, y)j
—30[[[5235561524(@ ey, x, y)j
60T . [ Sty )
_30[[[E13E56E12(ayaa cdus o(x, y)j
_30[[[E13E56E22(ayaa cdus o(x, y)j

4

c4u3 ol X, y)]

o'
—901/71/74/7513 Esc Eyy (ay I ; cdus (X, y)J
—3()*/7*/74/71513 EscEyy (8 cdus o(x, y)j

d
+5 Ege/ 105 E, (a

a4
+204/105 E,, E,, (3— cduy o(x, y)j E
dy” dx ’

84
~ 1204743 45 E, E E., (W

+30 E66W/7W/7W/7E23 Ezz( ; cdu o(x, y)j

cduy o(x, y)j E
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1505@*/7*/7*/71234 E23[ 23,2 5 cdus o, y)J
_6E66W/7W/7W/7E13( 5 cdus o, y)j
25 T35 B et

4
2
— 10 Eq5 Eg4/105 Ey, [—3
dy

3 c4u3,0(x,y)J
+3OE66[[[E23E14( W 3 cduy o(x, y)j
4
—120566fff5341523[ o o y)J
—6E66«/7«/7«/7E23( N 5 CAus o, y))
+12E,, EGfofEM( iy o y)J
4
2 d
—5E Eg+ 105 E|, (ﬁc4u3,0(x,y)J
dy” dx
_6E55W/71/7W/7E13( 2 9,2 5 Cdus o(x, )’)J
+12E,E,, fffEM( - cduy o, y)J
ox’
o'
+5E+105 E,, (a - cduy (x, y)J E. - Es Eg 45421 EB( - cduy (x, y)j
y

~2 Eg EesfrE34( c4u3 o( X, y)]

— Ess E66['V E13( 23,2 5 cdus (¥, Y)j
+0 Egs E66W/7\/7W/7E23( 5 Cus o(x, y)j
+6 Ess E66W/7W/7W/7E13( 5 cdus o, )’)j

4

2 d
—5Ey E+105 E,, (8_))4 cduy o(x, y)j
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— 10 Es; E66[E13 V21 E,; ( 04”3 ol % y)j

a4
+5 E E 4105 E,, (—4
dy

e, (., y)j E

+E o5 By fEB( 3o y)j
0B T35 [
+30 Ei4/74/3 45 E,, EM( ~cduy o(x, y)j
+Eo[5 B 421 EB( oy o(x, y)J

—150 Es, /7 43 4[5 E, Ey, [ y243x e o(x, y)J
+30 B T35 By, |~
160 Ex+74/34/5 E, E,, .
+30 E4/74/3 45 E,, E,, ﬁduwu, v |Ess
~30 ExA7 345 E,; EB( 7 S o y)J
6755 | Lot o |

—60 E;;+/7 /3 /5 E,E,, E,, (ﬁ cduy o(x, y)j
305 15 o i
12 15 et 0
—30E 74345 E, Em( y - cduy (%, y)j

+90E55*/7W/7W/7E13E14( WE 5 cdus (X, y)J

5 NE cduy o(x,y) | Es
4
S o c4u3’0(x, y) |Es;
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>

+90 Ess [[[%4 E14( 292 ; cdus (X, y)J
_3OE55W/7W/7“/7E13 [ x 041"3 0(x y)J

4

d
+20 Eys Eg 4/ 105 E,, (—3 chuy o(x, y)] E,
dy ox

84

+10 Egg Ego 4/ 105 E,, (ﬁ cduy (x, y)J E
dy” dx ’

+30E55E66fff1523( > 2uy o(x, y)j

4

d 2
—204/105 E,, [ﬁ c4u3, ol X, y)) E,, Ey
dy” dx

2608, By 705 2 2

4

)
+204/105 Ey, E, (—3 cduy o(x, y)] E
dy dx ’

—2E5Eg Esgn/ 5 421 Eyy ( 04“3 o( % y)]
ox’

—4 Es Egg Esgn| 5 V21 Ey ( 25 5 Cduy o(x, y)j
ox’

4

a_ 2
=54105 £,y

2 0
cduy o(x,y) | Ey3 Esg =5 Ess E66ﬁE23 ;
y
—2EEq Esg [’V 1 Ey ( 04“3 ol %, y)]
2 2
+ 5«/gE23 Ey 42 ( c4u3 o(x, y)J+ 2E «/71/ EB( c4u3 o( X, y)J
ox’

+2Eg A5 Ey fEM( it o y)D / (3047 /345 E, E
=5 ﬁESS Esq “/E_ 30 Ess Ege ﬁﬁﬁE332 +35 Egs Ess“/gE%z “/E)

c2u3, o(x, y)J A 21 Eyy

i Gleichungen (1,1) und (1,2): (vgl. die Form von "su_gl_11" und "su_gl_12" mit (58) und (59))
Wieder substituieren wir zunédchst die gewiinschten Variablen durch Symbole ("suvarix" und
"suvariy") und 16sen dann das System nach den Symbolen.

glll:=subs(su_c2u_1_1,su_c2u_2_1,algsubs(E[13]*diff(su_gl23,x
Y+E[34] *diff (su_gl23,y),cvar(gls(1l,1))=0)):
gll2:=subs(su_c2u_1_1,su_c2u_2_1,algsubs(E[34]*diff(su_gl23,x
Y+E[23] *diff (su_gl23,y),cvar(gls(1,2))=0)):
suvarix:=diff (u[3,0] (x,y),x)+ul[l,1] (x,y)+1/3*sqrt (3) *sqrt (7) *
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c2ull,3] (x,y)+1/3*sqrt (3) *sqrt (11) *c4u[l, 5] (x,y)=vari_x(x,y);
0 1 1
suvarix = (a Us o(X, y)j +up (x,) +g«/§«/7 c2u; 5(x,y) +g«/§«/ 11 cduy §(x,y)=

vari_x(x, y)
> suvariy:=diff (u[3,0] (x,y),y)+ul2,1] (x,y)+1/3*sqrt (3) *sqrt (7) *
c2ul2,3] (x,y)+1/3*sqrt (3) *sqrt (11) *c4u[2,5] (x,y)=vari_y(x,y);

0 1 1
suvariy := (5 Us o(X, y)j +uy (x,y) +g«/§«/7 c2uy 5(x,y) +g«/§q/ 11 cdu, §(x,y) =

vari_y(x, y)

[ > glll_2:=algsubs (suvariy, algsubs (suvarix,glll)):

[ > gll2_2:=algsubs (suvariy, algsubs (suvarix,gll2)):

{ Ein kleiner Test: Wir lassen den Summanden mit "vari_x" ausgeben. Ein Vergleich mit
Tabelle 3 ldsst erkennen, dass der Vorfaktor "-E[56]" korrekt ist.

[ > colsum(op(1l,gll2_2),vari_x);

—E vari_x(x, y)

| Nun die Auflésung des Systems:

[ > sols:=mysolve({glll_2,gll2 2}, [vari_x(x,y),vari_y(x,y)]):

[ > su_glll:=diff (u[3,0] (x,y),x)+ul[l,1l] (x,y)+1/3*sqrt (3) *sqgrt (7)*
c2ull, 3] (x,y)+1/3*sqrt (3) *sqrt (11) *c4u[l, 5] (x,y)
=simplify (simplify (op(2,so0ls[1l])),size);

0 1 1
su_glll = (a u3’0(x,y)j+u1,1(x,y)+g«/§«/7 c2u1,3(x,y)+g«/§q/ 11 c4u1,5(x,y)
1 2 2 2
:g (-6E, -60E,,E,,-24E,,E,-24E,, —6E22E11)E56 +
7 1
(60 E\, E\, +30E, E\, +90E, E\,) Ess + 12 Egg 5E44 Ey+Ey, E12+5E22 Ey||Ese
2 2 2

—O0E((6E, +3E | Ey+E E,)E +Eq(E, +4E,E +3E,E,+2E, ))J

2 3
E, +(((8E44+4E12)E34+5E14E23+3E24E13)E56 +(

2
(-10E,E,,—E,E;-3E,(2E,+E,)) Es+(24E,+43E,,)E,,

2 2 2
+(60E,E,+60E, E;)E,+6E,;, E,,+12E,(2E,,+E,)E,;+6E,E;)E
2 3
+ ((—90 E, E,, + ((—4 E,-8E,)E,—30E, E;—60 (5 E, + Elzj E13j E,,

2
+(-3 E24 E13 -5 E14 E23) E66 -30 E24 E13 - 60 E23 E13 E14j Ess

- 12 (5 By By + ((5 Byt Ele Byt 5 E; Ezzj By + 5 Eyy Ejyt Ey By E13j E66j Ese

2 5 1 1
+6 ((3 E,E, +12E, (% E¢e + E13j Ey + (g E| Ey +5E13 (2E, + E12)j Egq
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+ ((E12+ 3 E44)E13 +E11 E23)E13J E55

3 2 3
+2Eg ((5 E,+2 E44J Ey +(2EE+2E Ey;) Eyy +Eyy (5 Ey+ Elzj E13D Ess}
3 3
Eyy+(Z12E Ey E ;-8 Ey, ) Egg

P 2 2 2 2 4 2
+ (16 Ey, Ejy+4E,; Eyy)Ess—S4 Eyy Ey, Ejs— 12Eyy Eyy —24Ey, ) Ey +90 E,,
4 2 2 1(7 2
E13+EE66 Ey + EE66+E13 Ey Ey; Ess"‘g EE34 +EyE; |Ey Egg | Esg—

8 2 2
6 Egs (((9 E;;+ 5 E66j Ey +EjE; (EIS + 5 EssD E; Ess

5
2 2 2 4 d
tEw(TEREyy Ez+Ey Ejy +2E;, )D (a 25 304“3,0(7@)’)J+((
V'~ Ox

2
(36 E,E,-24E,E,-60E,E,,)E; +(
2 2
(L2E L E,+84E, E,+12E, +6E,E  +36E, )E

2
+6E66(3E22E44+E22 E12+6E24 ))E56
1 7 1 5
- 12 E 5E24 E +5E44 E,+E,E,|Es+2| EyE), +ZE22 E, +ZE44 Ey, | Egs
2 3
E, + (( I0E,E,+(6E,+3E,)E+E E,)E, +(
2
((-4 E12 -8 E44) E34 -3 E14 E23 -5 E24 E13) E55 +60 E24 E34
2 2
+((60E,, +36 E\,)E,s +24 E L E, ) Ey, +24E,; E,+36E,,E,;E ;) Eq + ((
2
(—42 E12 -72 E44) E34 +(-10 E66 E24 -84 E14 E23 -84 E24 E13) E34

2 7 2
+((-0E, —3E,)Ey—EREy)Eq—0Ey; E | -24E; (Z Ey+ E12j Ey—-6Ey, E;
2
J Es—6(3Ey En+12E, ExE)+((Ep+3E,)Eys+E;E),)E);) E66j Eg+12
7 2 2 1 1 7
Egs 5E14 Ey + §E44+5E12 E66+5E11 Ey + 5E44+E12 Ej; | Eyy
5 1 1 2
+ E 2wk +ZE14 Eyy |Eg+Ey E3Eyy, +5E24 E;; | Ess

5 2 5 1 1 2
+2 (Z Ey Eyy + ((Z Ey+ Elzj Ey; + Z E,; Ezz} Ey+ Z Ey; E\,+E, Ey E13J E66D E;;

2 2 3
+(-16 E23 E34 -4 E23 E13) E56
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3 3 2 2
+((8E34 +12E34E23 E13)E55—60 E23 E34 _60E23 E34E13)E56 +(
4 8 2 2 2
36 E,, +126E,, E13+5E66 E,, +138 §E66+E13 E,, E;|Eg
2 2
+6E66E23 (E23 E13+9E34 ) E56_18E55 E34

4 7 2 2 5 2
5 66+§E13 Ey +EE; E13+§E66 E55+5E66E23 (Ey; Es+Es )

0 2 2
( P C4u3, o(X, y)] + (((—18 E,E,—12E, E,-30E,, )E
dy” dx
+((12Ep E, + 5S4 E, Ey, + 24 E,, E,)) Ess + 30 Egg E,, Ey,) Exg
2 2 2
—O0E ((2EyEy+EyEp+2E, )Es+EG(EpEy+EnEp+3E,, ) Ey + (

3
(TEy Eyy+3Ey Ey) Esg + (6 E3 Eyy+(-2E, —E)) Ey;—EEyy) Egg
2 2 P
+18E;, E\,+60Ey, EfsE)+(12E,+18E,) E,; +12E,E;E,),) Ey +((

2
—S4Ey Eyy +(BEGE),+(-24E,-54Ey) Eyy— 12E E,)) By, — 1 Eg E,, Eyy
2
-24 E24 E23 E13 - 12E23 E14) E55 -30 E66 E23 (E23 E24 +E34 Ezz)) E56 +6 E55 ((
2
(Ep+4E ) Ey +(2E,E3+2E,Exy+EGE,)E;,
1 1 1
+ 5E44+8E12 E23+8E13E22 E¢e+Eyy E\5 Eyy | Ess
2 2 3
+(Eyy Ey+O0Ey Eyy By +Ey ((Eyy+Ep)Epy+Ey Ezz))E66D Ey, —10E,; Ey E
1 2 2
—-12 E23_6E55 E23 (E23 E13+4E34 )E56
3 2 5 5 2
+36 E;, 5E34 + EE66+E13 E,, E55+8E66E23 E,; Es— 6 Ess
4 4 2 1 2 2 2

2E +3 9E66+E13 Eys Bsy +75 B Eis Bay | Ess T Egq oy (Eyy E\3+4 Esy )

o 2

——cdu, (5, y) |+|| (36 Ey E\y— 12 Ey B, — 12E,, E}y) Exg

dy” dx

2 2

+((48E, +24E E,+18BE |E,)Es+6E, (2E, E,+E,,E,+2E,, )) Ey

5 3 2
-12E, E\, (5 EsE) + (5 Ey+ EIZJ E66D Ey; + (

3 2
(OE Ey+EEx+E3(2E y+E))Esg +((BELE, —-TELE,)E;+30E, E;,
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2 2
+(12E,E+12(E,+3E,)E ) Ey+12E,E 5 +12E,ELE ) Eg +((
2 1
_24E11E34 _96E14 1_6E66+E13 E34+(_E11E23_E13(2E44+E12))E66

2 4
- 18 E23 E13 E11 - 18 E13 (Elz +5E44D E55

2
- 6E66 ((E12+4E44)E34 + (2E24 E13 + 2EJI4 E23)E34+E44 E13 E23)j E56+ 12 ESS (

5 1 5 7
(5 E (EIS +EE66j Ey, +5E14 E; (% E¢e + E13D Eg;
3 2 3
+ Egg 5E14E34 + 5E44+E12 EEy+EpnESE), || Ey
2 2 3 3 2 2 2
+(-8 E34 E13_2E13 E23)E56 +(=36 E34 E13_24E34 E23 E13 +10E55 E34E13 )E56

1 2 4 2
+ (18 (Em +§E66j Ej(EpEy+4Ey ) Ess+12Egg Eyy +18 Egg Ens Eyy E13j Esg

5

1 2 3 2
=30 Es5 ((Em 3 E66j Eys Ess + 3 Ees (5 Ey +Ey E13D Es, E13j (m cdus (X, y)]

2 3
+ (6 (Ey Esg— Ess Eyy) (Egg Eyy =2 Ey Esg+ Ejy Ess) Eqy + (2 Eyy Ey Egq

1 2
+12(Ep Eyy+ Eyy Ey) (Ezs - E Essj Esg

2 2 2
+((-24 Ey Eys By — 6 Es, Ey— 2 Ego Eys By — 6 Ey E44) Ess - 12 Eeo Ey, Ery ) Ese +
6 E

2 1 1
((Ezzt Ey + (E44 Ey; + g E¢ Ezz} Ey + g E¢6 Eyy E23J Ess+ Eq Eyy (Eyy Eyy + E5y Ezz)D

E33 +
1 2 1 2 2
6 (E23 E56 - E55 E34) E23 _3 E23 E56 -2 E56 E34 E23 + 3 E66 E23 + E34 E55 + E66 E23
i : :
ay5 cAuy o(x,y) |+| ((6E, —6E, E)Esq +(60EGE E,+18E;EE ) Es

2 2 2 2 3
_6E55 E11 _6E55 E66E14 )E33 +((E13 E14+E34E11)E56

2 2 2

+(12E14E13 E34_2E55 E11E13+6E11E34 +6E44E13 )E56

1
+ (‘18 (EE L +EE)) (E E¢e + Elsj Es—6EEy (E Eyy+Epy E44)) Egg

1
+12 Egq (En (g Ege + E13j Ess+ Egs Esy E14J E13j Eyy -
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1 2 1 2
6 (_E34 E56 + E55 E13) (_g E13 E56 -2 E13 E34 E56 + (Em + g E66J E13 E55 + E66 E34 J E13

85
j (—a s c4u3’ o( X, y)j +5E;, (
X

2
((3 E24 E56_E55 (2E44+E12))E33 -3 E56 E34 E23 +E55 (2E34 +E23 E13))

83
[—8y2 o c2uy (X, y)) +

2
(((2E44+E12) E56_ 3 E14 Ess) E33 +(2 E34 _E23 E13) E56+ 3 E34 E13 Ess)

a3

3
2 0

+((=Ess E + Esg Eyy) Ex;+ Ess Eyy — Ej3 By Ef) (; c2usy o(x, Y)j
X

3
» [0
+((Ep Esg—Ess Eyy) Exy + Eyy By Ess — Esg Eys ) (; c2uy o(x, Y)j
y

1 1 d
+ (—g E A5 Ey+ < Ex s EBJ (— c2RS_32(x, y)j

dy

1 d 2
—gﬁ (<Esy Esg + Ess Er) | 5 €2RS_32(x.3) | [ (Ess +Ess Eg) |/ (

2 2,
(=Esq +Ess Egs) Es3 )
> su_gll2:=diff(u[3,0] (x,y),y)+ul2,1] (x,y)+1/3*sqrt (3) *sqrt (7) *
c2u[2,3] (x,y)+1/3*sqrt (3) *sqrt (11) *c4u[2, 5] (x,y)
=simplify (simplify (op(2,s0ls[2])),size);

0 1 1
su_gli2 .= (a_y us o(x, y)j + U, (x,y) +g«/§«/7 c2u2,3(x, y) +g«/§q/ 11 c4u2,5(x, y)

1 2 2 2
:g((((—6 E12 - 60 E24E14_24 E44 E12_24 E44 _6E22 Ell)E56 +

1 7
((60 EyE,+90E, E)y+30E,y, E\y) Eg+ 12 (5 E, Ey + 5 EyE +Ey, Elzj E55j Esg

2 1 » 1 2 3
-6 (Ess (BEE +EnEL,+0E, )+4Es (5 E, + Z E, + Z ELE,+Ey, E14D Ege

2 3
jESS +(((8 E +4E,)E,+3E,E,+5E,, E;) Ey +(

2
(-10E,,E,,~E E,,-3E,(2E,+E,)) E,+(24E,+48E,,)E,,

2 2 2
+(60E,E,+60E, E )E,+6E,E, +12E,(2E,+E,)E,;+6E,; E|)E
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2 3
+ ((_90 Ey By, + ((_4 E, - 8 E44) Ess - 30 E; Ey— 60 (E Ey+ ElzJ E23J Es,
2
+(=5 E24 E13 -3 E14 E23) E55 - 60 E24 E23 E13 -30 E23 E14j E66
7 2 7 1 1 2
— 12 Eq; 5E14 Ey + 5E44 +E, |E; +5E11 Ey | Eyy +5E24 Ey +EjERE || Es
2 36

+Eg| | 18E;y, Ey+10| Egy +?E23 Ey Ey+(EZEn+3E;(2E,+E)\,))Ess
+6((Ep,+3E,)Es+ESE),) E23j Egq

3 2 1 3
+24E5| | Ey +ZE12 Ey, +(EyE+EEy;)Ey, +5E23 5E44 +E, |E;5 )| Es

3 3
+(-12 E34 E23 E13 -8 E34 ) E56

2 2 4 2 2 2 2
+((16 Ey Ey, +4Ey, Ej3)Eg—24E, —84E, E, E,—12E, E, )Es +12E,

15 2 2 15 3 7 2

? 23+§E55 Ey +EE,; ?E23+E55 E66+5E55E13 §E34 +Eyn E;y )| Ese

27 2 3

-4 4E55+;E23 Ey +E;E,; £E23+E55 Ey; Ege

3 2 2 2 4 o’
+_E55(7E23E34 E13+E23 E13 +2E34) E66 NENE 2C4u3’0()c,y) +

2 dy” dx

2
(=60 E44 E14_36 E14 E12_24E24E11)E56 +[
2 2
(42E,E,+84E,,E,+12E, +6E,E +36E, )E,
1 1 2
+36 Es; 8E11E12+5E11E44+E14 Esq
5 1

—O0\(2E,En+EnE +TELE,),) Eg+4 Ess ZE44E14+E14E12+ZE24E11 E¢6

2 3
Ey, +((10E14E34+(6E44+3E12)E13+E11E23)E56 +(

2
((_4E12_8E44)E34_3E24E13_5E14E23)E66+60E14E34
2 2

+((60E,, +36 E\,) E;+24EEy)) Ey,+24E,E; +36 EsEE ) Egg +((

2
(-42E,-T2E,) E;, +(-84E, E,—84FE,E,;,—10E,E)E;,

2 7 2
+((-6 E44 -3 E12) E13 - E11 E23) E55 -6 Ezz E13 - 24 E13 (Z E44 + Elzj E23 -6 E23 E11
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1 2 1
jE66_72E55 (ZEIIEM +ELE; E34+E((E12+3E44)E13+E11E23)E13DE56+5((
42 2 4 8 6 12(7
?E24E34 + EE12+EE44 E55+gE13 Ezz"'? 5E44+E12 Ey | Eyy
3 12 6 2
+ gE24E13+E14E23 E55+?E24E23 E13+EE23 E, | Eg
24 5 2 5 1 1 2
o Ess| TELGEy H\| T ELYE, |Egt T EEy | Ey+T BBy +ERERE | Eg
5 554 4 4 4
2 2 3
Eyy+(-4E;; Ey—-16E;, Ej;) Ey
3 3 2 2
H((BEy +12E, By Ef3) Eg =00 Eyy Ep3— 60 Eyy Exs Eyy ) Egg +
4 63 2 9 2
36 E;, +16 E55+§E23 E Ey +4 5E23+E55 E;; Ey | Eg

2 2
+6E55 E13 (E23 E13+9E34 )J E56_ 12 E34

7 2 2 3 5 2
(((5 23 +5E55j Ey +EE,; (E Ey + ESSD E¢6 +5E55 E;(ExE+Ey, )J E66J

5
2 2
( 5 3c4u3’0(x,y)j+(((—12E11Elz—18E11E44—30E14)E56
dy” dx
+((12E24E11+24E14E12+54E44E14)E66+30E55E14E11)E56
1 2 3 1 1 2 2
- 12 5E44E12+E24E14+E44 E66+5E55 §E11E12+5E11E44+E14 Ego | E55 +

3
((3 E34 E11 +7 E13 E14) E56 +((=6 E14 E34 +(=2 E44 - E12) E13 - E11 E23) E66

2 2 2
+18E,E; +60E,E E,+(12E,+18E,)E; +12E,E;E, ) Ey +((

2 2
“SAE, Ey +(-3EE, +(-24E,-54E,)E,—12E, E)E, - 12E, E,,
=7 E55 E13 E14 -24 E23 E13 E14) E66 -30 E55 E13 (E13 E14 + E34 E11 ) E56 +6 E66 ((
2
(Ep,+4E ) Ey +(2E,Exy+2E), Ey+EEy)E;,
1 1 1
+ §E44+8E12 E13+8E11E23 Ess+E E5 Eyy | Egq
1 2 1

+6 Egs gEn Ey +EL E E;, +8E13 ((Eyy+Ep) Es+E\ Ey) Ey;

2 3 2 2
—10E E\; Esg +2E;(Eyy Ef3+4E;, ) (-0E;+Eg) Egg

27 2 18 2
+10E;, Eyy ?E34 + E55+?E23 E; |Eq+3EsE;; |Esg—2
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4 9 2 2 2 2
((6 Ey +4E; (Z Ey + ESSJ Ey +EE E23j Eq+3EsEy (EjyEz+4E;, )J 1

5

2

j (—8 o c4u3’0(x, y)j + (((—36 E,E,-12E,E,-12E, E ) E
y 0x

2 1 2
+ (( 1I8E, E,+48E,, +24E, E,) E,+ 12 Eg (E EL,E,+E,E ,+E, D Ey

2 3 2
-30 (E66 Ey + g Ess (5 Ey+ E12D E¢6 E24J Ey; + (
3 2
(OE Eyy+EREn+En(2E,+Ep))Esg + (B3 Ey Ey—TERE)) E+36E,, s,
2 2
+(12ELE,+12(E,+3E,)Ey)Ey+12E,EEs+12E,; E ) E + ((
2
—24 E34 Ezz -6 E24 (Ess +16 E23) E34 + (_E13 Ezz - E23 (2 E44 + Elz)) E55
4 2
- 18EELE,—-18|E), +§E44 Ey; |Eg
1 2 1
— 12 Eq; 5E12 +2E, |Ey +(EyER+E L Ey)E;, +5E44 E Ey||Es+3
7(30
E, (10 E;; + Ess) Ey, +g 7 Eyy+Ess | Eys Eyy | Egg

3 2 (3
+4 Egs (5 E) Eyy + (E Ey+ ElzJ Eyy By +Ey\ By E13D E66J E;;

2 2 3 2 2 3 2
+(-2Ey; E3—8EjEy )Ey +(-24Ey EyE3+10E,); Ey E—30E, E; ) Egg

2 4 2
+(2E23 (E23E13+4E34 )(9E23+E55)E66+12E55E34 +18E55E34 E13E23)E56

6 (3 9
— 10 E5y Ey; Egq (E23 (3 Ey3 + Ess) Eg + 5 Ess (5 By +Ey Eij (4— cdus o(x, y)]
dy” dx

2 3
+(=6 (“Esg Ey| +Eo E ) (Eyy Eqe =2 Esg E\y + Es Ey ) Ey; +(2EE Egg
2
—(EgEy+Ey Ey) (F12E 5+ Eg) Egg
2 2 2
+((_2E55E11E13_6E44E13 _24E14E13E34_6E11E34 )E66_12E55E13 Ell)E56+

2
((6E Ey +(OEZE +EE |)Ey+EsESE ) E+O6EES(EGE ,+EE\)))
Eg) Eyy —

2 2 2
2 E13 (_E56 E13 + E66 E34) (_E13 E56 -6 E13 E34 E56 + (Ess E13 +3 E34 ) E66 +3 E55 E13 )

0’ 2 2
) (; cduy o(x, y)j +(((=6Ey —6EyEy) Esqg +(18E Ey Eyy+6EssEy Eyy) Esg
X

2 ) 2 3
—O0EE) Ex—O0Ey Ey )Ey +((EpEy+Ey Ey) Eg

2 2 2
+ ( 12 E34 E23 E24 +6 E23 E44 -2 E66 E23 E22 +6 E34 E22) E56
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+ (_(E23 E24 + E34 E22) (18 E23 + ESS) E66 -6 E55 E34 (E34 E24 + E44 E23)) E56
+2 (EZZ (6 E23 + ESS) E66 +6 ESS E34 E24) E23 E66) E33 -

2 2
2Ey; (mEpEsg —O0EsgEy Eyy +Eyy (3Ey;+ Ess) Eqo+ 3 Ess Esy ) (E3y Esg+ Eqo Eys))

aS
[a_y5 c4u3’0(x, y)] -5E,; (

2
(((=2 E44_E12) Esq+ 3 Egq E24) Ey+ (2E34 +Ey; E13)E56_ 3 Eo Es, E23)

a3
(aﬁ ox €2t oL y)) "

2
((BEGE +E(2Ey+E\,))Ejs+3E3Ey Esq—Eg (2Ey, +E,E ;)

83
(ay ox’> 2t y)j

3
> [ 9

+((=Eso £\ + Ego E\y) Eyy — Eqo Ey Ejy + Es E 5 ) (a 5 C2us o(x, Y)j
X

a3
+((mEy Esg + Egs E,y) E3; — Eg E23 +Esq By Eyy) ( 3 c2usy o(x, Y)j
y

1 1 d
+ (g Ey Ey5 - < Ex Vs EMJ (— C2RS_32(x, y)j

dy
1 0 2 2
+ 5 (-Ey E,, + E Es,) GRS 32xy) | | (-Esg +Ess Eee) | /) (Ey

5 2

L (=Esq +Ess Egg) )

| Gleichung (0,3): (vgl. Seite 61 der Diplomarbeit)

| Mit "su_gl11" und "su_gl12" bilden wir den folgenden Ausdruck "tt":

[ > tt:=E[66]*diff (su_glll,x)+E[56]*diff (su_glll,y)+
E[56]*diff (su_gll2,x)+E[55]*diff (su_gll2,y):

| "op(1,tt)" gibt die linke Seite vom Symbol "tt" (eine Gleichung !) zuriick.
> op(1l,tt);

0 0
Eg H—zu3’o(x,y)j+(— ul’l(x,y)] «/7«/7( cZu1 5(x, y)j
ox ox
82 o)
+- «/74/ c4u1 s(x,y) | |+ Esq 3y or T o U olX, y) |+ 3 ul,l(x,y)
y
2

- ff( c2u, |(x, y)j ff( cdu, |(x, y)D+E56((aaa o, y)]
+(iu2,l(x,y)) «/7«/7( c2uy 5(x, y)j «/7«/7( cduy 5(x, Y)BJrESS(
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0 0 1 0
[a_yz us o( X, y)] + (a_y U, (x, y)J + g«/g«/; (a_y c2u2’ 4(x, y)j
1
+§«/§«/H(§ c4u, 5(x,y)Jj
y ,

| Die linke Seite von "tt" ist gerade die linke Seite von (0,3), was die Differenz unten verriit, also
ist die rechte Seite von "tt" auch gleich der rechten Seite von (0,3). Diese Gleichung ist unsere

| gesuchte PDE ("hauptgl") in u[3,0].

| > simplify(op(1l,tt)-cvar(gls(0,3)));

i 0

| Wir definieren "hauptgl". "RS_30" ist die rechte Seite von (0,3) und steht wiederum abkiirzend

| fiir "-a*P_370/h".

[ > hauptgl:=op(2,tt)=RS_30(x,y):

| Wir lassen Maple die "hauptgl" moglichst kompakt darstellen:

> simplify (simplify (hauptgl), size);

1 2 2
g((((no E, E,+48E,E,+48E, +12E, +12E,E,,) E

1 1
+(Z12EpE\ =36 Ey\ E\, =T2Ey Eyy) Ego— T2 Ess (E44 E, +5E14 E, +g 2 Eujj

2 2 2
Ey; + (((_16 Ey—8E) Ey—8EyE;—8EEy;)Eys + ((_96 E,—48E,) Ey,
2 1 2
+ (=120 By, Epy = 120 By, Eyy) By = 12 Eyy By =48 Epy| Eyy+5 Eyy |En = 12 Ep B,
2
j E56 + (72 E14 E55 +72 E66 E24) E34 —+ (((72 E44 + 36 Elz) E66 +12 E55 Ell) E23
1 1
+| 12E, E,, +72 E44+5E12 Ey |E;+16 E44+5E12 E Ess | Ey
2
+12E(Ey); Ey+((30EGE) +30E, Ess) E3+8 EssEg E ) Eyy
2 3 2
+12E,; (Ew +5E66j E,, Essj Ey+ (24 E Ey E\s+16 By ) Egg
) 2 4
+(24 E,, E, + 168 E,,E, E;+ 48 E,, ) E

3 3(2 2 1
—48 ((5 Egs Eys + 5 (; Eg + E13j Ess] Eyy +E;3Ey (E66 Byt (E” " 2 E("J ESSD Fau

6
j( 3 3c4u3’O(X,y)j+(((36E22E14+48E24E12+96E44E24)E56
dy” dx
2 2 1 2 3
+(24EpE,—54E)y —12E, E,) Eq—24 | Ey, +ZE12 +5E24 E,+E,E, |Ess

2 2
E33 + ((_16 E34 E24 + (-4 E12 -8 E44) E23 -2 E13 Ezz) E56 +
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2 2
(=96 E24 E34 +((-96 E44 —48 EIZ) E23 - 36 E13 Ezz) E34 —48 E24 E23 E13 - 36 E23 E14)
1 2
Es + (24 E E,, +48 (EM + 5 EIZJ ESSJ E;,
4
+| (36 E,Es+ 108 E E,,) E;;+36 E,, §E66 +E,|Es |Esyy
1 2
+24| Ey +5E12 E¢o Ess
1 1
+| | 12E Eyy +24 | Eyy +5E12 Es |E;+8| Ey +5E12 E¢o Ess | Eyy
2 2 2
+2 Ess E66 E13 Ezz E33 +(24 E23 E34 +6 E23 E13) E56
2 3 4
+ (84 E23 E34 E13 + 96 E23 E34 ) E56 —-24 E E34

13 2 5 )
- 60 (BE“ Ey; + (Em +gE66J Ess} E E, —6E,(2E E +E(Eg+E;))E,; j

a6
(ay4 N c4u3’ o( X, y)j + (((96 E,E,+36E,E +48E ,E,) E

2 2 9 1
+(_24E44 _6E12 —24 Ey, E12_36 Ey, E14)E66_24 Ess (ZEM +E11E44+5E11E12j
2 1 2
E33 + _16E14E34_2E11E23_8E13 E44+2E12 E56 +
2 1 2
_96E14E34 + _36E11E23_96E13 E44+£E12 E34_48E23E13E14_36E24E13

2
E+((24E,+48E, ) E +24 E E|)) Es,
+(36E E,E,+(108E,E+36E E,,)E,+16EEE,,)E;,
+(((12E,+24E,)E+12EE, | )E;+2EE E||)E,;

1 1 2 2 2
+24 E; (Em + 5 Essj (E44 + 5 Elzj Essj Ej;+(0E;; Eny+24Ey Ej;)Ey
2 3 4
+ (84 E34 E23 E13 + 96 E34 E13) E56 —24 E66 E,,

4 2
+ (—60 EgEyy E3 =778 (B Eg+ E13j Ey Essj Ey

2( 1 1 o°
- 12 E13 (‘E% E23+(E13+_E66J ESSJEZJ N 46‘41/13’0()6,))) +(
2 2 dy” ox
2 3 1 2
(36E,, +24E,E +12E, E,,) Eq—24 5E66 Ey+| Ey+ 5 Ey) |Ess | Ey | Eyy +

2
(-4 E34 Ezz -8 E23 E24) Ess

2 2
+(-24 Es, Ey — 72 Es By By + (—24 Ey~ 12 E12) Ey — 12 Ey Es Ezz) Esg
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2 1
+24 E55 E24 E34 + ((36 E66 Ezz +24 (E44 + 5 E12j Essj E23 +4 E55 E66 EzzJ E34
2 2
+12 E24 3 E66 E23 + E13 +§E66 E55 E23 E33 - 12 (_E23 E56 E34

2 2 2
+ (S EpEyy —Eyy Epy) Esgt By (2 Ess By + (3 Egg Eys + Es (E66+E13))E23))E23J

86
(ayS o o )] " (

2 1 3 2
((36 Ey, +24E,E +12E E,) E;c—24E), ((E44+5E12J E66+5E55 EnD Ey; +(

2
(-8 E13 E14_4E34E11)E56
2 2 1
+(_24 E11E34 _72E14E13 E34_12E23 E13 E11_24 E13 (E44+5E12D E56
2
+24E66E14E34 +(((12E12+24E44)E66+36E55E11)E13+4E55E66E11)E34
1 2 2 2
+36E,E, 5E66E23+ §E66+E13 Ess | |Eys + 12 E3 E 5 Egq
2 2 3
+(60E13 E34 +12E13 E23)E56
2 > 1 1 o°
30 E;| T B By +Eiy | S Eeo Exy t| Eis+ 7 Ege | Ess | | Eaa || T 5 ¢4y o(x%,y) |+
3 3 3 ay ox
2 2 2
(12E56E14E11_6E66E14 _6E55E11 )E33 +

1 2 1
12 E13 (‘8 E56 E11 + (_E13 E14 _E34 Ell)E56 +E66 E34 E14 +E11 (g E66 +E13J ESSJ E33
32 3 2 2 3 1
+2E;; Esg +12E, EcE\; —0EGE;; Eyy —6E; E13+3E66 Ess

86
(ﬁ cduy o(x, y)j +((12 Egg Eyy Ey, — 6 Eg Eyy — 6 Ess Ey, ) Eyy +

2
2(-Esq Efy+ (=6 E3 Eyy —6Ep Ey) Esg+ 6 Ess Ey Eyy + E,y (6 Eyy + Ess) Egq) Eyy Exy

2 2 2
—2E,; (mEjEyg —O0EEy Esy+Eyy (3Ey+Ess) Eg+3E Es, )

d° 2
[8_))6 cduy o(x, y)j +20 (—Esy +Ess Egp) (

1 1 > o*
((‘5 E,- E44j Ey; +5E23 E s+ Ey j(a 25,2 5 C2uy (X, y)J
4

o' 1 I 2
+(Ey By + Ey3 Eyy) [ c2us o(x, y)J ( — B Byt 7 Eng j [_4 c2u; (X, )’)J
oy’ x 4 4 dy
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4

(1521 Ej(a42 ( )j(EE EE)(a
+|—E,, —— — 2u, o(x,y) |+ (= + —
4 13 4 33 ~11 ax4 3,0 14 33 34 13 ay ax?,

1( 9 1 9’
- ( ¢2RS_32(x, y)j 5 Ey, - %ﬁ (Q ¢2RS_32(x, y)] E

dy ox

c2u ox. y)]

_—f 5 E,, [—cst 32(x, y)D 33J / (Eyy (~Esg +Ess Egg))=RS_30(x, y)

[ Gleichung c*2%(0,3): (vgl. (61))
| Wir bilden den Ausdruck "tt" als:
| > tt:=cvar (truncate(c*2*(gls(0,3)+diff(gls(1l,1),x)+diff (gls (1,2
),y¥)),4))=c2RS_30(x,y);

3

9’ 9’ b)
it=E, (g cdu, (x, y)j +3E, (m cdu, (x, y)j +2E, (% cdu, ((x, y)j

83

83
+E, (ﬁ c4u2’ (X, y)j +2E, (W

83

c4uz’1(x,y)]+E12 (—8 NE

cdu, (x, y)j
y ox

3

a 2
+3E, —ayz 3

d
cdu,, 1(x,)’)j + 21/§E34 (a . cdus ,(x, y)j

82

+«/7E23( c4u3 5(x, y)]+«/ﬁE13 {8 5
X

0’ 0’

+E, (—3 c4u1’ (X, y)j +E, (—3
dy dy

i Ein Blick auf Tabelle 3 verridt dann, welche Substitutionen noch durchzufiihren sind, um (61)

| zu erhalten.
> nebengl:=simplify (subs(su_c4u_1_1,su _c4u_2_1,su_cédu_3_2,tt),s

3

0
cdus ,(x, y)j +E, (—8 25 cdu, (x, y)j
Y~ ox

cduy (%, y)j = ¢2RS_30(x, y)

ize);

nebengl :=«/§E13

0° 0’ o’
24 (EB (Q c4u3’ ol X, y)j +2E,, (a . c4u3 o( X, y)} +E, (ayz c4u3’ ol X, y)j] «/g

o’ \5 E;;

+’\/gE23
82 82 a2
(EB (@ ey o, y)J +2E,, (a ey o(x, y)] +E,, (aﬁ ey o(x, y)D A5

9y*\5 Es
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+2«/7E34 3y ox

0’ 0 0’
E| 5 cdus o(x,y) |+2Ey, [ cduy o(x, y)j +Ey |, cdus o(x,y) ﬁ
1 ox dy ox dy

5 E,,

+(2E,+E,) o ( (8 cduy o(x, y)jjj
dy ox* \ \dy

+(2E,+E,) o ( (8 cdu, (x, y)jD+E (8_3(_(2%(” (x y)D]
9 ax\ 2 3,0 52 oy Haolh

+3E14{ h [a cdu, (x, y)D]+3E ( o ( [8 cdu, o(x, y)jD

dy ox” \ \0x >0 * dy” ox \ \dy >0
+E14(aS ( [8 cdu, (x, y)jD+E (83 ( (Ec4u (x y)D]
e gy a0 24 2’ o sl h

o ( (9
+E, (8_)73 (—[a—y c4u3’ o( X, y)jD =c2RS_30(x, y)

| Dasselbe Ergebnis bekommen wir auch, wenn wir die "hauptgl" mit ¢*2 multiplizieren, so wie

es in der Diplomarbeit auf Seite 62 durchgefiihrt wird.

| "test" ist die "nebengl", wie sie in der Diplomarbeit hergeleitet wird.

[ > test:=simplify(c*2*invcvar (hauptgl)):

| Wir vergleichen "test" und "nebengl" wieder durch Bilden der Differenz. Zuerst die linken
| Seiten:

| > simplify (truncate(op(l,test),4)—-invcvar (op(l,nebengl)));

32 82 82
(2 (ay . c2RS_32(x, y)] E,, + (Q c2RS_32(x, y)) E .+ (a_yz c2RS_32(x, y)) E23]

ﬁ/ESS

' Dies ist von der Ordnung O(c”6) (vgl. Seite 52 unten).
| Nun die rechten Seiten:
| > op(2,test)=0p (2, nebengl);

¢*RS_30(x, y) = ¢2RS_30(x, y)
D1e Gleichungen sind also im Rahmen der konsistenten Approximation zweiter Ordnung

| | identisch.

'=| 4 Tensordarstellung der Hauptdifferentialgleichung

Als nichstes wollen wir die Darstellung der obigen Gleichung ("hauptgl") in Tensorform (60)
nachrechnen.
Zunichst bendtigen wir hierfiir den Kronecker- oder Einheitstensor und den
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| Levi-Cevita-Tensor.

[ > levi:= proc(i, j, k)

return -1/2* (j-i) * (k—3j) * (i-k);

end proc:

| > kron:= proc(i, Jj)

if (i=j) then return 1;

else return O;

fi;

end proc:

Definition Seite 62)

| Wir priifen die Korrektheit der verwendeten Implementierung des Levi-Cevita-Tensors (vgl.

[ > for i from 1 to 3 do

for j from 1 to 3 do

for k from 1 to 3 do

if (levi(i, j,k)<>0) then

printf ("levi (%g, %9, $g9)=%g\n", i, j, k,levi(i, j, k)); £fi;

od;

[ay

T | I
|
=

=

levi(3,2,1)=-1
und des Kronecker Tensors

> for i from 1 to 3 do
for j from 1 to 3 do
if (kron(i, j)<>0) then
printf ("kron (%g, $g)=%g\n", i, j,kron(i, j)); £i;

od;

od;
kron(l,1)=1
kron(2,2)=1
kron(3,3)=1

Wir stellen die Gleichung (60) auf: "gamma" miissen wir durch "Gamma" ersetzen, da
"gamma" in Maple ein reservierter Ausdruck ist. Ansonsten bleiben wir wieder moglichst nahe
an der Schreibweise in der Diplomarbeit. "w" nehmen wir als w(x,y,z) an, so das wir
versehentlich entstehende Ableitungen nach z bemerken wiirden. Ebenso bei "P".

[ > T:=0:
for alpha from 1 to 2 do
for beta from 1 to 2 do
for Gamma from 1 to 2 do
for delta from 1 to 2 do

T:=T+5*c*2*ET4[3,3,3,3]*(ET4[2,3,2,3]*ET4[1,3,1,3]-ET4[2,3,1,
3]172) *(ET4[alpha,beta, Gamma,delta] *ET4[3, 3, 3,3]-ET4 [alpha, bet
a,3,3]*ET4 [Gamma, delta, 3,3]) *

diffit (diffit (diffit (diffit(w(x,y,z),alpha),h beta),h Gamma), delt
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a);

for epsilon from 1 to 2 do

for zeta from 1 to 2 do
T:=T+5*c*2*ET4[3,3,3,3]*(ET4[2,3,2,3]*ET4[1,3,1,3]-ET4[2,3,1,
3]172) * (ET4 [alpha,beta, Gamma, delta] *ET4[3, 3, 3,3]-ET4 [alpha, bet
a,3,3] *ET4[Gamma, delta, 3,3]) *

diffit (diffit (diffit (diffit (-2/5*c*2*ET4[epsilon, zeta, 3,3]/ET
413,3,3,3]*diffit (diffit (w(x,y, z),epsilon), zeta),halpha),h beta)
, Gamma) ,delta) ;

for xi from 1 to 2 do
for theta from 1 to 2 do
for iota from 1 to 2 do

for kappa from 1 to 2 do
T:=T+6*c”4*levi (3, alpha,beta) *levi (3, Gamma, delta) *ET4 [alpha, 3
,Gamma, 3] * (ET4 [beta, epsilon, zeta,xi] *ET4[3, 3, 3,3]-ET4 [beta, ep
silon, 3,3]*ET4[zeta,xi,3,3]) * (ET4[delta, theta, iota, kappa] *ET4
[3,3,3,3]-ET4[delta, theta,3,3]*ET4[iota, kappa, 3,3])
*diffit (diffit (diffit (diffit (diffit (diffit(w(x,y,z),epsilon),
xi) ,zeta),theta), iota),h kappa);
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
> T2:=5*ET4[3,3,3,3]*(ET4[2,3,2,3]*ET4[1,3,1,3]-ET4[2,3,1,3]"2)
*a/h*ET4([3,3,3,3]1*P[3,0] (x,y,2):
for alpha from 1 to 2 do
for beta from 1 to 2 do
T2:=T2+5*ET4[3,3,3,3]1*(ET4[2,3,2,3]*ET4[1,3,1,3]-ET4[2, 3,1, 3]
~2)*a/h* (1/sqrt (5) *c*2*ET4 [alpha,beta, 3,3]*diffit (diffit (P[3,
2] (x,y,2z) ,alpha)  beta));
od;
L od;
[ > unassign('beta', 'epsilon', 'zeta', 'xi', 'theta');
[ > unassign('alpha', 'Gamma', 'delta', 'iota', 'kappa');
| "test" ist die Implementierung von (60) und damit mutmaBlich eine zu "hauptgl" dquivalente
| Gleichung.
[ > test:=T=T2:
| Zum Vergleichen miissen wir noch einige Substitutionen durchfiihren und die Hauptgleichung
| mit einem konstanten Faktor multiplizieren.
> tt:=simplify(algsubs(w(x,y,z)=u[3,0] (x,y),test)—-invcvar (algsu
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bs (c2RS_32(x,y)=—a*c*2/h*P[3,2] (x,y,2),algsubs (RS_30(x,y)=-a/
h*P[3,0] (x,y, z) ,hauptgl) ) * (-5) *E[33]*2* (E[55] *E[66]-E[56] *2))
)i

0’ 0’
tt = (2 E Eg (—ay = P3, (X, Y, z)] E,, + Ess Eg (; P3, (X, Y, z)] E
2 2

2
+ Ess Eqq (a_yzpiz(x’ Ys Z)J Ey =2 (ay i Py 5(x,y, Z)] Ey, Esq
o’ 2 0’ 2 5
- ;Plz(x,y,z) E\3Ese — ;Plz(x,y,z) Ey Egq ‘“/gE%C [h=E;;
X y
2
(~Ey. +Eqs Eg)aql5 ¢

0 0’ 0’
2 P3’2(x,y,z) E34+ —2P3’2(x,y,z) E13+ _2P3’2(x,y, ) E23 'h
dy dx ox dy

| Der folgende Befehl zeigt, dass linke und rechte Seite der obigen Gleichung tatsdchlich gleich
| sind, und somit die Tensordarstellung (60) der Formel auf Seite 61 entspricht.
[ > isolate(tt,P);

0=0

'=| 5 SchnittgroBen in u[3,0]

| Wir implementieren iiber eine Hilfsroutine ("help_ep") die rechte Seite von Formel (43) fiir die
| zweite Approximationsordnung (Routine: "ml").
| > help_ep:=proc(l, r,s)

local out;

if (s=3) then

out :=sqrt ((2*1+1) /3) *sum(sqrt (2*1+4*n+3) *c* (2*n) *u[r, 1+2*n+1]
(x,y),n=0..2-1);
else if ((s=1) or (s=2)) then
out:=diffit (ul[r,1] (x,y),s);

else

out :=0;

ERROR ("invalid input");
fi;

fi;

return out;
end proc:

> ml:=proc(l, i, j)

local r,s,out;

out :=0;

if type(i,integer[l..3]) and type(j,integer[l..3]) and
type(l, integer) and (1>=0) then

if (1<3) then
for r from 1 to 3 do
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for s from 1 to 3 do
out :=out+ET4([i, j,r,s] *help_ep(l,r, s);
od;
od;
out :=a*l*h*c” (2*1) *out;
fi;
else ERROR("invalid input"),; f£fi;
return out;
| end proc:
| Nun wollen wir die SchnittgroBen des Plattenproblems in u[3,0] schreiben. "ml(l.i,j)"
entspricht m”l_{ij} in Formel (43), welche die Schnittgroflen zunéchst in den
Verschiebungskoeffizienten der Tabelle 3 ausdriickt. Dann sind fiir jede Schnittgrofle noch
Gleichungen des Reduktionsprozesses einzusetzen, um eine Darstellung nur in u[3,0] zu
erhalten. Das genaue Vorgehen wird auf den Seiten 63 und 64 der Diplomarbeit beschrieben.
Man beachte, dass m”l_{ij}=m”1_{ji} gilt. Im Folgenden arbeiten wir nacheinander alle
| SchnittgroBen des Plattenproblems ab:
> ml(0,3,1);

1
h(;Eﬁﬁﬁ(ﬁuL o)+ T E oy e y)+A 11 ¢y (o y))

1 0
+§E56«/§ (ﬁ Uy 1(x,y) +«/7 ¢ Uy (X, y) +«/H ¢t Uy 5(x,y))+ Egq (a us (X, y)J

0
+E (a_y us ol X, y)D

"> m031l:=simplify (simplify (algsubs(su_glll, algsubs(su_gll2, cvar (
ml (0,3,1))))),size);

12 2 1 2 1
m031 :=? —2E, _2E44E12_5E24E14_5E12 _EEzzEu Eg
1 5 7 1 2 2
+ (5 E,EL +2E,E), +5E44 E24j Egq +5E55 (; E, E +;E14 E,+E, E14D Ey; +
7 5 2 2 1 2
(((2E12+4E44)E56_5E14 ESS_EEGG E24j Ey, +((5E44+5E12J Esg
1 T(2
+(SELEs+5E) E) Exg+ (‘5 E¢ Eyy _5(; E,+ E44) Ess) E;
2 1 5 4 1
+ ((‘5 E,, _gElzj Ess _5E23 (E44 +gE12D 1 _EESS Ey, Ez3j E,,
5 1 2 1 2 1 1 2
+(E 24E13+ZE14E23J Es +(£E22E13 +2(5E12+E44j E,, E13+5Ez3 EllJE56

1 2 5
- 5 Es Ey Efy + (‘2 (E23 + i Essj E,y Eqo— Ess Eys E14j E,;

1 1 4
- 5 Ege Eys E (E Egs + E23D Ey; -2 Es Ey,
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2 2 7 5 4 3 2
+ _5E56 +£E55 E13+5E66 E23+1_5E55 Eyy —TEsEyEyy Epy

2 3 5 2 2 2
—| Esq _EESS E13_5 E23+gE55 Ego | Eys Ei3 Eyy — Esg Eyy Epy

5
( 34 2 cduy o(x, Y)j + (((_2 EyE-3E,E,-5E,E,)E
dy” dx

2 3 1 2 3 2 1 2
+(2E24E14+E44 +5E44E12+5E12 JE66+5E55 (E11E44+2E14 +5E11E12DE33

3 3 2 (5 2
+ ((5 E E, + (‘2 Ey - 5 Elzj E¢e— 5 Ess EnJ Ey + (g Es Ey

+((SEu+3EL)E+2E Ey) Eg+(-0E,Ess—2EGE,) E,;

5 1 1 1 2
-2 (E23 + E Essj E¢ E14j Ey + ((Z E,+ 5 E44J Ej;+ E Ey E23J Esq

2 3 1 2
+(2EE;; +3E3ERE),) Eg _EESS (E44 +§E12j Ei;

1 1 3 2 1
+ (((_Z E, - 5 E44j Ess— 5 (E44 + 5 E12j E23j Eg— 5 Ess By E23j Ey

1 4 3
- E Es E Eyy E23j Ey+EGEy —SEGE;, Ej

4 2 27 21 8 2 2
_5E13 Es _E 55E13_§E66 Ezs"‘ZEss Ey —5EGE E; Ey

1 2 2 3 3 2 o’
_5E23 Ej; | Ese _EESS E; _5 E,; +§E55 E 3y ar’ cduy o(x,y) |+
1 1 3 2
(=Ep E\y—EyE\,—-3E,E))Ex+ EEzz Ey+ 5 EpE),+ 5 Ey, |Eg
1 2 2
+ Ess 5 EyEp+EyEy+Ey ||Ey +
1 1 2 1 2
3E,, Es _5E66 E,, =2 Es; ZEIZ +Ey, || Ey + 5E56 E,,
1 1
+ E13 Ezz +3 E23 E44 +§E12 E56 - E55 E24 E13 -3 gEss + E23 E24 E66 - E55 E23 E14
1 1(1 2 2
Ey + EEU E,, +g 5E12 +Ey |Ey |Esg +(Ey Ejy+Ey Ey Ef) Egg
1(1 1

+ _5 gEss +Eyy | Ey Egq — 5 E Ey By |Epy

1 1 1 4 3
- 5 E¢e ((5 E+ g Elzj Es+(Ey+E) E23j E23j Eyz+EEy —3EE;, Ey;
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2 9 1 2 2
- 3 E (E - 4 E55 E13 3 E66 (Em +3 3 Essjj E34 -2 E56 E34 E13 E23

5
2 0
( _3E66(E23+ ESSijB ElJ( 4 c4u3’0(x,y)j+(
dy" dx
5 3 2 5 2
2E - E E,—EE) E56+5 E44+§E12 E66+5E55E11 E\y|Ey +
3 2
(EE E66E14JE

3 5 1
( E56 E11+5E56E13E14+(( 2E44 EleE66_5E55E11JE13_ZE55E66E11JE34

=

2

7 2 2 5 2 7

EE% E\ + E44+EE12 E13+§E11E23 E56_5E14 E55E13+5E66 EE55+E23

5( 9 3 24 2
E; E33—g _gE66E34 +?E13 Es Eyy

6 5 6 2
+E; (E —3ExE; - 5 < Eg (g Eys+ E23D Ey, +5E56 E; E23) E13)

o I 2 1 1 )
[ay ot cduy o(x, y)J + (((_5 Eyy — 5 Ey E44j Esq+ 5 Eyy (Ego Exy + Eyy Ess )J By +

1 1 2
(‘5 EsE,, + 5 E,, E56j E,,

1 2 1(1 1
+ (E Esg Eyy+Esg Eyy Eyy — 5 (g Egs + E23J Ey Ege— 5 Ess Eyy E23J Ey,
1 1 2 1
+ 5 E,; 8E56 Eyy+EgEy Eyy— gEss +Ey | Ey Eg | | Ess
1 1
- g Ey Ey | =3 Ess E34 +6 Es By Eyy + —3Eg| Ept; 3 Ess | |Ey
o’ 1 | 2 2
a_y5 cduy o(x,y) |+| | —Es¢ E 4 E +5E66 E, +5E55 E\ |Ey; +
1 2 1
g (OEGE, —OEGE ) E,+Eq E\+6EEE,-60E, EE66 +E; |Ess | Eps Esy

1 2 2 1 2
_g(_3 EgEy +6E;;Eyy Eqg+ (E56 -3 Ess (Em +§E66D E13] E; J

5
d 5 2
g cdus o(x,y) | = g (Esq — Ess Egq)
1 2 1 0’
5E12 +E, |Ey—Ey — 5 Ey Eyq 8y2 % c2uy o(x,y)
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1 1 )2 1 1 EX
+ 5E33 E\, - 5 E Q c2uy (X, y) |+ _5 Ey Byt 5 E,, Es; 8_y3 c2uy (X, y)
3 3 EX
+(__E34 E +7E, E33J[ )
2 2 dy ox

+—534f(—c2Rs 32(x, y)D 33Jh/((E562_E55566)E332)

] 10
> ml(0,3,2);

1
h(—ES6«/§(«/§ul’l(x,y)+«/7c2 u1’3(x,y)+«/Hc4 u 5(x,y))
s E55f<ﬁu2 () ATy 36 )+ 11 ¢y (o, y>)+E56( Uy o, y)}

0
+E (a_y us, ol X, y)D

| > m032:=simplify(simplify (algsubs(su_glll, algsubs (su_gll2, cvar (
ml(0,3,2))))),size);

1 0
2ty o(x,3) |+ 70 Ery | 5 €2RS 32(x, ) |5

12 2 1 2 1
m032 := —?h[(((—2 E, -2E,E,-5E), E14_5E12 _EEzz Elle56
5 1 7 1 2 2
+ 2E14E12+5E44E14+5E24E11 E55+5E66 E44E24+;E22E14+;E24E12 Ey; +
2

7 5 2 2 1
(((2 E,+4E,) Eq— 5 E¢o Eyy — 5 E, E55j Ey + ((g Ey+ 5 E12j Egq

1 7 2
+(SE L Ey+5E,) Ey) Exg+ (‘5 Es E, _5E66 (; E,+ E44D E,;

2 1 5 4 1
+ ((‘5 E,, _gElzj E¢s— 5 (E44 + g Elzj E13j Ess— 5 E¢ E\; Ezzj E,,
5 1 1 2 1 1 2
12 S ELEntT 4 E, E; E56 + ) SERE; +2 EEIZ +Ey, |EyE; +5E23 E | Es
1 5 24
S Ees E23 E + Eqo+_ Ey |EyEss—Eg By Ef5 | Eyy
2 12 5
1 4
_ZE55 EEZ(2E +Eg) |Eyy—2E Eyy

2 2 7 2 15 3 2
+ _§E56 +5E66E23+5 E66+:E13 Es |Eyy —TEGE, Ey Eyy

3 2 2 2 5 2 2
+ 5 E; _g P P 5 Ess 5E13 +Eg | | Eys Eyy—Esg Eyy Eyy

aS
[8 25,3 c4u3 (X y)) (((—2 EnEy=5EL E,-3E,E);)E
y
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2 3 1 2 3 1 2 2
+ (2 EyE L +Ey, +5E44 Ep, +5E12 JESS +5E66 (g EpE,+EyE,+2E,), D E;;

3 3 2 (5 2
+ ((5 E, Es+ (‘2 Ey - 5 Elzj Ess— 5 Egs EzzJ Ey + (g Ess Eyy
+((SEu+3E,)Ey+2EEy,) Eg+(-0E(E) —2E, Es) Ey
5(12 1 1 1 2
_g ?E13+E66 Eg B,y | Eyy+ ZE12+5E44 E23+EE13 E,, | Esq

2 3 1 2
+(2Ey,; Ey+3E)EyE;) Eyg— 5 E¢ (E44 + g Elzj E,;

1 1 3 2 !
i (((_Z Ey=3 E44j Ee =75 (EM "3 Elzj E”j Ess =5 Fes b EZZJ Ery

1 4 3
- E E55 E66 E13 Ezzj E33 + E55 E34 -5 E56 E34 E23

9( 8 2 8 21 2 ?
+5 _E Ey +Eq Eyy+ E E. +§E13 Ess |Ey By =5 Esg By E\5 Eyy

1 2 2(3 2 o
+5E13 —EE% +E66E23+5 5E13+E66 Ey | Eyy ay3 ax204u3’°(x’y) +

1 1 3 2
(=Ey E\\—E,E,-3E,E,)Ex+ (5 E\ E, +5E11 E, +5E14 ] Egs

1 2 2
+ (5 EyE,+EyE +E, j Essj Ey + (
1 1 2 1 2
3E56E14_5E55E11_2E66 ZE12+E44 Ey + 5E56 E,

1 1
+ (En E23 +3 (E44 +5E12j E13j E56 - E66 E14 E23 _5E14 (E66 +6 E13) E55 - E66 E24 E13

1 1(1 2 2
jE34+(EE11E23+E(EE12+E44J E13J Esc +(Ey E\3 +EyEE)y) Egg

1 1
+ (‘E E} (Eg+ 6 E3) Ess _5E66 E, E13j E,;

1((1 * !
"6 ((5 Ep+ E44J Ege+3 (Ey+Ep) E13j Ess ij Ey3+Eg Eyy =3 EsgEyy Eyy

3 4 4 2 2
+5E13 (_aEss +E66E23+§E55(3E13+E66)j Ey —-2E(E E; E,;

1 2 2 o’
+7(mEsq +Ess(3E;+Eg)) E; E23j ( 5 Cdus (X, Y)j + (
6 dy dx

5 2 3 3 2 5 2
_E22E12_5E24 _5E22E44 E56+5 E44+5E12 E55+§E66E22 Ey |Ey +
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3 3 2
_5 Ess Eyy + 5 E, Es | Ey,

1 2 3 5 1
+ (Z Esg Eyy+5SEsEy Eyy + ((‘5 E - Elzj Ess— 5 Egs EzzJ Ey; - Z Ess Eg EzzJ Ey,
3(7 2 2
+£ 18E56 E, + E44+§E12 E23+§E13 E,, | Es
3

5 7 12 3 8 2
_g E66E23+5E55 E66+7E13 Ey | Eys E33+5 Ey Ey, _§E23 Es Esy

5 1 2 1 6 2 2
+ g E,; _g Esg + Eq Eyy + 5 Eg; EEB +Eg | | Eyy— 5 EE\3sEyy |Eyy

5

1 1 2 1 2
cduy o(x, )’)J + (((‘5 E\E,— 5 E, J Eso + 5 E\ (Ey Eq+Ess E )j Ey; + (

2

( P}
8y4ax
1 1
_5E66E14+5E56E11 Ey,
1 2 1 1
+ EE% E\\+EGE; E14_EE11(E66+6E13)E55_5E66E44E13 E,,
1(1 2 1
"‘5 EE56 E14+E44E13E56_EE14 (Ego+0Ey) Ess | Ey5 | Exy
1 2 1 2
+£ E Ey, —2E,; E34E56+g(_E56 +Es (3E 3 +Eg)) Ey |Ey Ey
o 1 2 1 2 2
S 0dus o(x,y) |+ || —Esq Eyy Eyy + - Ess By + T Eo By | Exy
ox 2 2
1 2 1
+| (Ey Esg— Ess E24)E34+8E56 Ey+EgEyEyy— gE55+E23 Ey Eqq | Eyy Exy
1 1 1 2
+5 Ess E34 2EGEy Eyy+ 3E56 + Eg E23+3E55 Ey; | Eyy
o’ 5 2
S cduy o(x,y) | =~ (=Esq + Ess Ego) Exy
dy 6
1 1 0’
E12 E, E33+E34 +DEE 2c2u3’0(x,y)
2 dy dx
a3
( TELEt E34E13J — 5 C2u5 (X, y)
0x
( EE)(832( )j(lEE 1E2j(a32( )j
- ——2u, (x,y) |+| == += —c2u, (x,y
24 £33 o o 3,0 5 P Fa T, o 3 3,0
1 0
o5, 2RS320x,3) | By s - f SRS 32(x.) | E niva
y

2 2
(_E56 + E55 E66) E33 )
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> ml(2,3,1);

( 66“/7“/7”13()53’)"' E56rﬁu23(xy)+E66( u32(xy)j

0
+Esq (a_y Uz (X, )’)D

] > m231:=simplify (simplify (subs(su_c4u_1_3,su_cédu_2_3,algsubs(su
~cd4u 3 2,cvar(ml(2,3,1))))),size);
3

1
m231 :=gﬁ[((2E44+E12)E33—2E E23E13)[a I y)J
y

3

3
+(3E Ey-3E,, E13)(
dy ox”

2
c4u3 ol X, y)] +(Ex E —E;5) [; c4u3, ol X, y))
X

a3
- (; cduy o(x, y)J (Ey Eyy—Eyy E33)] hd / Es;
y

(> ml(2,3,2);

( 56“/7W/7”13(xy)+ Essrﬁ”23(xy)+E56( u32(xy)j

0
+E (a_y us, H(x, y)D

i > m232:=simplify (simplify (subs(su_c4u_1_3,su_c4du_2_3,algsubs(su
_cdu_3 2,cvar(ml(2,3,2))))),size);
a3

1 2
m232 ::gﬁaz (((2 E,+E,)Ey—2E, —E,E,;) (m chuy (x, y)J
y dx

a3

83
+ (E14 E33 E34 E13) x

= cduy o(x, y)j+(E22 E, -E, 2)(;c4u3’0(x,y)j
y

a3
_3( N C4“3,0(X’Y)](E23E34_E24E33)jh/E33
| dy” dx
> ml(1,3,3);

0 0 0 0
ahc (EB (& u (X, y)j +E;, (ay up (x, y)j + E;, (8 Uy (X, y)j + E,; (ay Uy (X, y)j

+E;, («/g Uz H(X,y) +«/§c2 Uy 4(X, y))J

> ml33:=simplify(algsubs (su_c2u_2_1,algsubs(su_c2u_1_1,algsubs(
su_gl23,cvar(ml(1,3,3))))));

1 o o
mlil33 ::g —4 E,, m cduy o(x,y) | — «/g C2RS_32(x, y) E;4
y" ox

4

a 4
-4 E34 E13 ay 8x3

d
cduy o(x, y)j +2E, (—ayz N cduy o(x, y)j E
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o* ot
+E, [Q c4u3’ o( X, y)) E,+4E, [ay NE c4u3’ o( X, y)) E;;,

o' o'
+4E, (—af o c4u3’ o( X, y)j E,-2E ;E, (—ayz N c4u3’ o( X, y)]

4 4 4
2 d 0 0
—E,; (—4 c4u3’ o( X, y)] +4E, [—2 5 c4u3’ o( X, y)] E,,+E,, (—4 c4u3’ o( X, y)j E;,
dy dy” dx dy

d' 2 o
-4E,E,, mdulo(x,y) -E; Qc4u3,0(x,y) ha/E33

| > simplify (algsubs (nebengl, algsubs (su_c2u 2_1,algsubs(su_c2u_1_
1,algsubs(su_gl23,cvar(ml(1,3,3)))))));

1
— (€2RS_30(x,y) + 5 2RS_32(x, y)) a h

> ml(1,1,1);

0 0 0 d
ahc (E“ (& u (X, y)J +E, (a—y up (x, y)j +E, (a Uy 1(x, y)j +E, (a_y Uy (X, y)j

+ E13 (ﬁ Us 2()6, y) +ﬁcz u3,4(x’ y))j

> mlll:=simplify(simplify(algsubs(su_c2u_2_ 1,algsubs(su_c2u_1_1
,algsubs (su_gl23,cvar(ml(1,1,1)))))), size);

1
mlll == (((((30 E,+24E,)E ,+18E, E ) Ey

2 2
+(_18E24E14_6E12 (2E44+E12))E66_6 (3E14 +Ey, (2E44+E12))E55)E33 +(

2 2
(-18 Ey, Esq+ 6 Ess (2E44 +E12)) E; + ((—4 Ey - 3 Elz) Esq
+((—24 E, - 30 E12)E34_ 30 E, E23) Ey + (36 E ,Eq+ 18 Eq E24) E,,
+((BE,+4E,)Ess+12(Ey+E) Eyy) Eg+ 6 Ess Ey Ey) Eyy

2 2
+(_4E14E34_E11E23)E56 +(_18E11E23 E34_24 E14E34 )E56
2 9
+(12EGE, + 12 E E))) Ey, +4(5E23+E55j E\ EqEyy+ Ess Ego Ey E23j Ey+4
3 2
E; _EESS E; Ey

2 15 2 3
+ (E23 Esc +12Es Ey Eyy — ? Es Eyy —Eyy (5 Ey + ESSJ E66J E,;

2 15 2 84
+2 (E56 +3E, E— (ESS +_E23J E66j E,, jJ ( 5> C4u3’ o(X, y)j + ((
4 dy” dx

2
(24E,,E,,+12E,,E,+6E,,E,+6E, )Ei,+(—6E,E,—18E,, E,) E
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—6((2E,+Ey) Eyy+EyE)) Ess) E332 + ((6 Ess Eyy =6 Ey Egq) E132 + (_4 E562 Ey,
+(-24E,E,, - 12(E,+E,)E;)Es,+(6E E,,+6E(2E,+E,))E;,

+4 (g Byt Ess) Eyy Ege+ 6 Ess Ens E14) Ey+(=2E By =2 E Eyy) E562

+(-6 E232 E11 —24 E14 E23 E34 - 12 E12 E342) E56 +12 E55 E14 E342

+(2E,(9Ey+Es) Eg+O0EE Ey) Eyy+2E Ey B, (3Ey, +E55)J Ey; +38 (

3 2 3
5 s6 o3 _EEzs Ey Ess | Eyy

2 9 3 2
+E;, (E23 Ey + 5 Esg Eyy Eyy — 5 E Ey —E,; (3 Ep+Ess) E66D Elsj

84
[aﬁ T )J " (

2 2
((24E\, +12E, (Eyy+Ey)) Esq— 12 ((Egyy +Eyp) Ee +2 Es Ey ) Eyy) Eyy +(

2 2
(=12E,,— 12E,,) Eq,+ 24 E,, E) E;; + (=6 Ey, E,,+ (=48 E,, E;,— 12 E, E,;) Es,
+((12E,+12E,) Eg + 24 Ei  E, ) Ey, + 6 Ego E,, (2 Epy + Es)) E,4

2
-2 (Es E11+6E34E11E56_E66(6E14E34+E55E11))E34)E33+8E13(
3 2 2 9 3 3 3
5E23 Esc—3 Ess Eyy |E\3 +Ey | Egq +5E34E56_ £E23+E55 E¢s E13_5E66E34

o* )
j (8 e 64”3, o( % Y)j +(((6Ey Ep+6Ey,E | ) Esq—60EE | E, —6EE,E,),) Esy
y dx

2

+ ((_E56 Ezz +(=6 E23 E24 -6 E34 Ezz) E56 +6 E55 E34 E24 + Ezz (6 E23 + Ess) E66) E13
2

- (E12 E56 +(6 E12 E34 +6 E14 E23) E56 -6 E55 E14 E34 - E66 E12 (6 E23 + Ess)) E23) E33

2 2
+2EE 3 (EjyEsg +0EEy Ey; —3EEyy —Ey (3E;+Ess) Eg))

o* 2 2 2
(;c4u3’0(x,y)j+((12E56E14E11—6E66E14 —6E55E11 )E33 -2
y

2
((_6 E55 Ell + 6E56 E14)E13 +E56 Ell + 6E34 Ell E56_E66 (6E14 E34+E55 Ell))E13

2 2 2 2
E33+2(_3 E55 E13 +(6E34E56_E55 E66+E56 )E13_3E66E34 )E13 )

d' o’
(g c4u3’0(x, y)j + ((—10 EL,E,;+10E,E;;) (ﬁ c2u3’ o( X, y)j
2 ) 82
+(SELE;—-5E E;) (; c2uy (X, y)j +(SELE |, -5E;) (; c2uy (X, y)j
y X
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2 2 2
+E;54/5 c2RS_32(x,y)](E56 ~ Es E66)E33Jah / (Ey; (Es, —EgsEgo))

> ml(1,2,2);

0 0 0 0
ahc (Elz (& u (X, y)j +E, (a_y uy (x, y)J +E, (a Uy (X, y)J +E, (a_y Uy (X, y)J

+E,; («/g Uy, 2(x,y)+«/§c2 u3’4(x,)’))j

[ > m122:=simplify(simplify (algsubs(su_c2u_2_1,algsubs(su_c2u_1_1
,algsubs (su_gl23,cvar(ml(1,2,2)))))),size);

3
mi22:=2a (((((8 E,+10E,) Ey, +6 Ey E,,) Es,
2 2
+(=0Ey —2E, (2E,+E))Ec—2(3EyE+E\, (2E,+E))) Ess) Ey +(

2 4 2
(=0EscE,+2E (2E,+E\))Ey; + ((‘5 E, - E12j Egg

+((=8 Ey - 10 E12) Es, — 10 E,, E13) Esq+ (12 Ego Epy + 6 E, Ess) Ey,
4
+ ((Elz + 3 E44j Ess+2 E; Ezzj Egot4 Ess E\5 (Eyy + E12)j Eys

1 4 2 2
" (_5 B3 Ep— 5 Es, E24j Esg + (=8 Eyy Eyy —6Ey, By Ey3) Esg

2 4 9 1 4
+(4Es Ey+4 EGEy) Eyy +5(E66 +5E13j Es Ey Eyy +§E55 Ee E5 Ezzj E;; _g(

3 2 2 15 2 3
5E66E13 E,; +(_E13 Esg —12E3 E;, E56+?E66 Ey +Ej; (5E13+E66JESSJ E,;
4
2 2 15
+2Ey | ~Esq —3Ey Eq+| Eg+~ " Ejy | Egs || En 5 5 CFuy (X, ) |+ (
4 dy” dx
2
(2E12 +4E44E12+8E24E14+2E22E11)E56+((_2E12_4E44)E24_2E22E14)E66
2 2 4

—2E(EyE\+3E,Ep))Ey +| (2EGE| +2E4E ) Ey + _§E56 E,
+(_8E14E34_4(E44+E12)E13)E56+((2E12+4E44)E66+2E55E11)E34

4 2 2 2
+ 5E14E55+2E24E13 Eg+O6E EGE|, |Ey+ _§E12E34_5E24E13 Eg

2 2 2
+(-4ELEy —2EHE;; —8E, Ey E)Eg+4EGE, E;

2 2 8
+ ((2 EE,+ g Ess Elzj E¢+6Ess Eyy Elzj E,, +§E55 E) E;(3E;;+ E66)j E;; _g

3 2 3
_5 s6 E13 +5E66E34E13 E,;
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2 9 3 2
+E, (‘Ew Es — 5 Ej By Esg+ 5 EEy +EsE(3E;;+ E66)jj E23j

84
(ay T )j ’ (

2 1 2
((8 E, +4E,(Ey,+E,))Ex—8 (E66 E,, +5E55 (Ey+ E12)J EZJ Ey; + (

2 2
((-4 E12 -4 E44) Ess +8 E66 E24) E23 +(=2 Ess E24 +(—4 E13 Ezz - 16 E34 E24) E56
+(8 E66 E22+4E55 (E44+E12)) E34+ 2Ess E24 (2E13 +E66))E23

2 2 8
+ g Ey(-Esg Eyy—6Ey Ey) Eg+ Ess (0 Ey Eyy + E Eyy) )J Ey - 5 E,, (

3 2 2 9 3
(‘5 EsE\3+3 Eg E34j Ey; + (_Ess - 5 Ey Esg+ (5 Ej;+ Essj Essj Ey Eyy

3 3 o*
+ 5 Es E,, —ay3 o c4u3’ ol y) |+

2
((2EyE\\+2E,Ey)Ex—2EsE,E)\-2EGE, E ) Ey;; + (
1 2 1
_g E56 E11 +(=2 E13 E14 -2 E34 En) E56 +2 E66 E34 E14 +§E11 (E66 +6 E13) E55 E23
1 2
+g (_Elz E56 +(-6 E12 E34 -6 E24 E13) E56 +6 E66 E34 E24 + E55 E12 (E66 +6 E13)) E13
2 2 2
E33 - 3 E13 E23 (_E13 E56 -6 E13 E34 E56 +3 E66 E34 + E55 E13 (3 E13 + E66))

o* 2 2 2 2
(g c4u3’ 0(x, y)j + ((—2 E55 E24 +4 E56 E24 E22 -2 E66 E22 ) E33 +§
2
((-6 E24 Ess +6 E66 Ezz) E23 - Ess Ezz -6 E34 Ezz Ess + E55 (6 E34 E24 + Ess Ezz ) E23

2 2 2 2 :
E33_5E23 (3 E66 E23 +(_E56 +E55 E66_6E34 E56)E23+3 E55 E34 )J
2

o 5 2 d
[8_))4 c4u3’0(x, y)j —5E33 (—Esy +Egs Egq) ((—2 E,E,+2FE, E;;) (—ay . c2u3’0(x, y)}

2

2
2 0
+(Eyp Eyy—Ey ) (a_yz c2uy o(x, y)j +(E, Ey3—Ej Ep3) [Q c2uy o(x, y)j

1 2 2
+gE23 5 c:2RS_32(x,y)Dh/(E33 (=Esq +EssEgq))

> ml(1,1,2);

0 0 0 0
ahc (EM (& U 1(x, y)j +E, (a_y u (%, y)J +E, (a Uy (x, y)J +E, (a_y Uy (x, y)J
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+ Es, («/g Us, (X, y) +’\/§ ¢’ u3’4(x, )’))j

[ > mll2:=simplify (simplify (algsubs(su_c2u_2_1,algsubs(su_c2u_1_1
,algsubs (su_gl23,cvar(ml(1,1,2)))))),size);

6 ((
mll2 = —
5

2 2
((_6E24E14_2E44E12_4E44 )E56+(E14E55+E66E24)(E12+5E44))E33 +(
2 4 1 2
((BEu+2E,)Ex—5E Es—5SEGE,)E;, + 5E44+§E12 Esq
4 1
+(OE L Es+6E, E;) Exg+ _§E44_5E12 Es—Ey (Ep+5Ey) | Eg
1 1 2
—ELE(Ep+5Ey,) |Ey+ EE14E23+8E24E13 Eg +2E, EEy\ E|y
1 1 3
+ _8E14E23_8E24E13 Ess_E24E23E13 E66_E55E14E13 E23 E33+ _4E34 E56
4 - 4 2
+ _5E56 + 5E23+5E55 E+5SEs Ey |Eyy —8E; Ey Esg By
2 5 2 o'
tEy| S Esq | Bzt Ess | Ego+ Ess Ey5 | Ey5 | By, 5 5 Cuy o(x, ) |+ (
3 3 dy” ox
2
(_Ezz E14 - E24 E12 -6 E44 E24) E56 +(3 E24 + Ezz E44) E66

2 2 2
+Es(EyEy+EyE,+2E,)) E;; +((6E24 Esc—Eq Eyy —Ess (E\y +4Ey)) Eyy
2 1
+| Esg Eyy+((6Ey+E) Ey+ESE)) E—06 8E55+E23 E, Eg
- E55 (E24 E13 + E14 E23)j E34
1 2 1
+E,; 5E44E56 +(Ey E3+E\ Ey) Esg—| Egs E23+5E55 +EsE; | Ey ) |Eyy—2

3 2 2 2 2
Ly, (_Ess By +3ExEsgEsy — By (‘5 Ese + (2 Ey+ g ESS) Eos + Ess E13J Es

4
2 0
+E EjEyy D (8})3 O cduy o x, Y)j + (((—EM E,-E,E,-6E,E,)Es

2 2 2
+(EyEy+EyEp+2E), )EG+Es(EEy+3E,))E;; +(

2 2
(0EGE\,+(-E,-4E,)Ex—ExE,\)E;, +(Ey E
+ (E11 E23 + E13 (6 E44 + E12)) Ess + (_E14 E23 - E24 E13 - E14 Ess) Ess -6 E55 E13 E14)
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1 2 1
Byt (g Ey Ese +(Ey B3+ Ey Eys) Esg — (E66 (Em + 3 EssJ +Es; EUJ E44J EIJ Es

3 2 1 2 1 1
-2E;, (_E66 Ey +3E3EGE, —2E, (‘5 Es + (5 Ey+ g Essj E¢ + Es;s E13j E,,

2 o*
+EE, EBD [ay NE cduy o(x, y)j + (

2 2 2
((_E14 _E11E44)E56+E14 (E44E66+E55 Ell))E33 +((E56E11_E66E14)E34

1 2 1
+ (g E56 E11 +2 E56 E13 E14 + (‘Ew E44 _gEss EnJ E66 - E55 E11 E13J E34
1 2 1
—-E; _g Es E,—E Ej;Eso+ 8E66 +E;|EyEss || Exy
1 1
+E ;5| Eg E34 —2E E E+ 3 E56 +E|E+7 3 Eg | | Ey3 | Esy
o 2 2
; cAuy o(x, ) |+| ((mEy Egy = Eyy ) Es + Eyy (Ego Eyy + Eyy Ess)) Eyy +
X
2
(Ezz E56 - E55 E24) E34
1 2 1
+ (g Eso Eyy+2EEy Eyy — (g Egs + E23J Ey E—Es Eyy Ez3j E,,
1 2 1
- _g Esg Eyy—EsqEyy By + gEss +Ey | Eyy Eg | Eys | Esy
2 1 1
+Ey| EssEyy —2EEy Epyy+ 3 E56 +Eg| £yt Ess Ey | Eyy
o* 5 0’
a—y404u3’0(x,y) —g (2 E34 2E, E33) 02u3 o(X,y)

2

82
+(Ey Eyy—Ey Eyy) ( 5 C2us o(x, )’)J +(-E\, Ex3 +Ey E3) (8 5 C2u5 (X, )’)J
y

X

1 2 2 2
_gEMﬁ cZRS_32(x,y)J(—E56 +E.. E66)E33Jha / (Eyy (—Esy +Es Ege))

=1 6 Testen der Losung

| Wir wollen testen, ob die Modellierung zulissig ist (was auf Seite 64 behauptet wird). Dazu
iberpriifen wir, ob die Gleichungen des Reduktionsprozesses das urspriingliche PDE-System
der Tabelle 3 16sen. Dann testen wir noch das Plattenproblem in Schnittgroen (vgl. (36) und
Seite 63) durch das Einsetzen der berechneten Schnittgréen in w=u[3,0].
Als erstes testen wir die Gleichungen der Tabelle 3.

[ Gleichung (5,2):

| > subs(su_c4u_1_1,su_c4u_2_1,cvar(gls(5,2)))=0;
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I 0=0

| Gleichung (5,1):

| > subs(su_c4u_1_1,su_c4u_2_1,cvar(gls(5,1)))=0;

. 0=0

| Gleichung (4,3):

[ > tt:=simplify(subs(su_c4u_3_2,su cd4u_1 1,su _cdu_2_1,cvar(gls(4
»3))))=0;

8 0 8 0
3E;| T 7\ 5y T CAus o(x,y) -3E,|— % 5 T CAus o(x,y)
0 0 0 0
s 5yt 3 (S {5 o)

32 2 2
_3E13(8 c4u3 ol X, y)] 6E34(a . c4u3 o( X, y)j 3E23(a—y2

| Das lassen wir Maple noch ein weiteres mal vereinfachen:
| > collect (tt,cd4u[3,0](x,y));

cduy o(x, y)J =0

L 0=0

| Gleichung (3,2):

[ > tt:=algsubs(su_c4u_3_2,simplify(subs(su_c2u_ 1 1,su_c2u_2_1,su
_cdu_1 _3,su_cdu_2_ 3,cvar(gls(3,2)))))=0;

el

( ’ ] ( : J (83 D
—E. |\ E| ———cdu, (x,y) |+2E,, | T cdu, (x,v) |+ E,;| = cdu, ,(x,y)
55| L3 dy PR y 34 8y2 9 B0 y 23 ay3 3,005 Y
X o’
+E E S c4u3, o( X, y)J +2E,Ey, (2— c4u3, o( X, y)J
X dy” dx

3
+ Eys E,, N c4u3, ol %, y)j
dy

o’ o’ X
- E (EB (g c4u3, ol %, y)] +2E,, (m c4u3, ol X, y)j + E,, {% cduy (X, y)D

a3
+EGE; §

83
+EE,, (ayz—ax cduy o(x, y)D / E;;=0

| Wir lassen die linke Seite noch einmal vereinfachen:
| > simplify(op(1,tt));

a3

cduy o(x, y)j +2Ey E;, (—8 o cduy o(x, y)j
y 0x

| Gleichung (3,1):
[ > tt:=algsubs(su_c4u_3_2,simplify(subs(su_c2u_ 1 1,su_c2u_2_1,su
_cdu_1 3,su_cdu_2_ 3,cvar(gls(3,1)))))=0;
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83
_1/7“/7 [E% E,; ( 29, cdus o(x, y)J +Eq Eys (axg
83

c4u3’ o(X, y))
cduy o(x, y)]

0’ o’ o’
—Eg [EB (g c4u3, o( X, y)) +2E,, [W c4u3, ol X, y)) + E,; (% cduy o(x, y)]]
3

3
+2EyE;, (8y o

c4u3 o( X, y)] +Es Eyy [8y3 c4u3’ o( X, y)]

a3
+E E (—ay N cduy o(x, y))

o’ o’ o’
-E, [EB (—ay N c4u3, o( X, y)] +2E;, [_8y2 o c4u3, o( X, y)) + E,; (8_))3 c4u3’ o( X, y)]D

L /E33:0

| Wir lassen die linke Seite noch einmal vereinfachen:
| > simplify(op(1,tt));

| Gleichung (2,3):

| > tt:=algsubs(su_c4u_3_2,algsubs(su_c4u_1_3,algsubs(su_c4u_2_3,
algsubs (su_c2u_2_1,algsubs(su_c2u_1_1,algsubs(su_gl23,

cvar (gls(2,3) )=c2RS_32(x,y)

L )))))):

| Das ergibt vereinfacht:

[ > simplify (tt);

L c2RS_32(x,y)=c2RS_32(x, y)

| Gleichung ¢"2%(1,2):

| > algsubs(su_c4u_1_1,algsubs(su_c4u_2_1,algsubs(su_c2u_1_1,algs
ubs (su_c2u_2_1,algsubs(su_c4u_3_2,algsubs(su_c4u_1_3,algsubs
su_cdu_2_3,

cvar (truncate (c*2*gls(1,2),4))

)))))))

| Gleichung ¢”2%*(1,1):

| > algsubs(su_c4u_1_1,algsubs(su_c4u_2_1,algsubs(su_c2u_1_1,algs
ubs (su_c2u_2_1,algsubs(su_c4u_3_2,algsubs(su_c4u_1_3,algsubs
su_cdu_2 3,

cvar (truncate (c*2*gls(1,1),4))

)))))));

| Gleichung (1,2):
| > tt:=algsubs(su_c2u_1_1,algsubs(su_c2u_2_1,algsubs(su_gl23,alg
subs (su_gll2,algsubs (su_glll,
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cvar (gls(1,2))
))))):

| Das ergibt vereinfacht:
| > simplify (tt);

| Gleichung (1,1):

| > tt:=algsubs(su_c2u_1_1,algsubs(su_c2u_2_1,algsubs(su_gl23,alg
subs (su_gll2,algsubs (su_glll,
cvar (gls(1,1))
))))):

| Das ergibt vereinfacht:

[ > simplify (tt);

| Gleichung ¢”2%(0,3):

| > tt:=algsubs(su_c2u_1_1,algsubs(su_c2u_2_1,algsubs(su_c4u_1_3,
algsubs (su_c4u_2_3,

cvar (truncate (c*2*gls (0, 3) ,4) )=c2RS_30(x,y)

L )))):

| Die Gleichung ist dquivalent zu "nebengl" bzw. "c 2*hauptgl".

| > simplify (tt—nebengl);

0=0

| Gleichung (0,3) miissen wir nicht testen. Die Hauptdifferentialgleichung wurde ja gerade
| dadurch definiert, dass wir "su_gl11" und "su_gl12" in (3,0) eingesetzt haben.

| Jetzt testen wir die SchnittgroBen: (vgl. S. 63)

Gleichung (5.beta):

| Wir betrachten die Schnittgrofen einzeln:

[ > truncate (c*2*invevar (m231),5);

0
> truncate (c*4*invcvar (m031),5);

1 (2 1 d
2 (— E,, (a— C2RS_32(x, y)J Vs +—E, 45 (a— C2RS_32(x, y)D het
X Y

10 10
L Esy
| =0+0(c"6)
[ > truncate (c*2*invevar (m232),5);
0

> truncate (c*4*invcvar (m032),5);

1(9 1 0
2 h (_E (5 C2RS_32(x, y)j Ep/5 - Bﬁ (& CERS 32Axy )j E34] ¢

E33

| =0+0(c"6)

| => sqrt(5)/a”2*c 2*m23beta+c4*m03beta=0+0(c”6) (siehe (5,beta))
| Gleichung (4,3):

( > truncate (c*2*invcvar (ml133),5);
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1
{ = 5 c2RS_32(x,y) ha ¢’

| =0+0(c”6) (vgl. S. 52 unten)

| =>cM2*m133=0+0(c"6) (sieche (4,3))

| Gleichung (3,beta):

| beta=1:

[ > truncate (c*2*invcvar (m031),4);

1
2(1—01513 (§C2RS_32(X, y)Jf EMf ( ¢2RS_32(x, y)D
X
_ ¥

E33

1 1 EX 3 3 EX
_5E23E34+5E24E33 a_y3”3,0(x’)’) + _5E34E13+5E14E33 WM&O(X’Y)

1 | 0’
-E +E,|E~—E,, ——E.E
+ ((2 t 44} 33 34 T 53 13} (a 29y Uz o(Xs )’)j

1 1 o)\ o .
+ 5E33E11_5E13 g“&o(x’” hc /E33

t Die RS-Terme sind alle von der Ordnung O(c6). Ubrig bleibt der Term:
[ > tt:=cvar (colsum(truncate (c*2*invcvar (m031),4),u[3,0]));

83
h (a_f cduy o(x, y)J E,, E,, 5
= —h (_ cduy o(x y)j

E

33 y

83
3h (ay 2 c4u3 ol X, y)j E,,

83
+ -3h cdu, (x, )J E
Ey; (ay ox’ 30 %

o’ 0’
—h (a 2o cduy o(x, y)j —-2h (ay " cduy o(x, y)j

y
0’ 2 X
2h ay2 o c4u3 o, y) |E h 8y2 o c4u3’ o, y) | Exs Epq

+
E33 E33

a3
h (; cduy o(x, y)j E
X

E33

a3
—h (; c4u3’0(x, y)j E,+
X

| Uberpriifen von Gleichung (3,1):

| > simplify (tt+sqrt (5)*m231/a*2);
L 0
| beta=2:

[ > truncate (c*2*invecvar (m032),4);
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(a ¢2RS_32(x, y)J Ey+5 - f( ¢2RS_32(x, y)J EMJC [
+2h
E33

3EE 3EEJ o’ o) (1EE 1E2j o° v
- —= — ) |+ — +— — ,
o 7237347 5 Foa B33 ay2 O Uz o\ X, Y 5 P22 33T 5 P 8y3 Uz ol X,y

3

((IE EJE EZlEEj(a
+|| < Ej,- +Ey, T —
2 12 44 33 34 2 23 =13 ayax2

1 1 9’ A
+ _5E14E33+5E34E13 gua,o(x’” ¢ /E33

[ Die RS-Terme sind wieder von der Ordnung O(c”6). Ubrig bleibt der Term:

[ > tt:=cvar (colsum(truncate (c*2*invcvar (m032),4),u[3,0])):

| Uberpriifen von Gleichung (3,2):

| > simplify (tt+sqrt (5)*m232/a*2);

L 0

| => sqrt(5)/a”2*m23beta+c2*m03beta=0+0(c”6) (siche (3,beta))

| Gleichung (2,3):

| Wir betrachten die Summanden einzeln:

| > ttl:=simplify (algsubs (nebengl, simplify(1/a*~2/h* (diff (m231, x)+
diff (m232,y)))),size);

sz o(X, y)]

1
1l = = 5 ¢2RS_30(x, y)

[ > tt2:=simplify (algsubs (nebengl, algsubs(su_c2u_2_1,algsubs(su_c
2u_1_1,algsubs(su_gl23,cvar(ml(1,3,3)))))));

I
112 =~ (2RS_30(x,y) + 5 2RS_32(x, y)) ha

| Das ergibt fiir die Summe:

| > simplify (-h*ttl+sqrt (5)/a*tt2);

L —h c2RS_32(x, y)

| => -1/a"2*m23alpha,alpha+sqrt(5)/a*m133=-h*c2RS_32+0(c"6)=a*c 2*P"2_3+0O(c"6)
| (siehe (2,3))

| Gleichung (1,beta):

| beta=1:

| > simplify(-1/a* (diff(ml1ll,x)+diff (ml1l2,y))+m031);

i 0

| beta=2:

(> simplify(-1/a* (diff (m112,x)+diff (m122,y))+m032);

. 0

| => 1/a*mlbeta alpha,alpha+m03beta=0+O(c"6) (siche (1,beta))

| Gleichung (0,3):

[ > tt:=simplify(-1/h* (diff (m031, x)+diff (m032,y))=-RS_30(x,y)):
| Die Gleichung ist die negative "hauptgl":

> simplify (tt+hauptgl);
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I 0=0
| [ => -mO03alpha,alpha=aP"0_3 (siche (0,3))

=17 Aquivalente Tensordarstellung

| Wir implementieren Gleichung (62).

> T:=0:
for alpha from 1 to 2 do
for beta from 1 to 2 do

for Gamma from 1 to 2 do
for delta from 1 to 2 do
T:=T+5*c*2*ET4[3,3,3,3]*(ET4[2,3,2,3]*ET4[1,3,1,3]-ET4[2,3,1,
3]172) * (ET4 [alpha,beta, Gamma, delta] *ET4[3,3,3,3]-ET4 [alpha, bet
a,3,3] *ET4 [Gamma, delta, 3,3])*
diffit (diffit (diffit (diffit(w(x,y,z),alpha),h beta), Gamma),h delt
a);

for epsilon from 1 to 2 do

for zeta from 1 to 2 do

for xi from 1 to 2 do

for theta from 1 to 2 do

for iota from 1 to 2 do

for kappa from 1 to 2 do
T:=T+6*c”4*levi (3, alpha,beta) *1levi (3, Gamma, delta) *ET4 [alpha, 3
,Gamma, 3] * (ET4 [beta, epsilon, zeta,xi] *ET4[3, 3, 3,3]-ET4 [beta, ep
silon, 3,3]*ET4[zeta,xi,3,3]) * (ET4[delta, theta, iota, kappa] *ET4
[3,3,3,3]-ET4[delta, theta,3,3]*ET4[iota, kappa, 3,3])
*diffit (diffit (diffit (diffit (diffit (diffit(w(x,y,z),epsilon),
xi) ,zeta),theta), iota),h kappa);

od;

od;

od;

od;

od;

od;
od;
od;
od;
od;

> T2:=5*ET4[3,3,3,3]*(ET4[2,3,2,3]*ET4[1,3,1,3]-ET4[2,3,1,3]"2)

*a/h*ET4([3,3,3,3]1*P[3,0] (x,y,2):
for alpha from 1 to 2 do
for beta from 1 to 2 do
T2:=T2+5*ET4[3,3,3,3]1*(ET4[2,3,2,3]*ET4[1,3,1,3]-ET4[2, 3,1, 3]
~2)*a/h* (c*2*ET4 [alpha,beta, 3,3]*diffit (diffit (1/sqrt (5)*P[3,
2] (x,y,z)+2/5*P[3,0] (x,y,z),alpha),beta));
od;
od;
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[ > unassign('beta', 'epsilon', 'zeta', 'xi', 'theta');

[ > unassign('alpha',6 'Gamma', 'delta’, 'iota', 'kappa’);

| > hauptgl2:=T=T2:

| "hauptgl2" ist Formel (62).

| ¢"2*"hauptgl2" ist dquivalent zu "nebengl" (61):

| Zundchst die linken Seiten:

| > simplify (cvar (algsubs(w(x,y,z)=u[3,0] (x,y),truncate (c*2*op (1,
hauptgl2),5))/((-5)*E[33]*2* (E[55]*E[66]-E[56]~2)))-op (1, nebe
ngl));

| Nun die rechten Seiten:

[ > simplify (truncate (c*2*op (2, hauptgl2),5)/((-5)*E[33]*2*(E[55]*
E[66]-E[56]72))-algsubs (c2RS_30(x,y)=—-a*c*2/h*P[3,0] (x,y,z),0
p(2,nebengl)));

1, 9’ J’
—_C E13W/g _2P3,2(x’y’z) +2E13 —2P3,0(x,y,z)
5 ox ox
2

9’ o’
+ 2E34«/§(mP3’2(x, Ys Z)] +4Ey, (ayjplo(x’ Y Z)j"'Ezﬂ/g(a_szaz(x’ Y Z)]

82
+ 2E23 [a_yzp3’0(x’ Y, Z)jj Cl/ (E33 h)

=0(c"6). Somit ist c2*"hauptgl2" dquivalent zu "nebengl", bzw c 2*(62) ist dquivalent zu
(61).

Daher sind nach der Argumentation auf Seite 62 auch "hauptgl" (60) und "hauptgl2" (62)
dquivalent.

=I 8 Vergleich mit anderen Plattentheorien fiir den Spezialfall
der Isotropie und Bestimmung der Ordnung der
Haupt-PDE fiir einfachere Materialverhalten als
Monotropie

Dieser Abschnitt begleitet die Abschnitte 7.2 und 7.3 der Diplomarbeit.
Zunichst vereinfachen wir unsere "hauptgl" zur Gleichung der klassischen Kirchhoff-Theorie
(vgl. S. 65).
Wir definieren uns eine Routine ("simpmat"), um ein einfacheres Materialverhalten als
Monotropie als Materialgesetz einzusetzen. Konkret behandeln wir die Spezialfille:
Orthotropie, Transversale Isotropie und Isotropie (in zwei Schreibweisen - vgl. S. 17). Die
Implementierung setzt schlicht alle Vereinfachungen ein, die wir in Abschnitt 2.3 der
Diplomarbeit bereitgestellt haben.
> simpmat := proc(t,p)

local out;

out:=t;

if type(p,integer[1l..4]) then
out :=subs (E[14]=0,out) ;
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out :=subs (E[24]=0, out) ;
out :=subs (E[34]=0, out) ;
out :=subs (E[56]=0, out);
#=>Orthotropie
if (p>=2) then
out :=subs (E[44]=1/2*(E[11]-E[12]),0ut);
out :=subs (E[66]=E[55], 0ut) ;
out :=subs (E[23]=E[13],0ut);
out:=subs (E[22]=E[11],out);
#=>Transversale Isotropie
if (p>=3) then
out :=subs (E[33]=E[11],0ut);
out:=subs (E[13]=E[12],0ut);
out :=subs (E[55]=1/2*(E[11]-E[12]),0ut);
#=>Isotropie
if (p=4) then

out:=subs (E[11]=(1-nu) *Em/ (1+nu) / (1-2*nu) ,out) ;
out :=subs (E[12]=nu*Em/ (1+nu)/ (1-2*nu) , out) ;
#$=>Isotropie in E, nu

fi;
fi;
fi;
fi;
return out;

end proc:

| Damit wird die "hauptgl” zu:

| > tt:=simplify (simplify (simpmat (hauptgl, 4)),size);
6

1 0°
ﬂ:=“[2£ﬁn(v—-6)(——gc4u3O(x,y)]4-6lﬁn(v——6)[ ; 2c4u30(x,y)]
5 ox ’ dy” dx ’

6 6

+2 Em (v—6)(—6c4u3 O(x,y)]+6Em (V—6)( 5 4c4u3 0(x,y)}+(
dy ’ dy” dx ’

a4 84 84
5Em(—:cﬁgoﬂxﬂj+55m(_jcm%OUW”J+IOEm(_7_Edm3d&y{]
dy ’ ox ’ dy” ox ,

9 9’
w5V (1+v) ((; CZRS_32(x,y)J +(; cZRS_32(x,y)DJ (-1 +v)J/ (-1 +v)
X

y
(14+v))=RS_30(x, y)
| Die c2u[3,0] Summanden der linken Seite sind:
[ > colsum(op(l,tt),c2u[3,0]);

0! o 9
M ) )
y ox X y

14V
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| Dies stimmt mit der klassischen Kirchhoff-Theorie iiberein (vgl. S. 65).

Nun zeigen wir: Fiir Isotropie und Transversale Isotropie kann der Differentialoperator

sechster Ordnung in zweiten Ableitungen von "P_3"1" geschrieben werden (vgl. Abschnitt

7.2). Ab Orthotropie gelingt dies nicht mehr.

Durch Einkommentieren der ersten und Auskommentieren der zweiten Zeile kann man die

verwendete Haupt-PDE ((60) oder (62)) indern. Andern des zweiten Parameters in "simpmat"

erlaubt das Durchprobieren aller Materialgesetze.

> #simhauptls:=cvar (subs(w(x,y,z)=ul[3,0] (x,y), simpmat (op (1, haup
tgl2),2))):

> simhauptls:=op (1, simpmat (hauptgl, 4)):

> simnebenls:=op(1l, simpmat (nebengl, 4)) :

1 T

"cd4ufactor" gibt die Koeffizienten vor einer partiellen Ableitung ("xn" mal nach x und "yn"
mal nach y differenziert) von "c4u[3,0]" zuriick. Somit kénnen wir die a_i aus Abschnitt 7.2
| bestimmen.
| > c4ufactor:= proc(t,xn,yn);
return
coeff (t,diff (cd4u[3,0](x,y), $ (x,xn), $ (y,yn)),1);
end proc:

Losen des Gleichungssystems der oberen Abschnittsmatrix (vgl. S. 65).
"xx" entspricht "c_2", "xy" entspricht "c_1", "yy" entspricht "c_0".
> xx:=simplify (c4ufactor (simhauptls, 6,0) /c4ufactor (simnebenls, 4
+0));
2(v—-06)
XX =" _
5(-1+v)
> xy:=simplify ((c4ufactor (simhauptls,5,1)-cd4ufactor (simnebenls,
3,1) *xx) /c4ufactor (simnebenls, 4,0));
xy:=0
> yy:=simplify ((c4ufactor (simhauptls, 4, 2)-c4ufactor (simnebenls,
2,2) *xx—c4ufactor (simnebenls, 3, 1) *xy) /c4ufactor (simnebenls, 4,
0));
2(v-6)
. 5(-1+v)
| Testen der restlichen vier Gleichungen: (vgl. Abschnitt 7.2)
[ > for k from 0 to 1 do
simplify (c4ufactor (simhauptls, 3-k, 3+k) —c4ufactor (simnebenls, 1

Yy =

-k, 3+k) *xx—c4ufactor (simnebenls, 2-k, 2+k) *xy—cd4ufactor (simnebe
nls, 3-k, 1+k) *yy, size);
end do;

> simplify (c4ufactor (simhauptls, 1l,5)—-c4ufactor (simnebenls, 0,4)*
xy—cdufactor (simnebenls, 1, 3) *yy, size);

0
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| > simplify (c4ufactor (simhauptls, 0, 6) —c4ufactor (simnebenls, 0,4)*

Yy,size);

Wir wollen nun die Differentialgleichung vierter Ordnung fiir Isotropie (65) herleiten, indem

wir den eben ermittelten Differentialoperator nutzen, um den Term sechster Ordnung in "w" in

zweiten Ableitung von "P_371" zu schreiben.

"su_RS_iso" ist die gerade berechnete Gleichung, die den Differentialoperator sechster

Ordnung ersetzen soll:

> su_RS_iso:=simplify(2/5* (nu-6)/ (-1+nu) * (diff (simpmat (nebengl,
4) ,x,x)+diff (simpmat (nebengl, 4),y,vy)));

‘ 2 86 8_6 86
su_RS_iso = 3 27 o cduy o(x,y) |+ By cduy o(x,y) |+3 3 o cduy o(x,y)

8_6 2
"l A otn) Em(v=6) / (~1+V) (1+V))=

0’ 0’
(v—06) ((_2 c2RS_30(x, y)j + [_2 c2RS_30(x, y))j
2 ox dy

5 -1+v
Wir iiberpriifen noch einmal, ob der Term sechster Ordnung tatsidchlich dem Term sechster
Ordnung in "hauptgl" entspricht:
> tt:=colsum(op(1l, simplify (simpmat (hauptgl, 4))),c4ul[3,0]);

ot o[ g
tt = Em 8y28x4c s o(%, y) |V ay28x4c Uz o(X,y)

a6 86 86
+3 (W cduy o(x, y)j v-—18 (—ay4 N cduy o(x, y)j + (ﬁ cduy o(x, }’)j %

86 86 a6
—6(;64”3,0(&)’)}"'(; c4u3’0(x,y)jv—6(;Muw(x,y)jj/((_l +v)
X 'y y

(1+v))
> simplify(op(1l,su_RS_iso)-tt);
0
Der Term sechster Ordnung stimmt wie berechnet iiberein. Wegen des Nenners in
"su_RS_iso" kann Maple diese Gleichung jedoch nicht direkt zur algebraischen Substitution
nutzen:
> algsubs(su_RS_iso,simplify (simpmat (hauptgl, 4)));

Error, (in algsubs) cannot compute degree of pattern in nu

| So klappt es hingegen:
> tt:=algsubs ((-1+nu) *2* (1+nu) *su_RS_iso,simplify (simpmat (haupt

gl,4)));

1 0’ 0’ 9’
=~ | 12| =5 2RS_30(x, y) |+ 12| =5 c2RS_30(x, y) | +| —/5 | = c2RS_32(x, )
5 dy ox ox
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0° 0° 0°
5 (— C2RS_32(x, y)] _2 (; 2RS_30(x, y)] _2 (; c2RS_30(x, y)D v
X y

dy

o* o* o*
+ (10 [ayz N c2u3’0(x, y)j +5 (8_)74 c2u3’ o( X, y)) +5 [Q c2u3’ ol X, y)D v Em

o' o* o*
+ (—5 (Q c2uy o(x, y)j -5 (8_)74 c2u3, ol X, y)) - 10 [ayz NE c2uy o(x, y)D Em+ [

o’ o’ 9’
2 (—2 ¢2RS_30(x, y)] 2 (; ¢2RS_30(x, y)] w5 [; ¢2RS_32(x, y)J
y X

ox

82
+4/5 (—a S C2RS_32(x, y)D v’
Y

82 82 2 2
+|-12 —ZC2RS_3O(x,y) - 12 ;C2RS_30(x,y) % /((—1 +Vv) (1+v))=
y

0x

RS_30(x, y)

| Die Gleichung schreiben wir noch ein wenig um:

[ > tt:=simplify(simplify (isolate(tt,c2u[3,0] (x,y))), size);
1=

o' 1o 1o
10(-1+vVv) 8y28x2C2u3’0(x’y) +2 ay4c2u3,0(x,y) +2 ax402u3,0(x,y) Em=5

1 1 (( 2v Ej (a—2 2RS_30 J
(=1+v)(1+v)||- 5 +5 ayzc _30(x, y)

2v 12)( 9 LI
+| - + 5 )52 c2RS_30(x, y) —Sv 5 ay2 c2RS_32(x, y)

5

2

1 d
v J5 S 2 C2RS_32(5,3) [+ RS_30(5,y) (-1 +V)
L X
> tt:=simplify (tt* (1) *a*2*h/5/ (1-nu)~2/ (1+nu)) ;

o* o* o*
@ h (2 (8 22 c2u3, o(x, y)J + (; c2u3, ol X, y)] + (Q cZuS, ol X, y)D Em
y ox y

1
it:=— _=
1 +V? 5

2
a

F F 0
h (2 v (—2 c2RS_30(x, y)j - 12 (—2 c2RS_30(x, y)j +2v (—2 c2RS_30(x, y)j
dy dy )

2
~12 (aa ¢2RS_30(x, y)j+vf( C2RS_32(x, y)j+vf( C2RS_32(x, y)j
dy’

+5RS_30(x,y)—5RS_30(x, y) Vj/ (=1+v)

[ > tt:=algsubs (c2RS_32(x,y)=-a/h*c*2*P[3,2] (x,y),algsubs (c2RS_30
(x,y)=—a/h*c*2*P[3,0] (x,y) ,algsubs (RS_30(x,y)=—a/h*P[3,0] (x,y
), EE)));
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o* o' o*
@ h [2 [ayz 2 c2us (X, y)) + (8_314 c2uy (X, y)j + [Q c2uy (X, y)D Em

1t = =
2
-1+v

0’ 9’ 0’
2 2 2
(—2 Vac (ayz Py o(x, y)] +12ac (ay2 Py o(x, y)) -2vac (axz Py o(x, y)j

2 9 2 9 2 J
+12ac QPS,O(X’)}) —vaSac a—szS’z(x,y) —vaSac §P3,2(x’y)

2

N | =

—5aP3,0(x,y)+5vaPS’O(x,y)j/(—1 +V)

[ > tt:=simplify(tt, size);

d' d' d'
ah (2 (8 N c2uy o(x, y)J + (; c2uy (X, y)j + (; c2uy (X, y)D Em
y" 0x y X _(

It =— =
—1+v2

2

2c2(v—6)(a—y2

2

0
P, 0(x,y)j+ 2¢*(V-6) (—2
’ ox

82
Py o( X, y)j +V «/g o (a_yz Py 5(x, y)j

82

+vif5 (;P&Z(x,y)j —5 Py (xy) (-1 +v)j &1 (=5+5V)
L X
| => Gleichung (65)

| Nun betrachten wir die Differentialgleichung in "psi".

| c2*psi ist per Definition:

> simplify(simplify (diff(su_c2u_2_ 1,x)-diff(su_c2u_1_1,y)),size
)i

0 0 1
acZuz’l(x,y) — a—yc2u1’1(x,y) =g (

2
(=6 Eeo £, +(12 Ey+ 6 E12) Ess - 12E24 E56) E33 +6 Egq E23
4
+(—6E,E,—12 E34 )E+ 12 Eg( Es, E23)[ 3 o c4u3 ol X, y))+(
dy
((=6E,-12E,,)E,+12E,E,+6EE|)E;;+(6E,; E;+12 E34 ) Eq
4

0
-12E,E, E—6 E E,, )( yax c4u3 o(X, y)j

4

+((18 E\y Ess— 18 E( E,,) By — 18 Ey (Es5 E5 — Egq E23))( 2 9,2 > 4y (X, Y)j
dy” ox

4

+((6EsqEy —6Eg Ey) Eyy — 6E56E13 +06 Eg E, E13)( C4”3 o(X, Y)j
ox*
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E

LI

4

2
— 6 ((Ey Esg—Ess Ey)) Eyy + Eyy By Es —Esg Eyy ) (; cduy o(x, )’)D / (Es;
y

2
(=Esq + Ess Eqq))

Fiir Isotropie ergibt das:

| > simplify (simpmat (diff (su_c2u_2_1,x)-diff(su_c2u_1_1,y),4));

0 0
(a_x c2u, (x, y)j - (g c2uy 4(x, )’)j =0
D.h. c"2%*psi=0 (vgl. S. 66).

=19 Reduktion mit psi-Anteilen

Dieser Abschnitt begleitet Kapital 8 der Diplomarbeit.
Ihm liegt ein Einsetzschema zu Grunde. Nur die Variable "Schema" muss gedndert werden,
um eine andere Manipulation an den Gleichungen (1,1) und (1,2) respektive c*2(1,1) und
¢"2(1,2) durchzufiihren (vgl. Kapitel 8). Neues Kompilieren des Abschnitts liefert dann die
komplette Reduktion fiir das veridnderte Einsetzschema.
> Schema:=[3,0,0,2];
Schema :=1[3,0,0, 2]

Die ersten beiden Positionen des Schemas beeiflussen die Gleichungen (1,1) und c*2(1,1). Die
letzten beiden beeinflussen die Gleichungen (1,2) und c*2(1,2). Die jeweils erste der beiden
Positionen beeinflusst jeweils die orange markierten Terme in Tabelle 4. Die zweite beeiflusst
jeweils die in Tabelle 4 blau markierten Terme. Beispielsweise legt Position drei des Schemas
also fest, welche Subtitutionen an den orange markierten Termen der Gleichungen (1,2) und
¢"2(1,2) vorgenommen werden. Eine drei bedeutet, dass der entsprechend farblich markierte
u[1,1]-Term durch die entsprechende Substitution (vgl. (68) und (69)) in einen u[2,1]-Term
iberfiihrt wird, durch die Addition eines passenden psi-Anteils. (Der Term verschiebt sich
quasi in die dritte Spalte der Tabelle 3.) Eine zwei bedeutet entsprechend das ein u[2,1]- in
einen u[1,1]-Term tiberfiihrt wird (vgl. Tabelle 4). Eine 0 bedeutet, dass keine Substitution
durchgefiihrt wird. Natiirlich konnte man fiir einen farblich markierten Term auch beide
Substitutionen (2 und 3) durchfiihren; was aufgrund der unterschiedlichen Vorfaktoren von
c4u[2,1] und c4u[l,1] auch zu psi-Anteilen fithren wiirde, obwohl die Substitutionen 2 und 3
invers zueinander sind. Auch anteilige Substitutionen (man iiberfiihrt beispielsweise nur
alpha*c4u[1,1] mit alpha in [0,1]) wéren denkbar. Die hier betrachteten naheliegendsten
Moglichkeiten liefern mit [3,0,0,2] jedoch schon einen giiltigen Kandidaten fiir eine
monotrope Plattentheorie.
Zunichst implementieren wir die Subtitutionen (68) und (69):
> ein_orange_3:=diff (c4u[l,1] (x,y),y,y)=—diff (c4Psi(x,y),y)+dif

f(cdul2,1] (x,y),%x,Y);

= S = — = 5 +| T E)
ein_orange._ N cduy ((x,y) oy c4Psi(x, y) Jy ox cdu, ((x,y)

(> ein_blau_3:=diff (cdul[l,1] (x,y),x,y)=—diff (c4Psi (x,y),x)+diff (

c4ul2,1] (x,y) ,%x,Xx);
2

0 0
ein_blau_3 = % cdu; (x,y) = —(a—x c4Psi(x, y)j + (a_xz cdu, (x, y)j
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[ > ein_blau 2:=diff (c4u[2,1] (x,y),x,x)=diff (c4Psi(x,y),x)+diff (c
4ull,1]1(x,y),%x,¥);
2

J 9’
| ein_blau_2 = 8_x2 cduy ((x,y)= (a_x c4Psi(x, y)} + (ay . cdu, (x, y)j

[ > ein_orange_2:=diff (c4ul2,1] (x,y),x,y)=diff (c4Psi (x,y),y)+diff
(c4ull,1]1(x,y),Y/Y);

2 a aZ
| 3y 0x c4u2, (x,y) = (a_y c4Psi( x, y)j + a_y2 c4u1, (X, y)

| Aus programmiertechnischen Griinden benétigen wir noch zwei "leere" Substitutionen, welche
den Term nicht verdndern. Natiirlich wiirde ein Term, der tatsidchlich das Symbol "tue" enthiilt,

auch tatsichlich verindert, doch das trifft auf unsere Gleichungen nicht zu.
> ein_orange_0:=tue=nichts;

ein_orange_2 =

ein_orange_0 := tue = nichts

> ein_blau 0:=tue=nichts;
ein_blau_0 := tue = nichts

Die Reduktion verliuft, bis auf die Manipulation der Gleichungen (1,1) und (1,2) respektive
c¢"2(1,1) und ¢"2(1,2), komplett analog zur ersten Reduktion ohne psi-Anteile (vgl. das
Vorgehen mit A(3)). Daher verzichten wir hier auf eine erneute Kommentierung jedes
einzelnen Schrittes (Man vgl. die Kommentare in A(3)). Die Gleichungen "su_c4u_2_1",
"su_c4u_1_1"und "su_c4u_3_2" werden von den Verdnderungen der Gleichungen (1,1), (1,2),
¢"2(1,1) und ¢”2(1,2) gar nicht beeinflusst und werden daher nicht erneut behandelt.
Gleichung (3,1), (3,2) und c%(1,1),c*(1,2):
Gleichung (3,1):
> gl31:=expand (cvar (gls(3,1))/ (-1/3*%3~(1/2)*7~(1/2)));

gm-%WW_%(mmw%—fffﬁdc%mﬂ
+ZﬁﬁmE66 c2u1,1(x,y)+—«/§«/7«/aE56 c2uy (X, y)

+%M§J;1%E&( M%gxw)r—Jif_lOE%(yd%gij
124347 Egg cdu, (%, y)+ 243 47 Egg cdu, (x,y)

| Gleichung (3,2):
| > gl32:=expand(cvar(gls(3,2))/(-1/3*3~(1/2)*7~(1/2)));

wz—fffﬁidmmﬂwfffﬁidmmﬂ
+5«/§«/75556 C2”1,1(x’J’)+_W/§W/7W/EE55 c2uy (X, y)

+§;J§J7 MBE%( cm%gxyﬂ+——J_J_ M)Eg( cﬁggxyﬂ
+ 2«/?«/7E56 c4u1’3(x, y)+ 2«/?«/71355 C4M2,3(X, y)

i Die folgende Konstruktion fiihrt schlicht die Substitutionen aus, die dem Schema entsprechen.
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i Gleichung c*2(1,1):

| > parse(cat("glc2_1ll:=algsubs (ein_blau_",Schema[2],",algsubs (ei
n_orange_",Schema[l], ", cvar (truncate(c*2*gls(1,1),4))));"), st
atement) ;

0 0
glc2_11 :=-E (— c2uy o(x, y)j —Eg (5 c2uy o(x, y)j —Eg c2u1, (xy)

ox

2

2
—-E c2u2’ (s y)+E, (—2
ox

3y or c4u1 (X, y)}

cduy (x, y)] +2E, (

o’ d 0’
+2E, 3y ox T o CAuy (x,y) |- Ey $C4PSI(X y)|t+Ey, ay2c4u2’1(x,y)

2

82
+E, [;Muz,l(x,y)J «/7E34( c4u3 H(X, y)j+E12 (8 o c4u2 (X, y)}
——«/7E56 c4u2 J(x, ) +«/7E13( cduy H(x, y)j «/EE% cduy 3(x,y)

0 0
—E (a c2u3’ o( X, y)J I (5 c2u3’ o( X, y)J —Eg c2u1’ (X, y) — Eg c2u2’ (xy)

2 2

82
+Ey [Q cduy y(x, y)J +2E), (ay 9 cduy 4(x, y)J +2E, (8 o cdu, (x, }’)j

0 . 0 0
-E, a—yc4P51(x,y) +E, a—y2c4u2’1(x,y) +E, §c4u2’1(x,y)

2

0
+«/7E34( c4u3 H(x, y)j+E12 (8 = c4u2 (x, y)} «/EE% c4u2,3(x,y)
+«/7E13( cduy ,(x, y)j «/EE% cdu, 5(x,y)

| Gleichung c”2(1,2):
| > parse(cat("glc2_1l1l2:=algsubs(ein_blau_",Schema[4],",algsubs (ei

n_orange_",Schema[3],", cvar (truncate (c*2*gls(1,2),4))));"), st
atement) ;

0 0
glc2_12 :=-E (— c2uy o(x, y)j —Egs (5 c2uy o(x, y)j —Eg c2u1, (xy)

ox

2

2
—-E c2u2’ (L y)+E, (—2
ox

c4ul’1(x,y)]+E12 (8 . cduy (x, y)]

2 2

0 0
+2FE, (8 . cduy ((x, y)]+E24 [aﬁ

2

0
c4u1’ (X, y)j +E, [; c4u2, (x, y))
y

2

0
+E, (a—c4Psi(x,y)j fEB( ey H(x, y)j+2E24 (a —cduy (. y)]

——«/ 1 Egq cduy 5(x, y)+fE34( cduy H(x, y)] — 21 By ctu, (x,y)
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0 0
—Eq (a c2u3’0(x, y)J —E (5 c2u3’0(x, y)J —E c2u1’ (X, y) — Egs c2u2’ (X, y)
32 2 2
+E, (@ c4u1’1(x,y)j+E12 (8 . cdu, (x, y)j+2E44 (8 . cdu, (x, y)J

2

9’ 0 0
+E, (—2 c4u1’ (X, y)j +E, (—2 c4u2’ 1(x, y)j +E,, (— c4Psi(x, y)J
dy dy ox

2

0
+«/7E23( cduy H(x, y)j+2E24 (a . cdu, (x, y)J «/HESS cduy 5(x,y)

+«/7E34( cduy H(x, y)j TN 21 Esg cduy 5(x,y)

| Losen des Gleichungssystems:

| > sols:=mysolve(subs(su_c4u_1_1,su_c4u_2_1,su_cdu_3_2,{gl31=0,g
132=0,glc2_11=0,glc2_12=0}), [c2u[l,1] (x,y),c2u[2,1] (x,y),cdul
1,3](x,y),c4ul2,3] (x,¥)]):

> su_c2u_1_1 Psi:=simplify(simplify(sols[1l]),size);

1 2
su_c2u_I_1_Psi:=c2u, (x,y)= g ((2 Ey E;,

2
+((-12E,-6E,)E;+6E, E+12E;, )E

1 9’ 2
- 18 (_EM By + (EB *to Essj E34] E55] £—2 ey o(x, y)J + (E23 Esq
9 dy ox

2 (1
+ (18 Ey3 Eyy — 18 Eyy Eyy) Esg — 6 Ess ((_2 Ey—Ep) Exz+2Ey + (g Ego+ E13j E23D

3

cdu, (x, )J+
8y28x 3,05 Y

2 1
E3Esg +(=0E |, Ey;+6E; E\3) Esg— 6 Exs (_E33 E,+E; (g Eg + E13Dj
3

—3c4u3’ o( X, y)]
X

3

2
+((=0Ey Exy + 6 Eyy ) Esg— 6 Ess (Ey Eyy— Eyy E33))[ 5 Cdus (X, y)]+6E33(
y

5 25 d
—g Ey + g E Eg a c2u3, o(X, y)

0 0
+E, (Ess (a—y c4Psi( x, y)J + Es (& c4Psi(x, y)jjn / ((E562 —E Ey) Eyy)

> su_c2u_2_ 1 Psi:=simplify(simplify(sols[2]),size);

1
su_c2u_2_1_Psi:=c2u, (x,y)= g [(
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2 1 2
((6 E12 +12 E44) E33 - 12 E34 -6 E13 (g E55 + E23D E66 + E13 E56
83
+(-18 E14 E33 + 18 E34 E13) ESJ (—ay axz c4u3’ 0(x, y)j + (

1
(18 E, E;;— 18 (Eza + ; Essj E34j E¢
3

1 2 d
+6E (5 E,Eo+(-2E,—-E, E;+2E, +E, E”D (—ayz o c4u3’ o(x, y)j +

2 2
((6E22 E33 _Ess E23 - 6E23 )E66+E23 E56 + (6E23 E34_ 6E24 E33) E56)

83
[8_))3 cduy o(x, y)j

3
+((-0E, E3+6E, Ey;) Eg+ 6 Eg (“Ej; E | +Epy ))(

c4u3 o(x, y)) 6 E33(

5 25 J A d o
EE56 —gE55 Ey a—chulo(x,y) +E, | Es a—yc4P51(x,y) + £C4P51(x,y) Eg

)J /(B = E B By

| > su_cd4u_1_3 Psi:=simplify(simplify(sols[3]), size);

su_c4u_I1_3_Psi = c4u1 (X y)= [( 2421 E;, E56
— 2
—4/21 (_E23 E13 +2 E44 E33 + E12 E33 -2 E34 ) E56
2 0’
—3421 (_Em Ex+Eyy (EIS + E66D E55j ( )
3 dy ox

+(=34/21 E,, Ey;+34/21 E,y Ey,) Es
3

21 E5 ((-2E,, - 2)E33+2E34 + E,, (E13+E6)))[ 2o
dy

2
c4u3, ol X, y)J + (421 Epy Eg

c4u3 o( X, y)) «/7

2
(_En E55 E33 + E56 E14 E33 + E55 E13 + E55 E66 E13 - E13 E56 - E13 E34 E56)

>
(Q cduy o(x, y)]
e
- W/7 1 (=E,, Ess By — Eq E23 +Esg Ey) Eyy + Ey5 By Ess) ( 3

0 0 2
+4/21 E5y E,, (Ess (a_y c4Psi( x, y)J + Es (a c4Psi( x, y)Dj / ((mEgy +Ess Ey) Eyy

)
> su_cédu_2_3 Psi:=simplify(simplify(sols[4]),size);

c4u3 ol X, y)J
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1
su_c4u_2_3_Psi —c4u2 (X y)= 35 [(

' 2 [
("\/H(_ZE44_E12)E33_2 21 E34 -4/ 21 (E23+E55)E13)E66

a3
+4/21 (B E\y— 3 E,, Eyy+3 Es, E13)E56)( e (5 ) |+ (
dy ox
( 321 EyyEy3 =242 E34( E23+E55DE
3

2
+4/21 QEy Eq+(2E,—E,) Es+E,E;+2E,, )E56j (mc4u3’o(x,y)J+
'y 0X

((W21 Eyy By =421 Ey3 (Ep3 + Ess)) Ego+ 4 21 (Eys B3y — Eyy By + Eyy Eso) Ese)

83
(; cduy o(x, y)j
y
3

- V21 (E66 E34 E13+E11E56 E33_E56E E14 E66 Eaa)( x

0 0
_ME33 E,, (E56 (a_y c4Psi( x, y)j + (a c4Psi(x, y)j E66D / ((_E562 +E E) Eyy

L)
| Unterschiede zur vorherigen Version: (vgl. S. 69)
| > simplify(simplify(su_c2u_1_1_Psi-su_c2u_1_1),size);

0 0
6E, (Ess (5 c4Psi(x, y)j + Es (a c4Psi(x, y)jj

2
SEE+5E
> simplify(simplify(su_c2u_2_1_ Psi-su_c2u_2_1),size);

0 0
6E, (E% (a_y c4Psi(x, y)j + (a c4Psi( x, y)J E66J

c4u3 ol X, y)j

0=

2
—SE E+5E
> simplify(simplify(su_c4u_1_3_Psi-su_cd4u_1_3),size);

0
«/7«/7E44( 55( c4Psi(x, y)j+E56 (8_C4PSI(X y)D

—35E Eg+35 E56
> simplify(simplify(su_c4u_2_ 3_Psi-su_cédu_2_3),size);

f 7 EM( 56( c4Psi(x, y)J (§C4Psi(x, y)JE%j

35 E, Eg +35E.,

| Gleichung (2,3): (Vorgehen analog zu A(3))
[ > tt:=subs(su_c4u 3 2,su cd4u 1 3 Psi,su cd4u 2 3 Psi,su c2u_1 1
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]

Psi,su_c2u_2_1 Psi,cvar(gls(2,3))):
Hier substituieren wir zunichst sqrt(5)*c2u[3,2](x,y)+3*c4u[3,4](x,y) durch die Variable
"vari", nach der wir dann auflosen konnen.

[ > tt2:=algsubs(sqrt (5) *c2u[3, 2] (x,y)+3*c4u[3,4] (x,y)=vari, tt):
| Auflosen der Gleichung:

> su_gl23_Psi:=sqrt (5) *c2ul[3, 2] (x,y)+3*c4u[3,4] (x,y)=simplify (s

implify (solve (tt2=c2RS_32(x,y),vari)), size);

1
su_gl23_Psi := ﬁ C2uy H(X, y) + 3 cdus (X, y)=7_ ((((—20 E,-10E,,) E562

25
+((-120E,,-60E,) E;, — 0 E ,E,; —90E,, E;) Es,c+ (90 E  E,, +90E,, E) E,

2 2
+10((3E,s+E)E+3EE;)(2E,+E,))E;+(40E;, +20E,,E ;) Ey

1 2 2
+240 (E E, +E,, EBJ E,, E + (=40 Eq. — 150 E,,) Eg — 150 E, E ) E,,

3 3 o* >
-20 ((5 E,, + Ess] Eg + 5 E E13j E, E23j (—ayz N c4u3’ o( X, y)] + (—20 Ey E,,

+(-120E,, E,, + (=60 E,, —-30E,) E,; —30 E; E,,) E,
9 3
+(30E E,+30E,(2E,, +E,))E; +20 ((5 E,, + Essj E +5E55 EBJ EZJ E;;

2 2
+40E,, E,s Eso +60 (Eys Es+3E;, ) E, Ey

3 2 3 o'
-40 E,, (5 Ey Ey +E) ((3 E,,+E) Eg +5E55 EB)D (% c4u3’ o( X, y)j + ((

2
-20E,, E,+(-120E,E,,—30E,E,;—-30E,(2E,,+E,,)) Ey
3 9
+((60E,, +30E,,) E+30E,E)E;,,+20E,, ((5 E,, + E55j Ey + 5 E; EBD E;;,

2 2
+40E,E E, +60(E,E;+3E;, )E;E

3 2 3 o
—40 (— EgE,y +E; ((_ E,; + E55J Ey+3 Eg EBJ] E34j (—3 C4u3, ol X, y)j +(
2 2 dy ox

2
(5Es E|j+(30E, E\|-30E;E ) Esx+30E Ey E\,+5E) (Egg+6E,3) Egs)

2 2
E33 - 10 (_E13 E56 -6 E13 E34 E56 +3 E66 E34 + E55 E13 (3 E13 + E66)) E13)

84
[—a L Cdus o(x, y)j +(
X

2
(=5 E56 Ezz +(=30 E34 Ezz -30 E23 E24) E56 +30 E55 E34 E24 +5 Ezz (6 E23 + Ess) E66)

2 2
Ey3 =10 Eyy (=Ey3 Esg =6 Esq Eyy Eyy + Eyy (3 Eyy + Ess) Egg+ 3 Ess Esy )
2

o* 5 2 0
(a_yél cduy (X, Y)j -6 ﬁ Esy [_EW/E (=Esq +Ess Egs) Eyy (@ c2us (X, Y)j
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2

Q)

c2uy o, y)]

Q)
()

y
2

Q)

5 2
—gﬁ (=Esq + Es5 Eqq) Eys (

5 2
—gﬁ E; (=Ess + Es5 Egq) c2uy o(x,y)

(3]

o

=

2

Q)

c4Psi(x, y )J

2

+ ﬁ Eyy (Ey3 Es— Ess Esy) [

Q
()

y

Q)

c4Psi(x, y)j

ox’

‘H/EEM (=Es¢ E3 + Eg6 E3y) (
‘H/EEM (=Ess E3+ Eqo Eyy) (

5
C4Psi(x, y )] +7 C2RS 32(x,y) (~Es, +Eo Eq )J

J / (E332 (_E562 +Ess Eg))

| Unterschiede zur vorherigen Version:
| > simplify (simplify(su_gl23-su_gl23_Psi), size);
2

6
= g ((EZB Ey—Ess E3) (
y

2

c4Psi(x, y)j +(—Esx E;+E Esy) ( c4Psi(x, y)j

o’ ‘ )
+ (ay » c4Psi(x, y)j (=Es E 5+ Eg E23)j E, / (Ey; (~Es +EEg))

| Gleichung (1,1) und (1,2) werden konsequenterweise nach demselben "Schema" behandelt
(vgl. auch S. 68). Die c-Potenzen in den folgenden Gleichungen miissen wir dafiir anpassen
| (vergleiche oben).
| > ein_orange_3:=diff (c2u[l,1] (x,y),y,y)=—diff (c2Psi(x,y),y)+dif
f(c2ul[2,1] (x,y),%x,¥);
0 0 ) 0
ein_orange_3 := 8_)72 c2u1, (X y)= —(— c2Psi(x, y)j + ( cZuz, (s y))

dy dy ox
> ein_blau_3:=diff (c2u[l,1] (x,y),x,y)=—diff (c2Psi (x,y), x) +diff (
c2u[2,1] (x,y) ,x,x);
2

0 0
3y o c2uy (x,y)= —(a c2Psi(x, y)J + (% c2u, (x, y)j

> ein_blau_2:=diff (c2u[2,1] (x,y),x,x)=diff (c2Psi(x,y),x)+diff (c
2ull,1]1(x,y),%x,¥);
2

J J 9’
ein_blau_2 = g 2uy ((x,y)= (a c2Psi(x, y)J + (ay . c2u, (x, y)]

> ein_orange_2:=diff (c2u[2,1] (x,y),x,y)=diff (c2Psi(x,y),y)+diff
(c2ull,1]1(x,y),Y,Y);
2

dy ox

ein_blau_3 :=

ein_orange_2 =

J 9’
c2uy 4(x,y) = (a—y c2Psi(x, y)j + (8_372 c2u, ((x, y)J

| Gleichung (1,1):
‘ > parse(cat ("gl_1ll:=algsubs(ein_blau_",Schema[2],",algsubs (ein_
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orange_",Schema[l],",cvar(gls(1,1))));"),statement);

0 0 0
gl_11:=-E (a us o(x, y)J -E (a_y Us o(X, y)j +E, (& c2uy (x, y)j
? 0 0
+2E, 3y ox c2u1 (x5 y) [+3E;, . c4u3 J(xy) |- E, a—c2Ps1(x y)

2

0 0
+2E, (a . c2u2 (x, y)j «/7E66 c4u1 s(x,y)+E, (a

2

c2u, (X, y)j

2

82
+E, (8 o c2u2 (x, y)j+E24 (ayz

+«/7E13( c2u3 5(x, y)j «/7E34( c2u3 ,(x, y)J «/EE% c2u1’3(x,y)

0 1
—gq/ 21 Esg c2u, 5(x,y) +3 Ey, (g cduy 4(x, y)j - gq/ 33 Esq cduy 5(x,y)

J d o’
—Egs &M&O(X,)’) —E a—yulo(x,y) +E,, @cZul’l(x,y)

2

0 0
+2E, (a . c2u, (x, y)j +3E; (ax cduy 4(x, y)j -E, (a_y c2Psi(x, y)j

CZuz’ 1(x, y)j - E66 U 1(x, y) - E56 Uy 1(x, y)

2

9 0
+2E, (a . c2u, (X, y)j «/7E66 cdu, s(x,y)+E, (a

2

c2u2 (x, y)j

2

82
+E, (8 o c2u2 (x, y)]+E24 (ayz

+«/7E13( C2uy ,(x, y)j «/7E34( C2uy ,(x, y)} «/EE% c2uy 5(x,y)

0 1
—gq/ 21 Egq c2u, 5(x,y) +3 Ey, (ay cdus ,(x, y)J ~433 Egq cdu, §(x,y)

| Gleichung (1,2):
> parse(cat ("gl_1l2:=algsubs(ein_blau_",Schema[4],",algsubs (ein_

CZuz’ 1(x, y)] - E66 U l(x’ y) - E56 Uy 1(x, y)

orange_",Schema[3],",cvar(gls(1,2))));"),statement);

0 0 o
gl_12 :=-E (a us o(x, y)J —E (g us (X, y)j +E, (% c2u; (x, y)j
2 2

82
+E, (8 o c2u1 (x, y)j+2E44 (a ~ c2u1 (x, y)J+E24 (ayz

1 0
—gq/ 33 Esg cdu, s(x,y)+Ey, (—

0x

c2u1’ (x, y)j

C2PSi(x, y)j - E55 uz’ 1(~x’ y)

2 2

+2E, (a . c2u2 (x, y)} +E, (ayz c2u2’ (x, y)j -Ey U (X, y)
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——«/7E55 c2u2 5(x, y)+«/7E34( c2u3 H(x, y)J «/7E23( c2u3 H(x, y)J
0
——«/7E56 c2uy 5(x,y) - «/7E55 cduy (x,y)+3 E34(

. c4u3’ 4(x, y)j

0
+3E,; (a_y cduy 4(x, y)J

J d o’
—Esg aug,o()@)’) —Eg 8_yu3’0(x’y) +E, QcZuLl(x,y)

2 2

J’ J J
+E, (8 . c2u; (x, y)j+2E44 (a . c2u; (x, y)J+E24 (ayz c2u1’1(x,y)j

1 d .
—gq/ 33 Esgcdu, s(x,y)+Ey, acZPm(x, ¥) |~ Essuy ((x,y)

2 2

+2E, (a o c2u2 (x, y)J+E22 (ayz
——«/7E55 c2u2 5(x, y)+«/7E34( c2u3 H(x, y)j “/7E23( c2u3 H(x, y)j

0
—_'\/ I Ey c2u1 (X, y) - /\/ 3 Eg c4u2 s(x,y)+3E;, = c4u3, A(xy)

CZMZ’ 1(x, y)j - E56 U 1(x, y)

0
+3E,; (5 cduy 4(x, y)j

| Nun gehen wir wieder analog zu Abschnitt A(3) vor:

Wieder substituieren wir zunichst die gewiinschten Variablen durch Symbole ("suvarix" und

| "suvariy") und losen dann das System nach den Symbolen.

| > glll:=subs(su_c2u_1_1 Psi,su_c2u 2 1 Psi,algsubs(E[13]*diff (s

L u_gl23_Psi,x)+E[34]*diff (su_gl23_Psi,y),gl_11=0)):

| > gll2:=subs(su_c2u_1_1 Psi,su_c2u_2_1 Psi,algsubs(E[34]*diff (s
u_gl23_Psi,x)+E[23]*diff (su_gl23_Psi,y),gl_12=0)):

> suvarix:=diff (u[3,0] (x,y),x)+ull,1] (x,y)+1/3*sqrt (3) *sqrt (7) *
c2ull,3] (x,y)+1/3*sqrt (3) *sqrt (11) *c4u[l, 5] (x,y)=vari_x(x,y);

d
suvarix = (ax us o(X, y)j+u1 (5 y)+2 1/71/7C2u1 S y)+7 «/7«/7C4u1 s(x,y)=

vari_x(x, y)
> suvariy:=diff (u[3,0] (x,y),y)+ul2,1] (x,y)+1/3*sqrt (3) *sqrt (7) *
c2u[2,3] (x,y)+1/3*sqrt (3) *sqrt (11) *c4u[2,5] (x,y)=vari_y(x,y);

0 1 1
suvariy = (5 us o(X, y)j +uy (X)) +g«/§«/7 c2uy 5(x,y) +g«/§q/ 11 cdu, §(x,y) =

vari_y(x, y)

[ > glll2:=simplify (algsubs (suvariy, algsubs (suvarix,glll)), size):
[ > gll22:=simplify (algsubs (suvariy, algsubs (suvarix,gll2)), size):
| Losung des Systems:

[
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[ > sols:=mysolve({glll2,gll22}, [vari_x(x,y),vari_y(x,y)]):

[ > su_glll Psi:=diff(u[3,0] (x,y),x)+u[l,1] (x,y)+1/3*sqrt (3) *sqrt
(7) *c2ul[l, 3] (x,y)+1/3*sqrt (3) *sqrt (11) *c4u[l,5] (x,y)=simplify
(simplify(op(2,sols[1l])),size);

su_glll_Psi:=
0 1 1 1
a u3’0(x, y) |+ U, (X, y) +g«/§«/7 c2u1’3(x, y) +g«/§q/ 11 c4u1’5(x, y) =g
2 2 2
(=6 E, - 60 EyE— 24 EyEp,— 24 Ey — 6 EyE) ) Esq +

1
((60 E E,+30E, E, +120 E, E,,) Es + 12 (2 Eyy By + Eyy By + 3 By EIJ Eééj

E56

2 2 2
—6(Ess(QEEy+EE,+6E, )+E((4ELE,+4E, +E, +4E24E14))E55j

2 3
E;;, +(((8 E, +4E,) E,+5E,Es+3E,E;) Ey, +(

2
(FI0E By =B Eyy=3E3 (2E+E)) Ess+ (24 Ep +48 Eyy) By

2 2 2
+(60E,E,+60E,E )E,,+6E,, E,+12E,(2E,+E,)E,;;+6E, E;)E
2
+((—90E14E34 + (-4 E,—8E,)Eg—30E, Ey—60E, (2E,+E,))E,,
2
+(3 E24 E13 -5 E14 E23) E66 - 60 E23 E13 E14 -30 E24 E13 ) E55
7 2 1 1 2
- 12 5E24E34 + E23(2E44+E12)+5E13E22 E34+E24E23E13+5E23 Eyy |Ees | Ess
2 5 1 1
+6||3E,Ey +12E, £E66+E13 Ey,+ EE11E23+5E13(2E44+E12) E¢
+(EZ(2Ey+Ep)+E| Ey) EwJ Ess
3 2
+2Eg 5E12+3E44 Ey +(2EE+2E Ey) Eyy+E(2E+E) Ey || Ess

3 3
Ey;+(-12E Ej3 E;3 =8 Ey ) Egg

p 2 2 2 2 4 2
+ (16 Ey, Ejy+4E,; Eyy)Ess—S4 Eyy Ey, Ejs— 12Eyy Eyy —24Ey, ) Ey +90 E,,
4 2 2 1(7 2
E13+EE66 Ey + EE66+E13 Ey Ey; Ess"‘g 5E34 +Ey Ep; | Ey Egq | Esg—

8 2 2
6 Ess (((9 E\;+ 5 E66j Ey +EjE;, (EB + 5 EssD E; Ess

5
2 2 2 4 d
tEw(TEREyy Ez+Ey Ejy +2E;, )D (8 25 304“3,0(3“’)’))"‘((
V'~ Ox
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2
(36 E,E,-24E,E,-T2E,E,,) E5, +(

2 2
(84E, E,+6E,E +48E,E,+48E,, +12E,, ) E

2
+O0EG(EpEn+2E,Ey+0E,, ))Es
1
-6 (Ess (Ey, E\\+2E,E,+4E,E,)+4 (2 E E,, +ZE22 E L +E, EIZJ EﬁﬁJ Essj
2 3
E, +((10E34E24+(6E44+3E12)E23+E13E22)E56 +(

2
((_4E12_8E44)E34_3E14E23_5E24E13)E55+60E24E34
2 2
+((36 E,+T2E,) Eys+24 E L Ey)) Eyy +24 Eyy E | +36E,, Eps E ) Eg +((
2
(-84E,,—42E,)E;, +(-10E,E,,—384FE,E,,—84FE, E,)E;,

2 2
+((=0E, =3E,)Ey—EREy)Eq—0Ey E\\-24E(2E,+E\) Ex—-6E, E;
2
VEss—6(3E; Ey+12E Ey\ B+ (E; E22+E23(2E44+E12))E23)E66)E56+6((
2 4 2
TE Ey + 5E44+5E12 E+E| Eyy+2E;(2E,+E),) |Eyy
5 1 2
+ gE24E13+5E14E23 Eq+2Ey EZE\ +E,) E\5 |Ess
5 2 1 1 2
+4 ZE24E34 + E23(2E44+E12)+ZE13 E,, E34+ZE23 E +EyEpE ;| Eg | Ess
2 2 3
Ey+(-16 Ex Eyy —4Ey; Epy) Egg

3 3 2 2
+((8E34 +12E34E23 E13)E55—60 E23 E34 _60E23 E34E13)E56 +(

8 2
(36 E,, +126E, (EU +— E66J E, +18 (5 Eg + EUJ E, ij E.

2 2
+6E66E23 (E23 E13+9E34 )J E56_ 18E55 E34

4 7 2 2 5 2
(((5 Ee 3 E13j Ey +EyEp; (EIS *3 EseD Ess T3 Eos a3 (Eyy E\3+Esy )D

o’ 2 2
( 342 C4”3, o(X, y)) + (((—12 E,E,-24E,E,-30E,, )E
dy” dx
+((12E,E,+24E,,E,+48E,E,)E+30E,E,E,,) Ey
1 2 2
-12 (Ess E\ Ey)+ 5 E(3E, +E,E,+2E,), E44)j Essj Ey +(

3
(TEy Eyy+3Ey Ey) Esg + (6 E3 Eyy+(-2E —E ) Ey;—EEyy) Egs
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2 2
+18E;, E\y+60Ey EysEy)+12(ELE),+E (2E,+E)) Ey;) Eg +((
2
—54 E24 E34 +(=3 E66 Ezz +(-48 E44 —24 Elz) E23 - 12 E13 Ezz) E34 =17 E66 E24 E23
2
—24E,EfE;—12E,; E\y) Es =30 Egg Eyy (Eyy Eyy + Ej By ) Esg+ ((

2
(6E,+12E,)E,, +(12E,,E;+6EE, +12E,E,;)E;,
H(E Byt Ex (2E,+Ey)) Eg) Ess

2
+6(Ey Eyp+O6Ey EyEy+(ERE,+Ey(2E +E),))Ey;) Eg) Ess) Exy

2 3 2 2
- 10 E23 E34 E56 +2 E23 (E23 E13 +4 E34 ) (=6 E23 + Ess) E56
3 2 5 5 2
+36 E;, 5E34 + E Eqo+E\5 | Ey | Ess+ g Ego Eyy | Eyy Esq—2 Ess

4 4 2 2 2 2
((6 Ey, +9 (; Eg + E13] Ey By +Eg Ef5 Eyy j Eis+3EGE,; (EnE;+4E;, )D

9 2
[ . c4u3,0(x, y)) + (((—24 E,E,-12E, E —-12E,E,) E
dy" dx
2
+((18E, Epy+48 E,, +36 E,| Ey,) Ess+ 12 Egy Ey, Ey) Esg
2 2

-30 (Ess Ey +gE66 (2E4, + E12)j E, E55j Ey; + (

3 2
(0E, Eyy+E | Eyx+E;(2E,+E,))Eg +((BELE, -TEZE | )Es+30E,E;,

2 2
+(12E|E;+12E,(2E,,+E,))Ey +12E, E; +12E,,E E,,)E +((
2 1 1
—24E E, -9E, EE66+E13 Ey —18 EE66+E13 (E\3(2E,+Ejp)+E) Ey)

jEss O((ZEy+E,) Eyy+2E)Ey+2E, Ey) Eg E34j Ess+30 Ess (

7
( Ey (Em + 66j Ey +EE; (% E66+E13D Eg;

5 (2 E, E34 +E(2QE +EL) Eyy+EQEp E14j Eg D E;;

2 2 3 3 2 2 2
+(-8 E34 E13_2E13 E23)E56 +(=36 E34 E13_24E34 E23 E13 +10E55 E34E13 )E56

1 2 4 2
+ (18 (Em +§E66j Eyy (B B+ 4 Esy ) Ess+ 12 Ego By + 18 Egq Eys By E13j Ese

5

1 2 3 2
— 30 Ess ((Em 3 E66j Eys Ess +3 Ees (5 Ey +Ey E13D Es, E13j (W cdus (X, y)]

1
(12 (=Ey Esg+ Ess E,y) ( ~Eg Ey+Ey, E56j E33 +(2Ex Ey E56
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2
- (E23 E24 + E34 Ezz) (—12 E23 + Ess) E56
2 2
+((-6 E34 Ezz —-24 E34 E23 E24 -2 E66 E23 Ezz) E55 —-12 E66 Ezz E23 ) E56
2
+Es ((0Ey) Eyy +EEy Eyy +EEy Eyy) Ess+ 6 Eg Eyy (Eyy Eyy +E5 Eyy))) By —

2 2 2
2 (_E23 E56 + E55 E34) E23 (_E23 E56 -6 E56 E34 E23 +(3 E34 + E66 E23) E55 +3 E66 E23 )

aS
J (; c4u3, o(X, y)J + (
y

2 2 2 2 2 2

(=0EsEGE,, +18ESEGEE | —6Es E;y —0Ey E|, ) Ey; +(
3 2 2
(ExE\ +EyE\ ) Es +(6E Eyy +12E E3E —2EGE E3) Egq
1 2

+ (‘18 (E13 E14 + E34 E11) (E Ess + ElSj E55 -6 E34 E66 E14j E56

1
+12E5| Eyy gE66+E13 Ess+EEyy By | Epy | Eyy—

1 2 1 2
6(-Ey Eg+Ess Ep3) (_g E Esq —2E;Ey Esg+ (EIS + 5 E66j E Egs+ Eg Esy ] E;

aS
J (—a 5 cdus o(x, y)) - (5
X

2

((BEyEsg+Ess (2Ey+E ) Exy+3 Esg By Eyy — Ess (2B +Ep Ey))
2 o’

(—Esq +Egs Egf) NE c2u3’0(x,y) - 15

dy~ dx

2 1 2 2 1
(((g Ey+ 3 El2j Eg—E, Essj Ey+ (‘5 Ey - 3 E,; ElSj Es+Ey Ey Essj
2 0’
(=Esq + Ess Egg) 5 C2uy o(x,y) | =12 Ey,
dy dx
1 2 1 1 5
D) Esq Eyy+| Ess (2Ey+ Epp) = 5 Ees Eyy | Ese t 5 Ess Ego Eyy— Ess Eyy | Esz

1 1 0’ .
+(=Ey Ese + Ess E5y) (Ess Ep; - 5 Es, Es ~ 5 e E23D (2— c4Psi(x, )’)J +6E,(
dy” dx

2 2

(2 Ey—Ej) Esg +2E) Esq Eq+ (Ess £\ — Eqe (2Eyy + Ey)) Ess) Exy+ Egg Ey Eyy
2 2 o’

—2EEsc Eyy Eyy = (Ess E\y = (Ey Efy+ Eyy ) Eg) Ess) W c4Psi(x, y)

3
2 2 0

+5 ((Ess Eyy —Esg Eyy) Eyy— Ess E3 + Ej5 By Egg) (Esq + Egs Ege) (; c2uy o(x, Y)j
X
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3

2 2
=5 ((Ey Esg—Ess Eyy) Exy+ Eyy By Egs — Esg Eyy ) (=Esq + Egs Ego) (; c2uy (X, y)]
y

+6
2
((_Ess E14 E66 - E56 E14 + Ess E11 Ess) E33 - (E56 E13 - Ess E34) (_E34 E56 + Ess E13))

83
E, (—3 c4Psi(x, y))
ox
2 2 9’
6 (2 Ess Esg Eyy — Esg Eyy) Egy+ (—Ey3 Esg + Ess Eyy) ) Eyy (a_y3 c4Psi(x, y)] +
(~E., +Ey Egq) ((E55 5 By~ E A5 Eyy) (% ¢2RS_32(x, y)]

o)
+(Ey Ejy5 — E 4[5 Eyy) (& ¢2RS_32(x, y)j

0 0 2
+5E, E,, (ESS (g ¢2Psi(x, y)J + (5 C2Psi(x, y)J EséDj E33j / ((~Es; +Eqs Eg)

2
L Ey)
> su_gll2 Psi:=diff (u[3,0] (x,y),y)+ul2,1] (x,y)+1/3*sqrt (3) *sqgrt
(7) *c2u[2,3] (x,y)+1/3*sqrt (3) *sqrt (11) *c4u[2,5] (x,y)=simplify
(simplify(op(2,sols[2])),size);

su_gll2_Psi =

0 1 1 1
(— ug,o(x,y)J +u, (X, y) +g«/§«/7 c2u, (x,y) +g«/§«/ﬁ cdu, {(x,y) :g(((

dy

2 2 2
(=6 E12 - 60 E24 E14 —24 E44 E12 —24 E44 -6 Ezz E11) Ess +
1 1
(( 30 EpE\,+ 120 Ey Ey+ 60 Ey, Elz) Ego+ 24 Ess (Z Ey By +EyE\y+ 5 E, ElzD

E56
1 1 3 2 | 2
—-24 ZE22E12+5E22E44+5E24 Eq+ Ess | Eyy E\y+Eyy +ZE12 +ELE || Eg
2 3
E, +(((8E44+4E12)E34+3E14E23+5E24E13)E56 +(
1 2
_10E34E24_E13E22_6 5E12+E44 E23 E66+(24E12+48E44)E34
2 1 2 2
+(60E,E,+60E, E;)E,+6E,E, +24 5E12+E44 EE +6E,, E, |Es
2 1
+ —90E24E34 + (—4E12—8E44)E55—30E13E22—120 5E12+E44 E23 E34

2
+ (_5 E24 E13 -3 E14 E23) Ess - 60 E24 E23 E13 -30 E23 E14j E66
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7 2 1 1 1 2 1
-24 (ZEM E,, +((5E12+E44j E13+ZE11E23J E34+ZE24E13 +5E23 E; E14j Essj
2 5 36 1 1
E56+6 3E34 E22+g E55 +?E23 E24E34+ 8E13E22+ 5E12+E44 E23 E55
1 2
+EpE;3Ey)y+2 5E12+E44 Ey | Eg

3 3 2 1
+4 Eg ((5 Ey+ Z E12j Ey +(Ey Ez+E L Ep) Ey+ (5 E,+ E44j E,; E13D Essj Ey;
3 3
+(-12E, E E\3 -8 E;, ) Egg

2 2 4 2 2 2 2
(16 Eyy Ey +4Ey, E ) Eg—24E, —84E, E,, E,—12E, E)Es +12E,,
15 2 2 15 3 7 2
? 23+§E55 Ey +ESE,; ?Ezs"‘Ess E66+5E55E13 5E34 +EynE;y )| Ese
27 2 3
-4 4E55+?E23 Ey +E;E,; £E23+E55 Ey; Ege
3 2 2 2 4 o
+5E55(7E23 Ey Es+Ey; Ejy +2Ey, ) |Eq || T3, cdus o(x,y) |+
dy” dx
2
(=72 Ey, E14_36 E, E12_24E24E11)E56 "{
2 2
(84E, E,+6E,E +48E,E,+48E,, +12E, ) E
1 2
+12 Egg (EEII E,+3E, +E11E44D Esq
1 1 1 1
-24 5E24E12+ZE22E14+E44E24 Eg+2 §E24E11+E44E14+5E14E12 Ess | Eg
2 3
Ey, +((10E14E34+(6E44+3E12)E13+E11E23)E56 +(
2
((_4E12_8E44)E34_3E24E13_5E14E23)E66+60E14E34
2 2
+((36 E,+T2E,)E;+24E E,;,) E,,+36 E,; E E,+24E,,E ;) E +((
2
(-84 E44—42 Elz)E34 + (-84 E,, E13—84 E , E,;— 10 E, E55)E34
2 1 2
+((=0E,-3E,)E ;—E| | Ep)Es—0E,E\;; —48 (5E12+E44JE23 E -6Ey; E
3 2 1 1
Eg—12 5E11E34 +O0E,E E, + 5E12+E44 E13+5E11E23 Ep; |Ess |Esq+ 8

21 > (1 3 !
E66 ((: E24 E34 + ((5 E12 + E44j ESS +ZE13 E22 +3 (5 E12 + E44J E23J E34
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5 3 3 3 2
+ (_ E\ Eyy+ 7 Eyy E13j Ess+ 7 E) Eyy Ey+7 Ey E14J Eg6
8 8 2 4
5 2 1 1 1 1
+6 Egs §E14E34 + 5E12+E44 E13+§E11E23 E34+§E24E13 +5E23E13E14
2 2 3
Ey+(-4E; Ey-16E;, Ej;) Ey

3 3 2 2
+((8E34 +12E34E23 E13)E66_60E34 E13_6OE34E23 E13 )E56 +(

4 63 2 9 2
36 E;, +16 E55+§E23 EEy, +4 £E23+E55 E; Ey | Eg

2 2
+O0EE;; (EyE;+9E;, )J Es—12E;,
7 2 2 3 5 2
5 23+§E55 Ey +EE,; £E23+E55 E66+5E55E13 (Eyy Ef3+Eyy ) | Eg

0’ 5 ,
(—2 5 ¢duy o(x, y)] + (((—30 E, —12E E,-24E E,)Es
dy~ dx

+((24EE,+12E, E,\+48E,E | )Ecc+30E EE| ) Es

1 3 2 2
— 12 Eg (E% Ey) E +Ess (En E, +5E11 E, +5E14 jD Ey; + (
3
(3 E34 E11 +77 E13 E14) E56 +((-6 E14 E34 +(=2 E44 - E12) E13 - E11 E23) E66
2 2 2
+18E, E; +60E,E E+(24E,,+12E,)E; +12E,E5E, ) Ey +((
2 2
_SAE E,, +(-3EyE, +(—48E,,—24E,)E,—12E, Ey) Ey,— 12 E,, E,
-24 E23 E13 E14 =7 E55 E13 E14) E66 -30 E55 E13 (E13 E14 + E34 E11 ) E56 +2 ((
2
(6E,+3E))E;y +(6EyE;+3E,Es+6E,E);)E;,
1 1
+ ((5 E,+ E44j E;;+ 5 Ey, E23j Essj E¢
1 2 1 1
+6 Egs 5E11 Ey +3E,E;E,+ 5E12 +Ey |E; +5E11 Eyy |Ef5 || Eg | Ess
2 3 2 2
—10E E\; Esg +2E;(Eyy E3+4E;, ) (0E;+E) Egg
27 2 18 2
+10E;, Eyy ?E34 +| Ess +?E23 Ej |Eq+3EsE;; |Esg—2

4 9 2 2 2 2
((6 Ey +4E; (Z Ey + EssJ Ey +EE E23j Eq+3EsEy (EjyEy+4E,, )J E¢

o 2
j(—a - 4c4u3’0(x,y)j+(((—12 E,, E,,—24E, Ey — 12E,, E,,) Ex,
y 0x
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2
+((18 E,, E,+ 36 E,, E44+48 E,, )E66+ 12 EsE, E24)E56
5 1 2
—-24 ZE66 Ey + 5E12+E44 Ess |Eqo Eyy | Esy +
1 3
0E, E)y+E3E),+2 5E12+E44 Eyy |Esg +| (3 Ey Ey—TEpE,)) Eg
2 1 2
+36E,, E,, +|12E,E,,+24 2E12+E44 E,|Ey,+12E,E E,+12E, E,

e

2 1 1
—24 Es, Ey— 6 Ey, (Ess +16 E23) Es, - 2 (5 E Ey+ (5 Ep,+ E44j E23j (18 Ey + Ess)
1
Ege— 12 E34 Ess 5E12 tEy |Ey+Ey B+ Ey By | | Esg+24
1 7 (30
gEzz (10 Eyy + Ess) By + Z 7 Ey+ Ess | Ep3 Epy | Egg

3 2 1 1
+ Eg; (Z Ey Eyy + (5 E,+ E44j Ey By + 5 E, Ey; E13D Essj Ey;
2 2 3 2 2 3 2
+(=2 E23 E13 -8 E23 E34 ) E56 +(=24 E23 E34 E13 +10 E23 E34 E66 - 36 E23 E34 ) E56

2 4 2
+(2EjR(ExE3+4E;, ) (OEy+Es) Eg+ 12E Eyy + 18 Eqs Eyy E3 Eys) Egg
5

6 3 2
—10E, Eyy Eg (EZS (3 Eyy+ Ess) Egq +gE55 (E Ey +E,; E13JD ( 4 cdus o(x, y)]
dy" dx

1 2 3
+ (12 (_E56 E11 + E66 E14) (E56 E14 _EESS EnJ E33 +(2 E13 E11 E56

2
_(E13 E14+E34 Ell)(_12E13+E66)E56
2 2
+((_2E55 E11E13_6E11E34 _24E14E13 E34)E66_12E55 E13 Ell)E56
2
+((Es By E\\+ EsERE | +O0E Eyy )E+O0EGE (ERE | +Ey E\))Eg) Eyy -

2 2 2
2 E13 (_E56 E13 + E66 E34) (_E13 E56 -6 E13 E34 E56 + (Ess E13 +3 E34 ) E66 +3 E55 E13 )

aS
J (—a S cdus o(x, y)) +(
X

) 2 2 2 2
(=6 E66 Ezz -6 E24 E56 +18 E24 E56 Ezz E66 -6 E55 E24 E66) E33 +(

3 2 2
(Ey; Eyy+ Es  Epy)) Esg +(6E5y Eyy—2E(EyEy)y+12E EE)) Egq

2
+ (_(E23 E24 + E34 Ezz) (18 E23 + Ess) E66 -6 E34 E55 E24) E56
+2 (Ezz (6 E23 + Ess) E66 +6 E55 E34 E24) E23 E66) E33 -

2 2
2E; (mEpEyg —O0EsgEy Eyy + Eyy (3Ey;+ Ess) Eqo+ 3 Ess Eyy ) (E5 Esg+ Eqo Ey3))
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o 5 2
a_yS c4u3’ o( X, y)j —-24E,, (_E (Esy +Egs Eg)

1 3 1 2 3
((E E,+ E44J Esq - 5 E E24j Ey;+ (‘5 EyE—Ey j Esq + 5 E¢ Es, E23j
3
5 2
25 c2u3’ o( X, y)j + E (Esq +Egs Egf)

dy

3 1 3 1 2
(‘5 s6 Eig (5 Ep,+ E44j E66J Ey;+ 5 Ej By Eso— 5 E (2E, +Ey E13)J

83
PR )j " (

1 2 1 1 1 |
_Z Esg E\\+ ((E Ep,+ E44J E¢s— Z Ess Enj Eso — 5 Ey) E¢ + Z Es Eyy E66J E;;

1 1 1 0’ _ 1
+£ (=Esq E3+ Eg E5y) (E66 Ey - 5 Ey Eso— 5 Ess E13D Ey, (ay e c4Psi(x, y)j + 5 (

1 2 1 1
((5 E,+ E44j Esg —EsgEyy Ess+ (‘5 E¢o Eyy + (E Ep,+ E44J Essj E66j Ey;

1 2 1 2 2
- 5 Esq Eys Ejy+ Esg Esy E\5 Ess +5 (Ego Eys —(Ep Ejz+Ey, ) Ess) E66j E,

c4Psi(x, y) | —
9y’ dx (5

5 2 2 o’

i (=Esq +Ess Egq) ((Esg Eyy — Eqo E ) Ex3— Esg Ey3 + Egg Ey Ey5) (% c2uy o(x, Y)j

+

5 9’

o (=Esq +Ess Egs) ((mEyy Esg+ Eqg Eyy) Eyy = E Eyy + Esq B3y Eyy) (ay3 c2us o(x, y)j
1

_ZE44

2
((_Ess E66 E24 + Ezz E56 E66 - E56 E24) E33 - (E23 E56 - E55 E34) (_E34 E56 + E66 E23 )

83
(; c4Psi(x, y )]
y

1 2 2 X , 5
+Z (=B, E\\+2E,E E ) Ey;+(—EE,+E Ey,) )E, (; c4Psi( x, y)j —Z
X

2 1 1 0
(=Esq + Ess Eqe) _g Ego Erz/ 5 + g Esq ﬁ Ey, a_y c2RS_32(x, y)

1 [ 1 0
+ —gE66 5E34+gE56E13 5 £02R5_32(x,y)
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0 d 2
+E, E,, ((g c2Psi(x, y)j E + (@ ¢2Psi(x, y)j ESJDJ / (Eyy (—Eq +Eo Ey,)

L)
| Unterschiede zur vorherigen Version:
| > simplify(simplify(su_glll_Psi-su _glll),size);

6 2
O=5E44 (((3 E\ Eyy =3 Ey Ey) Egs

2
+(((2EY+ER Eyz—2Ey —EyE;) Esg+3 Eqq (Ey Eyy—E, Esy)) Ess
5
2 0
+Esg ((2Ey Eyy =2 E,y Exy) Esg+ Eg (Eyy _E22E33)))(a 3 2c4u3’0(x,y)j+(
y~ 0x
2 2
((2E44+E12)E33_2E34 _E23E13)E55
2 2 2
+((E23 E34_E24 E33)E56+E66(E23 _Ezz E33))E55+E56 (E23 _Ezz E33))
o 2 2
2 Cuy o(x,y) |+ ((Eyy E\  — E3 ) Exs
dy" dx

2
+((SBEYE+5E Ep) Esg+((2Ey —Ep) Ey+En Ey+2E;, ) Eg) Ess
5
+3E66E56(E23E34_E24E33))( 2 3c4u3’0(x,y)j+(
dy” dx
2
((_2E13 +2E33 Ell)E56_E66 (E14E33_E34E13))E55

2
+((=2 E34 E13 +2 E14 E33) E56 +((=2 E44 - Elz) E33 + E23 E13 +2 E34 ) E66) E56)

aS
(ay ox* At ol y)j

5
2 d
+((Ey Eyy = Eyy Eyy) Ess + Esq (Eyy — Ey Exy)) Ess (; cduy o(x, Y)j
y

5
2 0

—Esq (Esg (“Es3 Ey +E3 )+ Egq (B Ey; — E3 Ef3)) (; cdus o(x, Y)j +(
X

2
(2 E34 E13 -2 E14 E33) E55

2
+ (((2E12+4E44)E33 - 2E23 E13 _E34 )E56_E66 (E23 E34_E24 E33)) E55

83

2 .
+((Eys Eyy — By Exy) Esg + Egg (Ey3 — Ey E33))E56)(a 2 5 C4P51(x,y)]+(
Y~ 0x

2 2 2
(=Ey; E\\+E3 )Ess —((F2E —E))) Ex3+ Eyy +Ey Ep3) Egq Ess

1 1
+2 (((5 E,+ E44J Es _5E23 E13j Es+Eg (Eyy By — E,, E33)J E56j
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o’ ) 2
[8 2 2 c4psi(x, y)J + ((E56 (_E33 E11 + E13 )+ E66 (E14 E33 - E34 E13)) E55
'y ox

3
2 > [0 .
+(E Eyy—EER)Ey +EEEs, ) [g c4Psi( x, y))

3
2 2 2 2 0 .
+(Ess Ey, —2(Ey Eyy — Ey, Ey) Esg Ees + Eg (Eyy — Ey Ey3)) [_af c4Psi(x, y))

5 0 . ) . 2
— g (E55 (5 c2Psi(x, y)] + (& c2Psi( x, y)j E56j Eyy (—Es + Es E66)J / (Es

) 2
(_E56 +E55 E66) )
> simplify(simplify(su_gll2_Psi-su_gll2),size);

6 2
0 :g(((_3 Ey Ey +3E, E) Eg

2
H(((2EY+E Ey—2Ey —EnE)Esg+3E(—E Exy+Ey E3)) Eg
5

2 0

+((2E E;3—2E Eyy) Esg+ Ess (“Ey3 Ep + Eyg ))E56)(a 25 3C4”3,0(X’Y)]+(
V"~ ox
2

((=2Ey +2Ey Eyy) Esg+ Ess (Eyy By — Eyy Eqy)) Egg

2
_E56 ((2E23 E34_2E24 E33)E56+E55 ((2E44+E12)E33 _2E34 _E23 E13)))

0 2 2
(8y4 I cduy o(x, y)J +((Ey Ey3— Eyy ) Egg

2
+((SEREy+5E, Ey)Esg—Es ((2E+E ;) Ez—2Ey, —EyE)) Eg
aS

+3 Ess Eso (ZE,, Eyy + Eyy E13))( 64”3,0(X’Y)j+(

dy” ox*
2 2
((2E,+E,)Eyy—2E, —EjE;) Eg

2 2 2
+((_E14E33+E34E13)E56+E55(_E33 E11+E13 ))E66+E56 (_E33 E11+E13 )

a5
(ay ox* ot oL y)j

5
2 0
+((Ep Eyy—Eyy ) Esg+ Ess (Eyy Eyy— Eyy Ey3)) Egg (8_))5 cduy o x, Y)j

5
2 0

+Egq (Esq (mE3 Ejy + Ejy )+ Egq (Eyy Ey3 —E Ef3)) (; cdus o x, Y)j +(
X

2
(=2 Epy Eyy + 2 Ey Ey3) Egq

2
+(((2 E12 -4 E44) E33 + E34 +2 E23 E13) E56 + E55 (_E14 E33 + E34 E13)) E66
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3
2
- ((_E14 E33 + E34 E13) E56 + E55 (_E33 E11 + E13 ) E56) (ay ax2

c4Psi(x, y)] +(

2 2 2
(Ezz E33 - E23 ) E66 - E55 ((2 E44 + E12) E33 - E34 - E23 E13) E66
—“(((2EY+Ep) Eyz—EjxE) Eig+2E (E |  Eys + Ey E3)) Egg)

o’ , 2
(ayz o c4Psi(x, }’)j +(((Ep Ey3—Ey ) Esg+ Ess (Eyy By — Eyy Ex3)) Egg
3

+(Ey Eyy— Ey Ey3) E56 — Es Ess E34 ) ( y c4Psi(x, Y)j

3
2 2 2 2 [ d .
+(=Eg Eyy +2(-E\ Ex3+Ey Ey) EgEgg—Esg (“Ey E\j+E; ) (8 3 C4P51(x’3’)j
X

0
_ 2 E, ((a_x c2Psi(x, y)J E + (a% c2Psi(x, y)j E56j (Ey, — Exs E66)j E, / (E,
5 2
L (Ese — Ess E66) )
| Nun Gleichung (0,3): (wieder ist das Vorgehen analog zu A(3))
| Mit "su_gl11" und "su_gl12" bilden wir den folgenden Ausdruck "tt":
[ > tt:=E[66]*diff (su_glll Psi,x)+E[56]*diff (su_glll Psi,y)+
i E[56]*diff (su_gll2_ Psi,x)+E[55]*diff (su_gll2 Psi,y):
"op(1,tt)" gibt die linke Seite vom Symbol "tt" (eine Gleichung !) zuriick.
| > op(1,tt);

0 d
Eg H—z ”3,0(75’)’)]"‘(_ “1,1(76’)’)] «/7«/7( cZu1 4(x, y)j
ox ox
0’ 0
+- «/74/ c4u1 S(x,y) ||+ Es 3y o T o U olX, y) |+ % ul,l(x,y)

2

d
+— «/7«/7( c2uy 4(x, y)j «/7«/7( cdu, 5(x, y)D+E56 ((8 - us o(x, y)]
0
+(£“2,1(X’)’)j «/7«/7( c2uy 5(x, y)j «/7«/7( cdu, 5(x, y)jJ+E55(
0’ 0
U oY) [H| Ty (X y) |+ [[ cZuz 3(x%, )
dy dy
T (2ot |

| Die linke Seite von "tt" ist gerade die linke Seite von (0,3), was die Differenz unten verriit, also
ist die rechte Seite von "tt" auch gleich der rechten Seite von (0,3). Diese Gleichung ist unsere
| gesuchte PDE ("hauptgl_Psi") in u[3,0].
[ > simplify(op(1l,tt)—-cvar(gls(0,3)));
L 0

Wir definieren "hauptgl". "RS_30" ist die rechte Seite von (0,3) und steht wiederum abkiirzend
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| fiir "-a*P_3/0/h".

[ > hauptgl_Psi:=op(2,tt)=RS_30(x,y):

| Wir lassen Maple die "hauptgl_Psi" moglichst kompakt darstellen:
> simplify (simplify (hauptgl_Psi), size);

1 2 2
g[(((—48 E, -12E, -120E,,E,-48E,E,-12E, E,|) E
+(12E,E,+36E,E,+12E,E,)E +12E(3E,E,+E,E +6E,E,))
2 2 2
Ey +(((8E,+16E,)E,,+8E ,E,;+8E, E;)Eyy +((96E,, +48E,,) E;,
2 2
+(120E,, E,;+120E, E ;) E,, +12E,, E,+24E,(2E,+E,)E;+12E,E ;)

2
Es+ (=12 Egy E,,— T2 E,, Ess) Ey, +(
(16 Eyy— 8 E,,) Ess+ (=36 E;, = T2 E,) Ey; — 12 Ejs Eyy) Egq
- 12 (Ell E23 +3 E13 (2E44+E12))E55) E34

2
+((=8 E24 E13 -8 E14 E23) E55 —-12 E23 E14 - 36 E24 E23 E13) E66
3 2
—12E Ess (Ey) E\s+3E Eyy)) Exy+ (24 E3  Ey E\3 - 16 By ) Egg

2 4 2 2
+ (=168 Ej, E,, E;;—48 Ey, —24E, E; ) Es

1 3 3 2 1
+48 (((g Eys+ 5 E23j E¢e + 5 Eg; E13j Ey +E; ((5 Egs+ E23j E¢e + Ess E13j E23j E,,

86
j (af NE cduy o(x, y)] + (((—96 EL,E,,—-48E,E,-36E,FE,)E
2 2 2
+(54E, +12E,E,+24E,E,,)E+6E(4E,E,+4E,, +E, +6E,E,))
2 2
E;, +((16E34E24+(8E44+4E12)E23+2E13E22)E56 +

2 2
(96 E,, Ey, +((96 Ejy +48 E)) Eyy + 36 Ejy Eyy) Eyy + 36 Eyy Ey,+48 Ey, Eyy E3) Exgq

2
+ (24 E66 E22 - 24 E55 (2 E44 + E12)) E34
27
+|-16 E55 + IE23 E24 E66 - 36 E55 (E24 E13 + E14 E23) E34
+(((—4 E12 -8 E44) E23 -2 E13 Ezz) E55 - 12 (E13 Ezz + E23 (2 E44 + Elz)) E23) E66
2 2 2
—12E EZEyn(2E,+ E12)j Eyy+(-6Ey; Ey;—24EpE;, ) Ey
2 3 4
+ (-84 E23 E34 E13 - 96 E23 E34 ) E56 + 24 E55 E34

13 2 ) i
+60 ((E Eys +gE55j Egs + Ess E13] Ey By +6E ;3 ((2Ey+ Esg) Ego+ Ess E3) En J

86
(m cduy o(x, y)J + (((—36 EL E,-8E L E,-9%E,E,)E
y" ox

Anhang 94



2 2 9 =
+(6E, +24E,, +24E,E,+36E, E ) E,+12 (EE” +E11E12+2E11E44JE55J

2 2
E, +((I6E,E,+2FE E +4E,(2E,+E,))Ey +
2 2
(6E,E, +(36E E,;+48E,(2E,+E,))E,,+36E,E, +48E,E E,,)E

2
+((—48E,, —24E,)E 24 E E|)) E,,

+((-36 E,, E;;—36E,,E;;— 16 E, E;) E,,— 108 E E,, E,,) E,,
+((2E Eyy—4E;3 (2EL+E;)) Ess—12E;(2E +E\,) Ey) Egg

2 2 2
—12E(E3 (2E,+Ep)+E| Ey)E) Ex;+(—0E; Eyy—24E; Ep5) Eg

2 3 4
+(=84E,,E;E, —960E,, E )E+24E E,,

+ (24 E, G E, + Essj E +78 E, Elfj E,
+12E,; ((1 Ey + 1E55j E, +E. Emj EBJ (—6 cdu, (x y)] i (
2 2 8y2 ot 0T
(=24 By By~ 12 Eyy E,y 36 By, ) Esg + 12 (3 Egg Eyy + Eos (2 Eyy + Epy)) Eyy) Esy +
((4 Ey Ey+8EnEy,) E562

2
+(24E,, E,,+T72FE, E,,E,, +12(E E,,+E,;(2E,+E,))E,;)E

2

=24 Ey EssEy+ (-4 Ey (YEjx+Es) Egg— 12 Es Eyy (2E,+Ey)) By
2 2

- 12 ((3 Eys +§E55j Egg + Ess E13J E,, E23J Es; - 12 (E34 E,; Es

2 2 2
+ (S Ep By +Eyy Epy) Esg— (2 Egs B, +((3E23+E55)E66+E55E13)E23)E34)E23j

86
(% cduy o(x, y)] + (

2 2 1 2
((_36 E14 -24 E11 E44 - 12 E11 E12) E56 +36 E14 ((g E44 +§E12J E66 + E55 Elln E33
2
+ ((8 ELE,+4E, E)E

2
+(24E | Eyy +T2E L ELE,+12(E(2E,+E,)+E E;) E;)E

2

-24 E34 E66 E14 +((—4 E55 E11 - 12 E13 (2 E44 + Elz)) E66 - 36 E55 E11 E13) E34
1 2 2

—-36 E,; ((5 E,, +§E55j E¢e + Ess E13j E14j Ey,—12E, (EIS Es E

2 2 2 2 1 1
+(SEy E+E;; Ey)E—3 (g Ee Eyy +E; ((g Egs +5E23J E¢e+ Ess E13D E34D
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o° 2 2 2
[ﬁ c4u3’ 0(x, y)J + ((6 E66 E14 +6 E55 E11 —-12 E56 E14 En) E33 +
'y 0X
2 1
2 (E56 E11 +(6 E13 E14 +6 E34 En) E56 -6 E66 E34 E14 -6 E11 (g E66 + E13j Essj E13 E33
2 2 2 1
-2 E13 E13 E56 +6 E13 E34 E56 -3 E66 E34 -3 E13 + 3 E66 E13 E55
o° 2 2 2
(ﬁ c4u3’0(x, y)j +((6 E55 E24 -12 E56 E24 E22 +6 E66 E22 ) E33

2
+2(Esg Ejy+(0E3 E)y+0E Ey) Esg—0E Ey Ey —E), (6 Ey+Es) Eg) Eys Esy
6

2 0
—2(EpEy +6EEy Eyy—3EsEy —Ey (3Epy+Ess) Egg) E23 ) ( o ¢y o(x, y)J
y

4

5 2
-12 [E(ESG —Ey Eg) (2E+E) Eyy— 2E34 —Eyn E) ( 25,2 2 C2Us (X, y)]
dy” ox

1 1 1
E, ((_EM Esq— 5 E¢e Eyy + 5 Ess (2Ey, + E12)j Ey; - 5 Ess E\3 Eyy+ Egg 5y By

4

| 2 )
-E,E,, +5E66 E,, ] (—af c4Psi(x, y)] +E, (

0x

1 1 1 2 |
(_E56 E\ + (5 E,+ E44] E¢e — 5 Eg; E11j Ey + 5 E E\y —EgEy — 5 Eq Ex Epy

a4
+ E13 E34 E56J [ay ax3

c4Psi(x, y )]

4

5
— S (Ep Eyy—E) Exy) (E56 —Es Eg) [ c2uy o(x, )’)J
3 dy’ ox

a4

5 2
+E(E22 Eyy -y )(Ess —Ess Ess)( 5 c2us o(X, y)j
y

5 2 o
+E(E56 —EEy) (ExE - E )( 2 C2u5 (X, y)j

4

5 2
—5 (Bsg —EssEge) (—Ey, Ey3+ E3y E3) (—3 c2us o(x, y)j
3 dy dx

84

1
+ 5 Ey ((Ey Esg— Ess Ey) Exs + Eyy Eqy Egs — Eg E23 ) ( c4Psi(x, y)]
y

84

1
5 Eu ((Es 1) — Egq E14) B33~ Es E13 +Eg B3y Ey3) ( c4Psi(x, y)j

3 4
+7Ey ((Egg Eyy — Eyy Ess) Eyy + Esy (=Egg Eyy + Es EIS))( 2~ 2
2 dy” dx

1
c4Psi( x, +—
( y)j 12
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2
W/E(E% _E55 E66)

32 82 a2
(2 (ay » c2RS_32(x, y)] Ey + (a_ﬁ c2RS_32(x, y)) E,+ (Q c2RS_32(x, y)J EBD

2 2
E33j / (Ey; (Esq — Ess Egg)) =RS_30(x, y)

| Unterschiede zu "hauptgl" aus A(3):
| > simplify (simplify (hauptgl_Psi-hauptgl), size);

6 2 2
g[((E% Eyp+(=2Ey,—E,) Ess+2Ey Exg) Ex3— EgEyy + Eg (2Ey, +Ey Ey)

4

d
—2Ey E;, E23)[ % c4Psi(x, y)j+((E66(2E44+E12) 2EE\,~EssE\\) Esy
y

4
2 2
+(2Ey —EnER) E+2E By Egg+ Ess Ey )( 3
dy ox

c4Psi(x, y )]

4

+((Ey Esg — Ess Eyy) Eyy + Eyy Esy Esg— Egq E23 ) [ c4Psi(x, y)]
y

4

+((EsgEy | + Egg Eyy) Eyy — Eq Ey E 5+ Egg E13 ) ( c4Psi(x, y)J

o* )
-3 (8 2,2 c4bsi(x, y)] ((=E¢s Ery + E 1y Ess) Esy + By (—Ess Ej3 + Eg E23))] E, / (
Y~ 0x
2
L Ey (=Ese +Ess Egg)) =0
| Gleichung ¢”2%#(0,3) bzw. "nebengl" éndert sich nicht.
| Wir stellen die Gleichung fiir "psi" (71) auf:

| 'Wir bilden:
> Psi_gl:=simplify(simplify(-diff(su_c2u_1_1 Psi,y)+diff(su_c2u

2 1 Psi,x)),size);

0 d 1
Psi_gl = _(a_y c2u, (x, y)J + (a c2u, (x, y)J = g ((

2
(=6 Ego Eyy + (6 Efy + 12 E,,) Ess— 12 E,, Eq) Eyy + 6 E, E,,
4
+(-12E,, - 6E23E13)E55+12E56E34E23)[a o it y)J+(
Y
(=12 By ~6E,)) Egg + 12 B E,y + 6 Es E, ) Eyy + (12Ey, + 6 Eyy Eyy) Ege
4

—6E55E -12E,E;, E56)( c4u3 o( X, y)j
dy ox°

a4
+((18E14 E55 - 18E66 E24)E33 + 18E34 (_Ess E13 +E66 E23)) (8 28 2
y~ dx

c4u3’ ol X, y)j
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4

+((0EE| | —6EE\,)Ey; +6EEy E;—6EE,; )[ C4”3 ol X y)J
ox*

4

0
+((6Es Eyy— 6 Ey) Egg) Ej3+ 6 Egg E23 —6Ey; E; E) [ C4”3 ol X y)J
y

0’ 0’ 0’
+6 E5  E,, ([Q c4Psi(x, y)) Ey + Ess [a_yz c4Psi(x, y)) +2 Eg (ay o c4Psi(x, y)Dj

L / (Es; (_ES62 +Ess Eg))

| Mit der Definition von Psi ist das dquivalent zu:

| > Psi_gl2:=-c2Psi(x,y)+op(2,simplify (simplify (—-diff(su_c2u_1_1_
Psi,y)+diff(su_c2u_2_1_Psi,x)),size))=0;

1
Psi_gl2 .= —c2Psi(x, y) +g[((—6 EGE,+(6E,+12E,,)E—12E,, Ey) Ey;

4
2
F6Ey Eyy +(—12E;, —6Ey Eyy) Eg+ 12 E56E34E23)(ay - cs o y)]+(
(12 Ey— 6 Eyy) Egg+ 12 Ex Eyy+ 6 Egs E, ) Eyy + (12 Ey, +6 Eyy E,3) Egg
4

0
—-6E E13 12E, E;, E56)( c4u3 o( X, y)j
dy ox°

4

+((18 Eyy Eqs— 18 Eg E,,) Eyy + 18 Ey, ( E55E13+E66E23))( 2 5 o y)j
y X

4

+((6EsgE —6E Eyy) Ex; + 6 Eg Ey E\3 -0 Eg Ey )( C4”3 o(X, Y)j
ox*

4

0
+((6 Ess Eyy —6 Ey Es) Ey3+ 6 Egq E23 —60Ey, Ey Ess) ( C4”3 o(X, Y)j
y

0’ 0’ 0’
+6E,E, ((g c4Psi(x, y)j Eg + Es (a_yz c4Psi(x, y)j +2E (a o c4Psi(x, y)]D

2
| / (E33 (=Es +Es5Egg))=0
| Unterschiede zur vorherigen "Psi_gl" aus A(3):
| > simplify (simplify (Psi_gl+diff(su_c2u_1_1,y)-diff(su_c2u_2_1,x
)),size);

0’ 0’ 0’
6L, Hg c4Psi( x, y)j E + Es (a_yz c4Psi(x, y)j +2E (8 o c4Psi( x, y)j]

2

L S Ess Ege =S Esq

| Wir untersuchen noch die Symmetrie der Kopplungsterme: (vgl. Ausfithrungen auf S. 69)

> tl:=simplify (hauptgl_Psi-hauptgl);

1 6( 3E ( A 4Psi( )JE E.+E [ :

tli=—|—- c4Psi(x, y + -
5 55 8y2 9 34 £13 T Lss dy e

c4Psi(x, y)j E E|,

Anhang 98



o* _ o' _
—E [3— c4Psi( x, y)j E, E;+ Eg (—4 c4Psi( x, y)j E E,,
dy” dx dy

o' 0!
- E [—4 c4Psi(x, y)j E,, E,, + Es; (—3 c4Psi(x, y)j EE,
dy dy” dx

o* o'
+2EsE, (3— c4Psi(x, y)) E+3 Eg ( P c4Psi( x, y)) EE,,
dy” dx dy” dx

d' d'
+2 Eg (—3 c4Psi(x, y)) ELE\,+ [—4 c4Psi(x, y)) E E| Eq
dy dx ox

4

o' 0
-2 [ B c4Psi( x, y)) ELEE), —2Eg ( B c4Psi(x, y)j E, E,
dy” ox dy ox

o' . o' .
_ (8_314 c4Psi( x, y)j E E, Egg+2 [8}13 o c4Psi(x, y)) E,; Esc E5,

4

. o' .
+ E 3 c4Psi( x, y)j E,.E,-2E4E, [—3 c4Psi( x, y)) E;;,
dy ox dy ox

4

—-E C4Psi(x,y)jE E.,—-E (
66 dy e 33 5127 P |

4

3 c4Psi(x, y)j EE,,
Y~ 0x

o' , o' ,
+ E Q c4Psi( x, y)] E, E ;- Eg (@ c4Psi( x, y)j EE,

84 4
-3 Eg (ﬁ c4Psi(x, y)J E E, +3 Eg ( S, CAPsi(x, y)j E, E,,
dy” dx dy” dx

4

84
+E, ( —— cAPsi(x, y)j Ey +2E, ( - cAPsi(x, y)j E,,
dy” dx dy ox

4

-E c4Psi(x,y) |E,; —2FE c4Psi(x, y) | E
55 ( 3 2 y 13 51 5v3 9 y 34

3 3
Yy ox Yy ox

o* . 2 o* , 2 2
+ (; c4Psi(x, y)j E,, Ey— (; c4Psi(x, y) |Es  E\5 | Eyy / (Eyy (mEgg +Ess Ego))
y X

L =0
| Der Unterschied zwischen "hauptgl_Psi" und "hauptgl" (also "t1") ist gerade der c4Psi-Term in
| "hauptgl_Psi", wie die unten stehende Zeile zeigt. Dieser ist vom Schema abhéngig.
| > simplify (colsum(op(1l, hauptgl_Psi),cd4Psi)-op(1l,tl));
0

t Der c4u[3,0]-Anteil in der "Psi_gl" (im Folgenden "t2") ist hingegen vom Schema unabhingig.
> t2:=simplify(colsum(op(2,Psi_gl),c4u[3,0]),size);

1 2
2 :=g[((—6 EGE,+(6E,+12E,)Es—12E,,E) E;; +6 E E)y
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4
+(—12Ey, — 6 Ey E) Ess + 12 Eg  Ey, E23)[ cduy (x, y)J+(
dy” ox
2
((m12E,,— 6 E,,) Egg+ 12 E  E,, + 6 Eis E,) Eyy + (12 Ey, +6 Eyy Ey3) Egg
4

2
—O0EsE;; —12E,Ey Ey) (—3 cduy o(x, Y)]
dy dx

4

+((18E,y Eqs— 18 Eg  E,,) Eyy + 18 Ey, ( E55E13+E66E23))( o chn y)]
y X

4

+((6EsqE|| —6EE ) Es;+ 6 EEy E\s—0EE; )( L C4uy o(x, )’)J
ox*

84
—6((Ey Esg—Es Ey) Ex3 + Ey By Egs— Egg E23 ) [ C4”3 NES )’)D / (Ej;

L (_E562 +Ess Eg))

| Fiir [3,0,0,2] und [2,0,0,3] sind diese Anteile bis auf einen konstanten Faktor (gerade dem
| Faktor, welcher vor dem zu substituierenden Term in (1,1) bzw. (1,2) steht) identisch:

| > simplify (subs (c4Psi(x,y)=cd4u[3,0] (x,y),op(1l,tl))/t2);

_E44

| Wir stellen nun noch die psi-PDE fiir Isotropie auf:
| > simplify (simpmat (Psi_gl,4));

(3 j (ﬁ j 6(9 oo 6(9 b

_ % c2uy (x,y) |+ = 2uy (x,y) |= 5|50 c4Psi(x,y) [+ 5 8y2 c4Psi(x, y)

| "test" ist die PDE, welche der zweiten PDE der Kienzler Plattentheorie entspricht (vgl. Ende
| Abschnitt 8.2).

| > test:=—diff (c2u[l,1l] (x,y),y)+diff(c2ul2,1] (x,y),x) =
6/5*diff (c4Psi (x,y), $  (x,2))+6/5*diff (c4Psi(x,y), $" (v,2));

test := [3 2 )J+[3 2 )J g(a—Z 4P )j+§(a—2 4P )j
est .= ayc u (x,y axc Uy (x,y N c4Psi(x, y 5 ay c4Psi(x, y

| Generell gilt: Die additiven Anteile zu den Reduktionsgleichung (vgl. S. 69) zum Schema
[x,y,z,w] (Additiv gegeniiber den Gleichungen aus dem Kapitel Reduktion A(3), also die
Anteile die wir hier Unterschiede genannt haben) sind jeweils die Summe der additiven

| Anteile der Schemen [x,0,0,0], [0,y,0,0], [0,0,z,0] und [0,0,0,w].

| Die Schemen der Form [0,?,?,0] erzeugen aufgrund der Vorfaktoren keine Anteile, die fiir
Isotropie relevant sind. Ihr Anteil ist immer 0. Schemen der Form [?,0,0,?] liefern einen
Beitrag bei Isotropie. Nur der Anteil [3,0,0,2] liefert die korrekte PDE fiir "psi" fiir den

| Spezialfall der Isotropie:

| > simplify(simplify (simpmat (Psi_gl,4))-test);

L 0=0

| [ Das heiBt, dass alle Schemen der Form [3,?,?,2] fiir eine monotrope Theorie in Frage kommen.

10 Tensordarstellung des Differentialgleichungssystems mit
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psi-Anteilen

| Wir iiberpriifen die Richtigkeit der angegebenen Darstellung von "hauptgl_Psi" in
| Tensornotation ((70) und (71)). Zunichst die Hauptdifferentialgleichung mit Psi-Anteilen (70):
[ > T:=0:

T Psi:=0:
for alpha from 1 to 2 do
for beta from 1 to 2 do

for Gamma from 1 to 2 do
for delta from 1 to 2 do

T:=T+5*c*2*ET4[3,3,3,3]*(ET4[2,3,2,3]*ET4[1,3,1,3]-ET4[2,3,1,
3]172)

* (ET4 [alpha,beta, Gamma,delta] *ET4([3, 3,3,3]-ET4[alpha,beta, 3,3
] *ET4 [Gamma, delta, 3, 3])

*diffit (diffit (diffit (diffit (w(x,y,z),alpha),h beta), Gamma),h del
ta);

for epsilon from 1 to 2 do

for zeta from 1 to 2 do

T:=T+5*c*2*ET4[3,3,3,3]*(ET4[2,3,2,3]*ET4[1,3,1,3]-ET4[2,3,1,
3]172)

* (ET4 [alpha,beta, Gamma,delta] *ET4([3, 3,3,3]-ET4[alpha,beta, 3,3
] *ET4 [Gamma, delta, 3, 3])

*diffit (diffit (diffit (diffit (-2/5*c*2*ET4[epsilon, zeta, 3,3]/E
T4[3, 3,3, 3]

*diffit (diffit(w(x,y, z),epsilon),h zeta), alpha),h beta),h Gamma) ,h de
lta);
T Psi:=T_Psi+levi(3,alpha,beta)*ET4[alpha, 3,Gamma, 3]

* (ET4[3,3,3,3]*ET4[delta,epsilon, zeta,beta] -ET4[delta,epsilon
,3,3]*ET4[zeta,beta, 3, 3])

*diffit (diffit (diffit (diffit (c4Psi(x,y),delta),epsilon), zeta)

, Gamma) ;
for xi from 1 to 2 do
for theta from 1 to 2 do
for iota from 1 to 2 do

for kappa from 1 to 2 do

T:=T+6*c”4*levi (3, alpha,beta) *1levi (3, Gamma, delta) *ET4 [alpha, 3
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, Gamma, 3]

* (ET4 [beta, epsilon, zeta,xi] *ET4[3, 3, 3,3]-ET4 [beta, epsilon, 3,3
]*ET4 [zeta, xi, 3, 3])

* (ET4 [delta, theta,iota, kappa] *ET4([3, 3,3,3]-ET4[delta, theta, 3,
3]1*ET4 [iota, kappa, 3, 3])

*diffit (diffit (diffit (diffit (diffit (diffit(w(x,y,z),epsilon),
xi) ,zeta),theta), iota),h kappa);
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
T Psi:=T_Psi*(-6)*ET4[1,2,1,2]*ET4][3,3,3,3]:
> T2:=5*ET4[3,3,3,3]*(ET4[2,3,2,3]*ET4[1,3,1,3]-ET4[2,3,1,3]72)
*a/h*ET4([3,3,3,3]1*P[3,0] (x,y,2):
for alpha from 1 to 2 do
for beta from 1 to 2 do

T2 :=T2+5*ET4[3,3,3,3]*(ET4[2,3,2,3]*ET4[1,3,1,3]-ET4[2, 3,1, 3]

A2)
*a/h* (1/sqrt (5) *c*2*ET4 [alpha, beta, 3, 3]
*diffit (diffit (P[3, 2] (x,y,z),alpha), beta));
od;
od;

[ > unassign('beta’, 'epsilon', 'zeta', 'xi', 'theta');

[ > unassign('alpha', 'Gamma', 'delta', 'iota', 'kappa');

| "test" ist die mutmaBlich zu "hauptgl_Psi" dquivalente Gleichung. Der Anteil "T_Psi" ist neu

| gegeniiber dem Abschnitt "Tensordarstellung der Hauptdifferentialgleichung" A(4).

[ > test:=T+T Psi=T2:

| Zum Vergleichen miissen wir noch einige Substitutionen durchfiihren und die Hauptgleichung

| mit einem konstanten Faktor multiplizieren.

> tt:=simplify(algsubs(w(x,y,z)=u[3,0] (x,y),test)—-invcvar (algsu

bs (c2RS_32(x,y)=—a*c*2/h*P[3, 2] (x,y,2),algsubs (RS_30(x,y)=—-a/
h*P[3,0] (x,y,z),hauptgl_Psi)) * (-5)*E[33]*2* (E[55]*E[66]-E[56]
*2)));

82 2
tt = {Ess Eq {B_yz Py o(x, y, Z)J E,,+2E Eg (—ay ~ Py (X, 9,2) | Eyy
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2 2
2
+ Ess Ege [Q Py (%, y, Z)J E;- [a_yz Py (X, y, Z)J Ey Esg
2 2

2 d 2( 0
-2 E (—ay . P3’ (X, Y, z)J E,, — E (Q P3’2(x, v, Z)J EBJ ta ﬁ E ! h= E;,

2
(=Ese +Ess Egg) a ﬁ ¢’

0’ 0’ 0’
((;P&z(?@ Y, Z)J Ey+2 (@Plz(x’ »s Z)] Ey+ (;P&z(x’ Ys Z)J E13J /'h
y X

| Dies lassen wir noch einmal vereinfachen:
[ > isolate(tt,P);

0=0
| Nun die neue Differentialgleichung (71):
[ > T:=0:
T2:=0:
for alpha from 1 to 2 do
for beta from 1 to 2 do

T:=T+ET4[alpha, 3,beta, 3] *diffit (diffit (c4Psi (x,y),alpha), beta
)i
for Gamma from 1 to 2 do
for delta from 1 to 2 do
for epsilon from 1 to 2 do
for zeta from 1 to 2 do
T2:=T2+levi (3, alpha,beta) *ET4 [alpha, 3, Gamma, 3]

* (ET4[3,3,3,3]*ET4[delta,epsilon, zeta,beta] -ET4[delta,epsilon
,3,3]*ET4[zeta,beta, 3, 3])

*diffit (diffit (diffit (diffit (c4u[3,0] (x,y), delta),epsilon), ze
ta) ,Gamma) ;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
T:=T*(-6) *ET4[3,3,3,3]*ET4[1,2,1,2]:
| T2:=T2*6:
[ > unassign('alpha', 'beta', 'Gamma', 'delta’, 'epsilon’', 'zeta');
| "test" ist wiederum die zu "Psi_gl2" mutmaBlich dquivalente Darstellung.
> test:=5*ET4[3,3,3,3]*(ET4[2,3,2,3]*ET4[1,3,1,3]-ET4[2,3,1,3]*
2) *c2Psi (x,y) +T+T2=0;

2
test ;=5 Ey; (=Esq + Egs Egg) c2Psi(x, y)
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2

0’ 0’
-6E,E, ([g c4Psi(x, y)) Ey + Egs [a_yz c4Psi(x, y)) +2Ey (8 . c4Psi(x, y)j)

84

+6Eg (E Eys —Ey Ep3) ( 04”3 o % y)]
ox*

4

+O0Eq(E,Ey;—EjE3) ( S Cduy o(x, Y)]
dy ox°

4
2 0
+12E (Ey Eyy—Ey, ) (—3 chuy o(x, y)J
dy ox

4

+18 E (E,, Eys — Ey Eyy) ( c4u3 ol X, y))
9y” ox”

84
+6 Ey (E,) Ey; — Ey )[ cduy o, y))
dy’ ox

4

+12 Eso (Eyy Eyy — Eyy Eyy) ( cduy o(x, Y)]
9y’ ox

4

o* 2
+6 Es (Ey Eqs - E23 ) ( , Cduy o(x, )’)J 6E(Eyz B\ —E;5) (p cduy o(x, )’)J
y X

4

— 12 E(E\  Eyy - E, Ey) (—3 cduy o(x, Y)]
dy dx

4
2 d
—6 Ess (Eyz E\ — E 5 )( 3 64“3,0(7@)’)}
dy ox

4

— 18 Es5 (E\y Eyy — E5, E) (ﬁ cduy o(x, )’)J
dy” dx

84
—-12E,(E, E;;— E5, )( cduy o(x, y))
dy’ ox

4

—6E (E, Ey;—EpES) [ cdus o(x, Y)j
dy” dx

84

—6 Ess (Ey Ey;—Ep Eyy) [ C4”3 NES Y)j
y

t Wieder ist fiir den Vergleich noch die Multiplikation mit einem konstanten Faktor erforderlich.
[ > simplify (Psi_gl2* (-5)*E[33]*(E[55]*E[66]-E[56]"2)-test);
0=0

=111 SchnittgroBen in u[3,0] mit psi-Anteilen

Erneut (vgl. A(5)) schreiben wir die SchnittgroBen um. Dieses mal mittels der neuen
Substitutionsgleichungen "su_?_Psi". Ziel ist wiederum eine Darstellung aller SchnittgroBe des
Plattenproblems nur in u[3,0] und (dieses Mal auch) Psi. Wir berechnen jeweils die
Unterschiede zu den alten SchnittgréBen (vgl. S. 70). Das Vorgehen ist ansonsten vollig analog
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| zum Abschnitt A(5).
[ > m031_Psi:=simplify(simplify(algsubs(su_glll_Psi,algsubs(su_gl
12 Psi,cvar(ml(0,3,1))))),size);
m031_Psi = —% ((((—6 E, —60Ey, E, ~24E, Ey,~24E, —~6E, E, ) Es

+(24EyE,+6EyE\ +48E L Ey)) Eg+6Ess (Ey) B\ +2E, E,+4E L, E\)) E332
+ (((24 E,+48 E,) Ey— 30 Ey Ey, — 42 E,, E.o) Ey, +((8 Eyy + 4 Eyy) Esg.
+(60E,E;+60E, E ) Eqq+(—6EE,,—12E(2E,+E,))E;
—4(QE +E) (6 Ey+Ess) Egg—6 Es Eyy Eyy) Exy+ (S Ey Ef3+3 Ey Eyy) E562
+(6 Ex 15132 +12E; (2E+Ep) Eyy+6 E232 Ey) Esq— 6 Ess Eyy E132

24
+ (_5 (Ess + ?E23j E24 E66 - 12 E55 E23 E14j E13 -3 E66 E14 E23 (2 E23 + ESS)J E33

4 2 15 3 2
—24EEy, + (_8 Es +42E Ej3+8 (E55 + : E23j E66j E, -84 EGE,E; Ej

2 2 2 5 2 2
+18Epy Eyy (‘5 Eso +Ess Eyy +5E66 (5 Ey+ ESSD Ey, - 12EEy Ey j

85
( 3 2c4u3,0(x,y)J+(((—72E44E14—36E14E12—24E24E11)E56
dy” dx
2 2 2
+(24E,E,+24E,E,+6E, +24E, YE+6E(2E, E,+E E,+6E,))
2 2 2

E33 +((60E56E14+(—36E44—18E12)E66—18E55E11)E34 +(10E56 E14
+((36E12+72E44)E13+24E11E23)E56+(—72E14E55—24E66E24)E13

12 2
- 10 (Ess +?Ez3j E66 E14j E34 +((6 E44 +3 E12) E13 +E11 E23) E56

2 2
+(24E E\3 +30E,, ESE ) Ex—60E (2E,+E,) E
+(3 (2E44+E12)(E55+4E23)E66_6E55E11E23)E13_E55E66E11E23 E33

4 3 8 2 8 (21
+12E Eyy —60 Eg Eyy Ej3+54 (‘E Esg +Ess Eps+ E (E 23+ Ess E66J E  Eyy

2 2 2 2 2(3
—600E Ey E\y Ey+0EyE) (‘5 Esg +Ess Eps+ g (5 Ey; + Essj E66j

aS
(ayz FIE cduy o, y)j + (((_12 By By =24 Ey By~ 12E), Ey,) Eg

2 2
+(12E,E,+6E,E,+18E,, )E+12EE,E),)E;; +(
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2 2
(36 E,, Eso— 6E66 E,, - 6Ess (2E44+E12))E34 + (6E56 Ey,
+(12EL,E,+12E,, (2E,+E,)E—12EE,E;—6E, (6E,;+E)E

2
—12E EE ) Eyy+(EZE)p+Eyn (2ZE+E),)) Ey
P
+(12Ey; Ey+12E, EjE ) Esg— Egq (E\3 Eyy+ Eys (2E+E))) (6 Eyy+ Esg)) Exy
4 3 4 5 4 2
+12E Eyy —36 EigEyy Ey;+ 18 Epy _§E56 + Egs E13+§(3E23+E55)E66 E,,
5

2 2 2
—24EEELE,;, +2(-Ey +(3Ey+E) Eg) Eyy EBJ [—8y4 o c4u3,0(x,y)J+(

2 4 2 2
((_30 E, -12E,E,-24FE, E,) Ex+30E,, ((g E, +5E12j E¢e + Ess Euj] Ey;
2
+((18 E56E11—18 E66E14)E34 +
2
(3E56 E11+60E56E13 E14+((_12E12_24E44)E66_30E55 E11)E13_3E55 E66E11)

7 2 2 4 2
Ey, —30 _%E% E\ + _gElz_gEzm E13_5E11E23 Egq

7 12 3 3 8 2
H| Ess B+ Eqo| o Exy+Ess | |Ey |E\3 |Eyy+30| TEGEy —CE3EsqEyy
30 7 5 5
1 2 1 6 2 2
+ _g Esg +E E +§E66 gE23 +Ess | |Ej5 Eyy _gE56 Eyy Ey | E
9 2 2 2
o cdus o(x,y) |+ ((6 Eg Eyy Eyy =6 Eyy Es) Ey; +((6 Ey Esg— 6 Ess Eyy) Esy

dy ox
2
+(Esq Exp+12 Esg Exy By~ B,y (6 Eys + Egs) Egq) Esy

2
—Ey Ey (Esg +Ege (6 Eyy + Ess))) Eyy

2 2
+2E); (3EsEyy —O0EEy Eys+Eyy (mEsg +(3 Eyy+Egs) Egg)) Eyy)

o 2 2 2

504“3,0(7")’) + (6EE\y —12EE,E||+6EE ) E;;

y

1 2 1
—-12 (_E56E11+E66E14)E34_8E56 E11_E56E13E14+E11 gE66+E13 E55 E13E33
2 2 3 3 2 1 3
+6E66E13 E34 - 12 E13 E34 E56_2E13 E56 +6 E13+3E66 E13 E55

aS
(; c4u3’0(x, y)j + (
X
3

2 2 0
SW2E,+E\) Exs—2Ey —EyE) (mEsq + Ess E66)(EC2”3,0(X’3’)j+6E44(
Yy~ ox
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2
(E56 E14 +(=2 E44 - E12) E66 + E55 E11 ) E33 - E13 E34 E56 + E13 E66 E23 - E55 E13
+E_ E 2)( :
66 34 ayax2

c4Psi(x, y)] —-12

1 1 1 1
((5 E,+ E44j Esq + 5 E¢ Eyy—Eyy E55j Ey - 5 E3 Eyy Egg + (Ess E;; - 5 Egs E23j E34j
3

a3
Ey ( ;- c4bsi(x, y)J +5(Ex E\ - E ) ( E56 +Ess Eg) [ 5 C2uy o(x, )’)J
dy” dx ox’

3

—5(Ey Ey—Ey Es) ( E56 + Egs Ess)( 5 C2uy (X, y)j
y

3

—15(-E Ex; + E5, E3) (—Esg +E55E66)( 92 5 C2us o(x, )’)J
dy ox

83

2 .
+6 ((EsgEyy —Eq Ey) Exs—Esg E\y +EEy Ey) Ey (; c4Psi(x, y)j
X

83
-6 E44 (E56 E24 E33 + ESS E34 E56 E34 E23) ( y

2 > 2
Ey /5 | = c2RS_32(x, y) |+ 5 Ey; Ey, | — c2Psi(x, y) |+ Eyy | ~— c2RS_32(x, y) |+/5
dy dy ox
2 2
JE33J h / ((=Es + Ess Egs) Es3 )

> simplify(simplify (m031_Psi-m031),size);

c4Psi(x, y)j +( E56 +Ess Eg)

6 2
s Ey (((Eee Eyy+ 2By Esg— Ess (2E+Ey)) Eyy — Eqg Eyy =2 Es By Eyy

5
+E55(2E34 +E23E3))[ a c4u3 0(x y))+(
y
2
(E66(2E44+E12)_2E56 E14_E55 Ell)E33+(_2 E34 _E23 E13)E66+2E13 E34 E56
5

0
+E.E 4 )j
55 &3 )(ay I CalUs o X,y

85

+((3Eg Eyy =3 E |  Ess) Ex;+3 By (Ess Ej5 — E66E23))( 3 942 C4”3 o X Y)j
dy” dx

5

2
+((mEsg Ey + Eg E 1)) Ey; — Eq E5  E\3 + Esg E5 ) (a o cdus o(x, Y)j
'y 0x

5

0
+((Ey Esq— Ess Eyy) Exy + Eyy By Eg— Egg E23 ) ( 5 4y (X, Y)j +(
y

2 2
(E56 E14 +(=2 E44 - E12) E66 + E55 E11 ) E33 - E13 E34 E56 + (E23 E13 + E34 ) E66 - E55 E13

Anhang 107



83

) [ c4Psi( x, y)) +(
dy ox”

(_E66 E24 +(=2 E44 - E12) E56 +2 E14 Ess) E33 + E66 E34 E23 -2 E34 E13 E55 + E13 E23 E56)

83

EX .
( 5 C4P51(x,y)J+((E56 E,-E4E,)Ey;—Eg E13 +Eg Esy E13)( c4Psi(x, y)]

dy” dx
3

+(Esg Eyy Eyy —Esg E,yy By — Egs E34 ) ( y c4Psi(x, y)J

5 0 ) 2 2
+8E33 a—yCZPm(x,y) (—=Esq +Ess Eg) h/(E33 (=Esq +Es5Eg))

> m032_Psi:=simplify(simplify (algsubs(su_glll_Psi,algsubs(su_gl
12 Psi,cvar(ml(0,3,2))))),size);

24 24 5 6 6 2
m032_Psii=| (|| 12 By By + 5 B By + 1 By +C En By + 5 Epy | Esg

24 6 48 6
+ _?E14E12_5E24E11_?E44E14 E55_EE66(4E44E24+E22E14+2E24E12)

) 24 48 42 8 . _4 2
Eyy +| || =5 Br=g Bu ) Ese+ 60 Eyy Ess + = Egg By Ey + 5 PS5 B ) By

6 12
+(-12E), Ey—12E, Ey) Esg + (g Es E) +?E66 (2E,+ Elz)j E

4 6 3 2
e 5 (2E,+E\) (Eg+6E;) Ess+ 5 Ee E\5 Ezzj Ey+ ( 5 ~EyEs-Ey, E23J E

6 2 12 6 2 6 2
+ _EE23 Ell_?Ew(2E44+E12)E23_gE22E13 E56+EE66E23 E,

24 12 3
+ ((E% +?E13J E\ Es+ ?E66 E,, E13j E,; +5E55 E) E5(2E;;+ E66)j E

24 4 8 2 42 8 15 3 84 2
+?E56E34 + gE56 _?Ess E23_g E66+ZE13 Ess | Eyy +?E56 Ey By E

12 R 5 12 2 2
_?E23E13 —Esq +5E66E23+E55 5E13+E66 E34+?E56E23 E;

o 4 ( ) (((24 E . E 36 E  E 2 E,  E j E
¢ x,y) |+ + +
9? o’ Us o(X Y 5 BBt Bag Brp ¥ g Bay By | B

6 2 24 o, 24 24 6 2
+ _gE12 _?E44 _?E%E E4 E, | E; _gE66(E22E12+2E22E44+6E24 )
2 2
Ey + ((_12 E, Es+ ( E, + j Egs + E66 Ezzj E34 + ( 2Eq Ey,
36 72 24
+ _? E, - ?E44 T E13 E,) | Esg+ E66 Ey+—_— 5 E Ess | Eyy
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12 3 6 1 2
+2 ?E13+E66 Es E,y | Eyy+ _gElz_gEzm E23—gE13E22 Es

24 2 36 6 2

+ _?EZS E14_?E24E23E13 E56+EE66(2E44+E12)E23
3 6 1

+ g(2E44+E12)(E66+4E13)E55+gE66E13E22 E23+gE55E66E13E22 E;;

12 4 3 16 2 27 21 2
_?E55E34 +12 Es E, E23_? —Esq +§E66E23+ E66+§E13 Ess | Ey Eyy

2 4 2 3 3
+12E(E  EEyy — g E,, (_Ess + 5 Ege Epy + (5 E;;+ Essj E55j E13j

i duy o(x,y) ((24 E 12E E 125 E jE
c X, + || +— +—
ay3 axz u3,0 y 5 44 ~'14 5 24 11 5 14 ~12 56

6 12 18 2 12 2
+ _gE11E12_?E11E44_?E14 ESS_?E66E24E14 Ey; +

36 6 6 2 6 2
_?E56E14+5E55E11+5E66(2E44+E12) Ey + _EE56 E,

12 12 12 6
+ _?Eu E,, _?EIS (2E +Ep) | Es +?E66 E Ey, +gE14 (Egs+6 E,3) Ess

12 1 1 2
+?E66 E,, E13j Ey + (_g E E,; _ng (2E,+ EIZ)J Es

12 12 2 1
+ (‘? En EEy, _?E24 E; JE56 +EE55 (Ege + 0 E3) (E\3 (2Ey+E,)+Ey, E23)J

12 4 36 3 8 2 9 2
= Ee Exy +?E56 E,, E13—g —Esq +ZE66 Eyy+Ess (3E 3+ Eg) | Ep5 Eyy

E33_ 5

24 2 2 2 2 0’
+?E56E34E13 E23_g(_E56 +E (3E;;+Eg)) Ey Ey WM%,O(X’Y) +

24 12 2 12 5 2
?E22E44+?E22E12+6E24 E56_? E55(2E44+E12)+5E66E22 Eyy | Eyy +

18 18 2
_? Ey Esg+ ? EgE,, |Ey +

3 2 24 12 3
_g Eg Eyy—12E(E E)\ + ? Ey+ ? E, |Ess+0EgEy | Ey+ g Ess Eqs Epy

7 ) 24 12 12
E34+gE23 “Esg Eyyt _7E44_7E12 E23_7E13 Ex | Esq

3 24 2

30 12 9
+Ey, (7 E¢e Eyy + Ess (E66 + 7 EBDD Ey; -2 (g Es Eyy — ? Ey  Esg By

2 6 6 2
+ (_E56 +3 Eg Eys + Egs (g E+ E66D EyEy — g E EZEy j E23j
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2

5
0 6 6 2 2 6 6
8y4 I cdus o(x,y) |+ _g EsE L E, +gE14 Es | Eyy + gE66 E14_EE56 E,E,

| ) 12 1

+ (_EE% £y _?E56 E; E14+gE11 (Ege+6Ey3) E55J Es
1 2

+g(_E56 +Es (Eg+ 6 Ey)) E\y E\5 | Eyy

2 2 2
_g(3E66E34 _6E13 E34E56+(_E56 +E55(3E13+E66))E13)E34E13j
o’ 6 2 12 6 2 2
§c4u3’0(x,y) + _EESS E,, +?E56 E,, Ezz_gE% E, |Ej;
2 2
+gE23 ((6 E55 E24 -6 Ezz E56) E34 - E56 Ezz -6 E56 E23 E24 + Ezz (6 E23 + Ess) E66) E33
5
2 2 2 2 0
_g 2 (BEssEyy —6EsqEyy Eyy+ Eyy (=Esq + (3 Eyy+ Ess) Eg)) ;C4”3,o(x’3’)
y
2 2 0’ 6
+Ey| (wEsg +EssEg) ((2E,—Ep) E;+EjEy+2E;, ) ayaxzczuao(x’)’) +g
2 2
((Eyy Esg+(-2E —E\)) Ess+ Eg Eyy) Exy + Ess Eyy —Eg Eyy —Esq Esy Eny

o’ . 6
+ESELEn)E, (% c4Psi(x, y)) —g

(((2 Ey+ E12) Esq— 2 Eeo Eyy+ Eyy Ess) Ey + (_Ess Ep;+ 2 Egq E23) Esy —E 3 By E56)

9’ > 9’
E, ( 5 c4Psi( x, y)J —(E Eyy—E E ) (B +Egs Egy) (—3 c2uy o(x, y)J
dy dx ox

3

2
+3 (Ey By — Eyy Exy) (=Esq + Es5 Egq) ( 5 C2us (X, y)j
dy” dx

3
2 2 0
—(EpEy;—Ey ) (Esg +Ess Eg) (a_y3 c2uy o(x, y)j

6 2 J’ .
+g ((Ey Esg— Ess Eyy) By + Ey By Ess — Esg By ) By, (; c4Psi(x, Y)j
y
6 2 9’ .
5 Ey (Esg By Exy+ Eg Eyy — E\3 By Eso) ; c4Psi(x, y) |+
X

9 1 (9 1(2
Eyy Euy| 5 c2Psi(x, ) —gﬁ 5y ORS_32(53) | By =< 5 c2RS_32(5.) EA5

2 2 2
j(_E56 +Ess E66)Dh/ ((=Es¢ + Ess Egs) Es3 )
> simplify(simplify (m032_Psi-m032),size);
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6 2
_g h E44 [((Ess (2 E44 + Elz) -2 E24 E56 - E66 Ezz) E33 +(=2 E34 - E23 E13) E55

85
+ Eg E23 +2EE;, E23)[ dy 30,2 04”3 o( X, y)] (

1 2
(Ess E11 +2 E56 E14 -2 (5 E12 + E44j E66j E33 - E55 E13 -2 E13 E34 E56

5

2
+E(2E, +E, E13)j (—4 c4u3’0(x, y)j
dy ox

5

+((mEp Esg+ Ess Ey) Eyy + Egg E23 —Ey Ey Ess) (8 4oy cduy o(x, y)]
y

5

0
+((BE Exs—3EgE,) Ey;+3Ey (mEs Ej3+ E Ey3)) (8 29,53 04”3 o % y)j
y~ ox

5

+((Esg By —E Eyy) Ey3 — Eg E +E66E34E13)[ S cduy o(x, )’)J"‘(
ox

2
(Ess (2 E44 + E12) - E66 Ezz - E24 E56) E33 + (_E34 - E23 E13) E55 + E66 E23 + E56 E34 E23

a3
) c4Psi(x,y) [+
dy” ox
(((2Ey+Ey;y) BEsg—=2 Eqg Eyy + Eyy Ess) Exy = Ey3 Eyy Esg = Eyy Ey3 Ess+2 E sy Ey)

e
c4Psi( x,
3y 9 (x,y)
3

+((_E22 E56+E55 E24)E33+E56 E23 E23 E34 E55) ( y

c4Psi(x, y)j

3

+(EsE, By + Eg E34 —-E E, Ey) ( c4Psi(x, y)j

5(9 . 2 2
—g acZPm(x,y) E (-Ey, +Ey Eg) /(E33 (-Esq +E5E))

[ > m231_Psi:=simplify(simplify(subs(su_c4u_1_3 Psi,su_c4u_2_3 Ps
i,algsubs(su_c4u_3_2,cvar(ml(2,3,1))))),size);
83

|
m231_Psi = Sﬁh((( 2B, —E,) Ey+Eyy Ey +2 E,, )(a 1o e o y)]
'y OX

83

83
+(3E,E;+3E,E;) (
dy ox”

c4u3 ol X, y)]+( —-EE | +E; )( c4u3 o(x, y)]
ox’

> -

+ (; cduy (x, y)] (Ep Ey — Ep Eyy) —E Eyy (a—y c4Psi(x, y)D &/ E,
y

[ > simplify(simplify (m231_Psi-m231),size);
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a h«/7E44( c4Psi(x, y)J

[ > m232_Psi:=simplify (51mp11fy (subs(su_c4u_1 3 Psi,su_c4du_2 3 Ps
i,algsubs(su_c4u_3_2,cvar(ml(2,3,2))))),size);

1 9’
m232_Psi = 5hd (((2 E,+E,) E;-2 E342 s Ep) ( NP > 4y (X, y)J
a3

83
+ (E14 E33 E34 E13) x

c4u3 o( X, y)j +(E,, Ey;—E,; )( c4u3 o(X, y)J
y

3
J .
cduy o(x, y)J EE, (— c4P51(x,y)jJ/E33
% x ox
> simplify(simplify (m232_Psi-m232),size);

1 d _
5 a’ h ﬁ E, (a c4Psi(x, y)j

> simplify (algsubs (nebengl, simplify(l1/a*~2/h* (diff (m231_Psi, x)+d
iff (m232_Psi,y)))),size);

+ (3 Eyy Ey3 =3 Ey E34)(
dy

5 ¢2RS_30(x, y)

> ml33_Psi:=simplify(algsubs(su_c2u_2_1 Psi,algsubs(su_c2u_ 1_1_
Psi,algsubs(su_gl23_Psi,cvar(ml(1,3,3))))));

o1 of 9
ml33_Psi := P -4 E,, W cduy o(x,y) |- «/g c2RS_32(x, y) E;;
Y~ ox

4

84
—4 E5 E\s (ay PIE

c4u3’ ol X, y)J +2E, (—ayz N c4u3’ o( X, y)j E

4

9! B
+E,, (—4 cduy o(x, y)] E+4E, (—3 cduy o(x, y)] E
ox dy dx

4

4
c4u3’ o( X, y)J E,-2E,E,;, (—2 5
dy” dx

+4E, (% cduy. O(X,y)J

4

> 9
-E,, {8_))4 c4u3’ ol X, y)J +4E, (W
4

J »( o
—4E By | T cduy o(xy) |- E;y | T cduy o(x,y) ha/E33
dy” dx ox
> simplify(simplify (m133_Psi-ml133),size);
0

> simplify (algsubs (nebengl,algsubs (su_c2u_2_1_Psi,algsubs(su_c2
u_1 1 Psi,algsubs(su_gl23 Psi,cvar(ml(1,3,3)))))));

a4

cduy o(x, y)j E+E, (; cduy (X, y)J E
y

1
- (45 c2RS_32(x, y) + c2RS_30(x, y)) h a

> mlll Psi:=simplify(simplify(algsubs(su_c2u_2_1_ Psi,algsubs(su
_c2u_1 1 Psi,algsubs(su_gl23 Psi,cvar(ml(1,1,1)))))),6size);
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12 9
mlll_Psi:=2a (((((? E,+3 Elzj E, +gE24 En} Esq

9 3 3 2 2
+(_EE24 E14_gE12 (2E44+E12)j E66_g(3E14 +E, (2E44+E12))E55j Esy +(

9 3 2 2 3 2
_g Ey Esq+ g Es(2E +E)) |Ej; + _g E - 1_0 E}) | Es

12
+ ((‘? E,-3 Elzj E, -3E, E23j 1

2 3 9 6 3
+ ((g a T 1_0E12J Ess +gE34 Ey+ g (Ey+Ep) E23j E¢ +gE55 (E\|Ex+6E,E;)

1 2 2 12 2 9
E+ _BE11E23_5E14E34 Ese + _?E14E34 _5E11E23E34 Esq
3

2 1 6 2 9 6 2
+ ((g E Ey +BE11 E23j Eg; +gE12 E;, +5E14 E,; E34j E¢e +5E55 E Ey, jE33 _g

2 2 2 2 2
E; (Ess Ej; Ep+ (_g EyyEgq =8 Esg By Eyy + (EB + g Essj Ey;Eq+5Es Ey j E;

4
2 4 2 4 4 d
+5E;, _E Es _g 34 Esq+ Ege | Eyz + E Ess 3y cduy o(x,y) |+

12

3 6 3 2 3 9
? 24E14+g 22E11+g 44E12+5E12 Eso + —gE22E14—g 2uEp | Eg

3 2 3 3 2 2 2
_g (2E +E,)E +E,E) Essj Eyy + ((g E Eyy— g E,, E56J Ey; + (_g Esg Eyy

12 6 9 2 3
+ (—? E, E, s (Eyy+Ep) Ezaj Ese + (g By Eyy +gE55 By, +gE34 EZZJ %

3 1 1 2
+g ((2Ey+E\) Eyy+E,Ey) Essj Ej;+ (_g E, Ey, _gE14 E23J Esq

6 2 3 2 12
+ _EE12E34 —gE23 En_?E14E23 Ey | Esq

1 1 R 9
+ ((g By Byt 5 Ey E23J Ess + 5 Eyy Ejyt 5 Ey Ens ESJ Eee

3 6 2
+gE34 Ess (2 E14 E34 + E11 E23)J E33 _5E13 ((EB E34 E55 - Ess E23 ) E13

1 2 3 1 1 2
+2E;, (‘5 Ey  Esg — 5 Esg Esy Epy + (Ezs + 5 Essj Ey; Egq + E Ey Eyy Dj

a4
[aﬁ T )J " (

12 2 6 12 1 1 2
?Em +5E11(E44+E12) E56_?E14 5E12+5E44 Eq+EssEy || Eyy +
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6 6 12 2 3 24 6
_EE44_EE12 E56+?E14E55 E;; + _EE56 E + _?E14E34_gE11E23 Esq

3 6 6 6 12
+ gE14 Egs + gE44+gE12 E34+EE14 E,; E66+?E55 EyLE | Ej;

1 2 12
+gE34 (_E56 E11 -6 E34 E11 E56 + E66 (6 E14 E34 + E55 E11 ))j E33 _?Em (

1 2 1 2 2 2
(‘5 Eyy Eso + Ess E34j E, +5E34 (‘5 Eye =3 Ey Es+ (Ezs +§E55j E66j E,

1 3 o*
+ 5 Ey E, % N c4u3’ olX, y) |+

3 3 3 3 2
((g nEj+ g E,, Elzj Esq - g Es E\ Eyy— g E E) Ezzj Ey; + (

1 2 3 3 3(1 3
(‘E s6 Exnt (_g Ey Ey — g E,, E24j Ego + g (g Egs+ E23j Ey, Egq + g Ey Es, E24j E;

3( 1 2 1
+s (_g EyEsq +(=Ep Eyy =~ Eyy Ex) Esg + (g Ess+ E23] E\y Eg+ Ess Eyy E34j E23j

3 1 2 1 2
Ey— g E; (‘5 EyyEsg —2Esg By Eyy + (E23 + g Ess] Eyy Ege+ Ess Esy j E23j
o* 3 2 6 3 2 2
[8_))4 cduy o(x, y)j + ((‘E EsE) + g EGE L E), — g EGEy, |Ey +

6 1 2 1
EEB ((Ess E | -EgxE,)E; _8E56 E\ - E E| Eg +8E66 (6E\, Ey +Egs En)j E;;

3 2 (1 1 2 o*
- g Ej; |EssE;; + gEss E¢s— g Esg —2E, Esg |Ez+E Eyy Q cdus o(x,y)
2

2 0
+ ((_E56 +Ess Eqe) (E\, Ey3 + E3 E3) (ay 9 c2uy o(x, y)J

1 2 0’
_5 (=Esq +Ess Eqe) (Ejy Eyy— Eyy Ey5) (a_yz c2uy (X, y)j

1 2 2 [
5 (=Esq +Ess Egs) (Ey3 £y —Ey3) [Q c2us o(x, )’)J

3 9’ _
+g ((E\y Esg— E\y Ess) Exy + Ey3 (mEyy Esg + Ess Eyy)) Ey [; c4Psi(x, y)j
y

3 2 0 )
~5Eu ((Esg £y = Eg E14) B33 = Esg Ey3 + Egq Esy Ey3) (@ c4Psi(x, y)]

3 2 0 .
5 Ey ((EssE\y — Ego E1y) Eyy = Ess Eyy +Ey3 Egs Ens) (% c4Psi(x, y)]
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1 2 2 2
—1—0ﬁ (=E. + Eq; E;) ¢2RS_32(x, y) E,; | Ey, | / (Eyy (~Ey, +Ey Eg))

| > simplify(simplify(mlll Psi-mlll),size);
2

6
gh [((E12 E—E,E ) Exy+E5(-Ey Eg+EES,)) ( c4Psi(x, y)j
y

2

+((mEsg Ey| + Egg E) Esy — Eqg E5, E 3 + Egq E13 ) ( c4Psi(x, y)j
ox’

2
2 0
~((Ess Eyy —Eg Eyp) Ey3— Ess E\3 + Ej3 Egg E23)(a I c4Psi(x, Y)D Eya / (E33

2
(_E56 + E55 E66) )

> ml22 Psi:=simplify(simplify (algsubs(su_c2u_2_ 1 Psi,algsubs(su
_c2u_1_ 1 Psi,algsubs(su_gl23 Psi,cvar(ml(1,2,2)))))),size);

6
mi22_Psi:=_a (((((—4 E,~5E,)E,~3Ey,E,,)Es
2 2
+(3Ey +Ep(2E +E,))E+(3E,E,+E,(2E,+E,))Ess) Eyy + (
2 2 1 2
(BEGE,,—E(2E,+E;))Ey + 5E44+5E12 Es
1 2
+((AE+5E,) Ey +5E,) Ey) Esg+ 5 S E, - 3 S Eu |Ess—O6Ey Ey —Ej  Ey | Egq
3 2 1 2
—2Eg 5E14 Ey+(Ey+ELE;||Eyp+t 5E34 E,, +8E13 E,, | Es
2 1 2
+(3EpEy Es+4E,) Ey ) Ego + 3 S E By _8E13 E, |Ess—2E;, E,) |Eg
+(3E,EE;-2E), E34 ) E55] 331 (Ess E; Ezs
2 2
+ _5 E Ey —8E;3 By Eg+ 3 Ess Ej;+5 E34 E¢o+ Ess E13 E,;

4 2 4 4 o*
+5 (_E Ess — 5 Ey Eset (EB s Ess] E55j Es, j E23j (ay 02 y cdu o(X, y)J + ((

2

(_Elz _E22E11_4E24E14_2E44E12)E56+((2E44+E12)E24+E22E14)E66
2 2 2 2

+E(EyE+3E,E,))Ey +| (EsgEy —EGE ) Ey; + 5E56 E,

2
+(4E,Ey+2 (E44+E12)E13)E56+( 3E14 Es+(-2E,—-E\,) Ey,—-E,), E13j Ege

1 1 2
—E(Ey E +3E;, E14)] Ey + (5 E, Eyy +§E24 E13j Egg
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2 2
+(EpE\;y +4E EyE3+2E,E; ) Ey
1 1 2
+ _g E,Ey— g Ey Ey |Ess—2E) Ey —EpEy Eps |Eg
2 2
+(-3 E12 E34 E13 - E24 E13 ) Ess) E33 -2 E23 ((E56 E13 - E66 E34 E13) E23
1 2 3 1 1 2
-2 _g E; Es _5E13 Ey Eso+ 5E34 +§E55 Ej |Eg+EssEfy | Eyy

84
(ﬁ cduy o(x, y)j + (

2 2
((—4 E24 - 2E22 (E44+E12)) E56+ 2E24 (2E66 E22+E55 (E44+E12))) E33 "{

2 2
((2E12 + 2E44) E56 - 4E66 E24) E23 + (E56 E24 +(2 E13 Ezz +8 E34 E24) E56
+(—4 E34 Ezz - E55 E24) E66 -2 ((E44 + E12) E34 + E24 E13) Ess) E23

1 2 1
+2 (g Esg Eyy+E Eyy Eso— g Ess (6 Ey E,y + Eg Ezz)J E34j Ey; -2
2 2 2 2 3
(Esq E\3 =2 E Eyy) Eyy — 3 Esg =3 Ey Esg+| Ej3+ 3 Ego | Ess | Exy Eyy — Ess E5y
o 2
Ey, 3 o chuy (X, y) | +| ((ZEy Ey —Ey E\ ) Esg+ Es Ey By + Egg Eyy Eyy) By
1 2 1
+ gEss E W +(E E +EyE))Eg+|—E,E;y _g ssEyy |Ege— Ess Eyy Ep53 | Epy
1 2 1
- _g EpEs +(-E\, Eyy—Ey) Ep3) Esg + gEss E+Ey Ey |Eq+Ess EsE | Efy
1 2 1 2 2
Ey+ 3 E Es —2E;; Ey Egg+ 3 EsE +Ey |Eg+EsE;; |EyEp;
o* 2 2 2
Q cdus o(x,y) | +| (EssEyy —2EsgEy  Eyy +EEyy ) Eyy —2Ey,
1 2 1
(_E24 E56 + E66 Ezz) E23 - g E56 Ezz - E34 Ezz E56 + g E55 (6 E34 E24 + E66 Ezz) E33
2 > (1 | I 2 o'
+Ey; | EgEyy + gEss E¢c— g Ese —2E, Esg |Eyy+ Es Ey a_y4 cdus o(x,y) |+

2

5 2
E;; (g (Esq — Ess Eqq) (Ep3 Eyy— Eyy Exy) (ay A c2u3’0(x, 3’)}

5 2 2 0’
_g(E56 —Ess Es) (Ey Eyy — Eyy )(; cZu3’0(x,y)j
y
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5 2 o’
_g (Esq —Ess Ego) (Eyy Ey; —Ep Ef5) [Q c2uy o(x, y)J

2
> [0 _
—E, ((Ey Esg—EssEyy) Eys + Eyy By  Ess— Esg Esy ) [8 5 c4Psi(x, y)J
y

9’ .
+((Eyy Esg— Eqo Eyy) Esy — Eyy (Esg Ey5 — Ego E3,)) Eyy [; c4Psi(x, y)]
X
2 0
+((Ess E\y = Egq Eyy) By + Egs Eyy — Ess E3 Exy) Eyy (@ c4Psi(x, )’)J

1 2 2 2
_gﬁ(E56 —Ess Egg) 2RS_32(x, y) E, | | A / (Ey; (Esq — Ess Ego))

| > simplify(simplify (ml22 Psi-ml122),size);
2

6 2 0 )
_g hE,, (( (=E,y, Esq + Ess Eyy) Ex3+ Esg Eyy — Eyy By Ess) (B_yz c4Psi(x, y)j

9’ .
+((Eyy Esg— Eqo Eyy) Eyy — Eyy (Esg Eyy — Ego E3) (; c4Psi(x, y)]
X

2
2 .
+ ((Ess E,—Eg Ezz) Ey+EEyy —Ess Eyy E23) (ay O c4Psi(x, }’)D a / (E33

2
L (_E56 + E55 E66))
> mll2 Psi:=simplify(simplify (algsubs(su_c2u_2_ 1 Psi,algsubs(su
_c2u_1_1 Psi,algsubs(su_gl23 Psi,cvar(ml(1,1,2)))))),6size);

6
mll2 Psi:=—"a [(
5
2 1 2
(6E,E +4E, +2E,E\,)Ex—5 E44+5E12 (EyEss+EGEyy) | Eyy +
2 4 1 2
((2E,-8E,)E+5E Eis+5SEE, ) Ey + _5E44_5E12 Es
4 1 1
+(-O0E, Ey—O6E, E;) Esg+ §E44+5E12 Es+5Ey, E44+gE12 Eg
1 1 1 2
+5 E44+EE12 Ej Ess | Eyy+ _8E14E23_8E24E13 Eg —2E, EEy) Ey
1 1 2 3
+ EE14E23+EE24E13 Exs+EyEnE | E+EsE | E L Ey, E33+5E34 6 E;, Es

2 15 15 2
+ (2 Ese + (‘? Eyy =2 Essj Ege— ; Ess E13j Ey, +12E, E; EE,;

2 3 3 ot
+Ey Epg (E56 + (‘5 Ey; - Essj Eg— 5 Ess E13JD (ayz 9 cduy ((x, y)] + ((
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2
(6 E44 E24 + Ezz E14 + E24 E12) E56 +(=3 E24 - Ezz E44) E66

2 2
—Es (EyEy+EyEp+2Ey, ) Eyy + (
1 2 2
—0 E,, Eq+ Egs £y, +4 Ess 4 Epn+Ey || Ey +|—Esg Ey
+(=6 E44 E23 - E13 Ezz - E23 Elz) E56 +6 ( E55 + E23J E24 E66 + E55 (E24 E13 + E14 E23)J
1
Ey - 3 E, E56 +(BEyE+3E,Ey)Esg—3| Eg| Eyy Ess |+ Ess E\y | Eyy | Ey
4 3 3 9 2 2 3
Ey+ g E,, _5 Es Eyy + 5 Ey Esg By + Eyy| Esg +(=Ess =3 Ey) Ego— 5 Es E\y ) Ey,
3 2 o*
+5E56 Ej E,, R cAus o(x,y) |+| ((EyEp+Ey E\ +6E E ) Egg
y” 0x

2 2 2
+(_2E44 _E44E12_E24E14)E66_E55 (E11E44+3E14 ))E33 +(

2 2
(—OEcEy+(Ep+4E,) Eg+EsE,)Ey, +(-Ey Ey
+ (_E13 E12 -6 E13 E44 - E11 E23) E56 + (E14 E23 + E14 E55 + E24 E13) E66 +6 E55 E13 E14)

1 2 1
Ey, _E(EM Ese +(3E,E3+3E,Ey)Eyq—3 (Ese (Ezs +§E55J + Ess E13j E44j E13j
4 3 3 9 2 2 3
E33+5E34 _5E66E34 +5E13 EsEyy +| Esq + _5E23_E55 Ew—3Ess Ey |Ej5 Eyy
3 2 o*
+5E56E13 E,, mﬂuio(x,y) +
2 2 2
((Eyy +EEy) Esq—E\ (Ey Eg+Ess Epy)) Esy +((_E56E11+E66E14)E34
1 2 1
+ _8E56 E\ -2EGxE E + 8E55E11+E13E44 E+Ess E\ E5 | Eyy
1 2
_ng (E56 E14+6E44E13 E56_E14 (E66+6E13)E55) E
1 2 2
+§E34E13(_3 E66E34 +6E13 E34 E56+(E56 _E55(3E13+E66))E13)
o* 2 2
;“{“3,0()@3’) +| ((Eyy Eyy+Eyy ) Esg— Eyy (Ego Eyy + Eyy Ess)) Eyy +
X

2
(=Ey Esg + Ess Eyy) Eyy

1 2 1
+ (_g E56 E22 - 2 E56 E23 E24 + (g E55 + E23j E22 E66 + E55 E44 E23J E34
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1 2 1
- g Ey; (E56 E,+6EE Ey;—6 (g Ess + Ezaj E,, E66jj E;;

1 1
+ g Esy Eyy ( 3 Ess E34 +06 Esg B3y Eyy + ( —3 Eg (Eza T3 3 Essjj E23D
2

o* 5 2 2
(a_yél cduy (X, Y)j +Ej; (5 (Eyy Eyy—Eyy ) (Esq — Ess Egg) (8 I c2uy (X, Y)j

2

5 0
_g (Ey; B3y — Eyy Eyz) (E56 — Ess Eg) ( C2”3 o(X, Y)j
y

2

5
_g (=E\, Ex3 + Ey E5) (E56 — Es5 Eqo) ( 5 C2us o(x, Y)j
ox*

2

2 .
—((Eyy Ess — By Esg) Eyy— Ess Eyy +EsgEy Eyy) Eyy (a_yz c4Psi(x, Y)j

2

2 J .
+((Ey Egg— Esg Eyy) Exs— Eqo B3y +EjyEy E) Eyy (; c4Psi(x, Y)j
X

2

dy ox

= ((=Ego Eyy + Ey Ess) Exy + Eyy (=Ess Ey + Egg ) Eyy ( c4Psi(x, Y)j

1 2 2 2
+gﬁ (Ey, — Ess Eg) Ex, c2RS_32(x, y) | | / (Eyy (Eq —EssEg))

| > simplify (simplify (mll2_Psi-mll2),size);
2

6
ga Eyh (( (=Eyy Ess + Eyy Esq) Eyy — Egq 5y Eyy + Ess E34 ) ( 9 c4Psi(x, Y)j

2

+((Ey Ego— Esg E 1) Ex3— Egq E34 +E;3 Ey Egq) ( c4Psi(x, Y)j

bk ‘
+ (ay - cAPsi(x, y)} ((Egs Esy = Eyy Ess) Egy + Eyy (—Egg Eyy + Ess E, ) )] / (Ey,

2
(_E56 + E55 E66) )

=112 Testen der Losung mit psi-Anteilen

| Wir wollen testen, ob die neue Modellierung mit Psi-Anteilen zulissig ist. Wir gehen dabei
analog zum Abschnitt A(6) vor. Zunichst iiberpriifen wir wieder, ob die Gleichungen des
Reduktionsprozesses das urspriingliche PDE-System der Tabelle 3 16sen. Dann testen wir noch
das Plattenproblem in SchnittgroBBen (vgl. Seite 63) durch das Einsetzen der berechneten
SchnittgroBen in w=u[3,0] und Psi.
Als erstes testen wir die Gleichungen der Tabelle 3.

[ Gleichung (5,2):

| > subs(su_c4u_1_1,su_c4u_2_1,cvar(gls(5,2)))=0;

0=0

t Gleichung (5,1):
|
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E

| > subs(su_c4u_1_1,su_c4u_2_1,cvar(gls(5,1)))=0;

0=0

Gleichung (4,3):
> tt:=simplify(subs(su_c4u_3_2,su_c4u_1_1,su_cédu_2_1,cvar(gls(4

»3))))=0;

8 0 8 0
3E;| T by T CAus o(x,y) -3E,|— % 5 T CAus (X, y)
-3E,|— 8 ) —cdu, o(x,y) -3E 8 ) —cdu, o(x,y)
ax ay 3,0 23 ay ay 3,0

az 82 82
-3 E; (% C4”3, o( X, )’)j -6E,, (a . C4u3 o( X, y)] 3E,, (a—yz

| Das lassen wir Maple noch ein weiters Mal vereinfachen:
| > collect (tt,cd4u[3,0](x,y));

cduy o(x, y)] =0

0=0

| Gleichung (3,2):
| > tt:=algsubs(su_c4u_3_2,simplify(subs(su_c2u_1 1 Psi,su c2u_2_

1 Psi,su c4u_1 3 _Psi,su_cdu_2_ 3_Psi,cvar(gls(3,2)))))=0;

1 o’ o’
1it:="| Eg —2c4u3’0(x,y) E +2E 2—c4u3’0(x,y) E
3 dy ox dy” dx

3

+E N c4u3’ o( X, y)j E
dy
0’ 0’ 9’
—Ei| E; (W cduy o(x, y)j +2E;, (% cduy o(x, y)j +E,; (8_))3 cduy (X, y)D

3

9’
4 +2F
[esmaen]soml ;5

E,
a3
+2E ( c4u3 ol X, y)j E,, + Eg (ayz "

+ Ey, (; cduy (x, y)] EBJ V21 /Ey=0
X

| Wir lassen die linke Seite noch einmal vereinfachen:
| > simplify(op(1l,tt));

- E56

a3
cduy o(x, y)j +E,; (—a 25 cduy (X, y)D
y” ox

cduy o(x, y)j E

| Gleichung (3,1):
> tt:=algsubs(su_c4u_3_2,simplify(subs(su_c2u_1_1_ Psi,su_c2u_2_

1 Psi,su c4u_1 3_Psi,su _cd4u_2_ 3_Psi,cvar(gls(3,1)))))=0;

1(
1=
3
3

83
—E (EB (ﬁ c4u3’ o( X, y)] +2E,, (—a N

a3
cduy o(x, y)j +E,; (—2 cduy o(x, y)D
y ox dy” dx
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0’ o’
+2EGE;, (W c4u3’ o( X, y)] +EgE [g c4u3’ o( X, y)]
a3
+E Ey); [—2 cduy o(x, y))
dy” dx

0’ 0’ 0’
—-E, [EB (—ay N c4u3, ol X, y)] +2E;, [—ayz 3 c4u3, o( X, y)) + E,; (8_))3 c4u3’ ol X, y)]]

X
3

a3
+2Ey (—2 cduy o(x, y)] E,, + Eg [—3 cduy o(x, y)) E,,
dy” dx dy

a3
+ Eq, [—2 cduy (x, y)J EB] V21 / Ey=0
| dy ox

| Wir lassen die linke Seite noch einmal vereinfachen:
| > simplify(op(1,tt));

| Gleichung (2,3):

| > tt:=algsubs(su_c4u_3_2,algsubs(su_c4u_1_3_Psi,algsubs (su_cdu_
2_3_Psi,algsubs(su_c2u_2_1_ Psi,algsubs(su_c2u_1_1_Psi,algsubs
(su_gl23_Psi,

cvar (gls (2, 3) )=c2RS_32(x,y)

)))))):

| Stimmt die linke Seite ?

| > simplify(op(1,tt));

. c2RS_32(x,y)

| Gleichung ¢”2%*(1,2):

[ > tt:=algsubs(su_c4u_1_1,algsubs(su_c4u_2_1,algsubs(su_c2u_1_1_
Psi,algsubs(su_c2u_2_1_Psi,algsubs(su_cd4u_3_2,algsubs(su_c4du_
1_3 Psi,algsubs(su_c4u_2_3_Psi,

cvar (truncate (c*2*gls(1,2),4))

)))))));

0 0 2
-Es E,, (a c4Psi(x, y)J El,+E, (a c4Psi(x, y)J E

1=

2
L _E56 + E55 E66
| Das lassen wir Maple noch einmal vereinfachen:

| > simplify(tt);

d
-E,, (a c4Psi(x, y)J

| =0+0(c"6)

| Gleichung c"2*(1,1):

> tt:=algsubs(su_c4u_1_1,algsubs(su_cd4u 2 1,algsubs(su_c2u_1_1_
Psi,algsubs(su_c2u_2_1_Psi,algsubs(su_cd4u_3_2,algsubs (su_cdu_
1_3 Psi,algsubs(su_c4u_2_3_Psi,
cvar (truncate (c*2*gls(1,1),4))
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)))))));

0 0
E, E, (5 c4Psi(x, y )J +E. EE,, (a—y c4Psi(x, y )J

1= 5
L —Ese + Ess Egg
| Das lassen wir Maple noch einmal vereinfachen:

[ > simplify (tt);

0
E, (a_y c4Psi(x, y)j

| = 0+0(c"6)

| Gleichung (1,2):

| > tt:=algsubs(su_c2u_1_1_Psi,algsubs(su_c2u_2_1_ Psi,algsubs (su_
gl23_Psi,algsubs(su_gll2 Psi,algsubs(su_glll_Psi,
cvar (gls(1,2))

L ))))):

| Das ergibt vereinfacht:

[ > simplify (tt);

1 o’ 2 0’
S 6 3 9 cduy o(x,y) | Egs Eyy — 12 3 9 cduy o(x,y) | E

9 )

+12 ( ; Cdus (X, y)j Ege E342 =5 Egs By (_ c2Psi(x, y) | E
dy ox ox

83

+6E,E, E (g c4Psi(x, y)j -12E,; (—4 cduy o(x, y)j E,, E

5
dy ox
ER ER
-6E,; (—ay 2 c4u3’ ol X, y)j EE,+6E;; (§ c4u3’ o( X, y)] Ey E,,

0 9

-6E,, (—5 c4u3’0(x, v) |Ee B\, — 18 ( c4u3 ol X, y)j E, E E
ox 9y’ ox’

85

aS
-6 cdu, (x,y) |E<- ELE,;—6 (
(ay3 9 3,0 ss L3 B3 8y4 O

cduy o(x, )’)j Ey; By Ess

5

9’ J
-6 cdu, (x,y) |Exs E  E,, + 12 (
(ay3 axz 3,0 33 766 22 ay3 axz

64”3, o(X, Y)j Esc Ey Eyy

5

5
+18E,,| —
. (ayz ox’

c4u3’ o(x, y)j E ,Es+ 12 E5; (—a 2 c4u3’0(x, y)j EGE,
y ox

3

5
+12E; Ey Egq (W

c4Psi( x, +6
o y)j (ay ox*

cdus o(x, )’)j Eq Eys E 5

S

0 . 2 d 2
+5E;, (a— c2Psi( x, y)J Ey, -6 (—5 c4u3’0(x, y)j Ey  E,,
X ox

—6| —— cdu, 4(x, E. E + 6
dy o' 3,06 Y) | Ess Ey5 3y o

c4u3 o( X, y)j E E23
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S

85
— 12[ 4c4u3’0(x,y)J ELE, Ey+ 18( 3 3c4u3’0(x,y)j E E,, E,;
dy ox dy” dx

0’ 9’
+6 [—5 cdu, (x, y)j E E,E,+6E, E, E [2— c4Psi(x, y))
ox ’ dy” dx

5

aS
— 12[ 3 2c4u3,0()c,y)J E B, Eq+6Ey ( 4c4u3’0(x,y)j E E
dy” ox dy ox

5

aS
+12 [ P c4u3, o(x, y)) ELE,Es+6 (—3 5 c4u3, o(X, y)) E,, E E|,
dy” dx dy” dx

5 5
0
-6 [ ; c4u3, o(x, y)) EE,Ey+6 (—4 c4u3’ ol X, y)j E, EE,,
dy’ ox dy’ ox

5
2
— 18 E;; (af P cduy o(x, y)) Egs E24J E, / (Ey; (=Esq + Ess Egq))

| Wir lassen uns den c2Psi-Anteil ausgeben:
[ > colsum(tt,c2Psi);

0
-E,, (a c2Psi( x, y)j

| Dies ldsst uns vermuten: Die obige Gleichung "tt" entspricht "-E[44]*diff(Psi_gl2,x)".
| Wir testen die Vermutung:
(> simplify (tt-E[44]*op(1,diff (Psi_gl2,x)));

0
| "Psi_gl2" war die umgestellte "Psi_gl" mit rechter Seite identisch Null. Somit ist die Probe
| erfolgreich, da die Gleichung (1,2) aus der "Psi_gl" folgt.
| Den gleichen Vorgang wiederholen wir bei Gleichung (1,1):
| > tt:=algsubs(su_c2u_1_1_Psi,algsubs(su_c2u_2_1 Psi,algsubs (su_
gl23_Psi,algsubs(su_gll2 Psi,algsubs(su_glll_Psi,
cvar (gls(1,1))
))))):
| Wir lassen uns wieder den c2Psi-Anteil ausgeben:
[ > colsum(tt, c2Psi);

0
E, (a_y c2Psi(x, y)j

i Die obige Gleichung "tt" entspricht also vermutlich "-E[44]*diff(Psi_gl2,x)".
| Wir testen die Vermutung:
| > simplify (tt+E[44]*diff (op(1l,Psi_gl2),y));

0

| Somit ist auch diese Probe erfolgreich.
| Gleichung ¢*2%(0,3):
> tt:=algsubs(su_c2u_1_1_ Psi,algsubs(su_c2u_2_1 Psi,algsubs(su_
c4u_1_3 Psi,algsubs(su_c4u_2_ 3_Psi,
cvar (truncate (c*2*gls (0, 3) ,4) )=c2RS_30(x,y)
)))):
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| Die Gleichung ist dquivalent zu "nebengl" bzw. "c 2*hauptgl".
| > simplify (tt-nebengl);
L 0=0
| Gleichung (0,3) miissen wir nicht testen. Die Hauptdifferentialgleichung wurde ja gerade
| dadurch definiert, dass wir "su_gl11_Psi" und "su_gl12_Psi" in (3,0) eingesetzt haben.
| Jetzt testen wir die SchnittgroBen: (vgl. S. 63)

Gleichung (5.beta):
| Wir betrachten die Schnittgrofen einzeln:
[ > m231_Psi;

3

1 2
—/5h (((—2 E,—E,) Ey+EyEy+2Ey ) (2— cduy (x, y)J
5 dy” dx
3

3
> [0

+(-3E,E;;+3E,E;) (—2 c4u3,0(x, y)) +(-Ex E,,+E;) (—3 c4u3, ol X, y))
dy dx ox

o’ 0 . )
(g3 945008 9) | (B By By Brg) = By B - e4Psi(3) ] Ja / E,

[ =0(chd)
> m031_Psi;

1 2 2
_g ((((_6 E12 - 60 E24 E14 —-24 E44 E12 —-24 E44 -6 Ezz E11) E56
2

+(24 E24 E12 +6 Ezz E14 +48 E44 E24) E66 +6 Ess (E24 E11 +2 E14 E12 +4 E44 E14)) E33

2 2
+ (((24 Ep+48 E,)) Esy— 30 Eg Ey — 42 E,, Es) Ey, + (8 Eyy + 4 E,)) Ex,
+ (60 E, E,;+ 60 E, E;) Es + (-6 EGE,—12E(2E,,+E,)) E;
2
—4(2Eu+E,)(0Ey+Eg)Eq—6E E| | Ey) Eyy+(SEyE3+3E, Ey;) Eg

P 2 2
+(0ELE;; +12E;(2E+E ) Ejn+06E,; E\)Eg—0EsE, E,;

24
+ (‘5 (Ess + ? E23j E, Eq—12E Ey E14j E3-3EGE  Ey(2E);+ Ess)] E;;

4 2 15 3 2
—24EGE, + (_8 Ego +42E Ej;+8 (Ess + :EBJ E66j Ey, -84 EGE,E; Ej

2 2 2 5 2 2
+18Ep Eyy (_g Eso +E E; +§E66 (5 Ey+ ESSD Ey - 12EGE); E; J

aS
[ 3 2c4u3’0(x,y)J+(((—72E44E14—36E14E12—24E24E11)E56
dy” dx
2 2 2
+(24E,E,+24E,E,+6E, +24E,, )E,+6E(2E,E,+E ,E,+6E,))
2 2 2
E, +((60E56E14+(—36 E, - 18E,)E,— 18 E E,)Es, +(10E56 E,,

+((36 Ey + T2 E,y) E;3 + 24 E, Eyy) Eso + (<12 E,, Eqs— 24 Eo E,,) E,4
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12 2
- 10 (Ess + ?Emj E¢ E14j Ey+((6Ey+3E)E +E| Ey)E

2 2
+(24EE\3 +30E,,E3E ) Esq—6E (2E,+E,) Ey,

+(BQRLE,+E,) (Es+4ER)Eg—6ESE | Ep)E3—EEGE Ey | Esy

4 3 8 2 8 (21
+12E Ey —60Es E;y E\5+54 (‘E Es +EE5+ E (E 23+ Ess E66J EsEy,

2 ) 2(3
—600E Ey E\y Ey+0EyE (_EE% + Ess E13+5(5E23+E55j E66j
aS
(—2 - ety o, y)j + (((—12 Ey, E,,—24E, E),—12E,, E,,) Ex
dy” dx
2 2
+(12E, E,+6ELEL+18E), VE+12EE E,,) Ey +(

2 2
(36 E,, Esc— 6E66 E,, - 6Ess (2E44+E12))E34 + (6E56 Ey,
+(12ELE,+12E,, (2E,+E,))Es—12EE, E;—6E,, (6 E,;+E) E

2
- 12E‘SS E23 E14)E34+ (E13 E22+E23 (2E44+E12))E56

2
+(12Ey; Ey+12E, EyE ) Esg— Egq (E\3 Eyy+Ey; (2E+E))) (6 Eyy+Ess)) Exy
4 3 4 2 4 2
+12E Eyy —36 Esg sy Ey+ 18 Eyy 9 Esq +Egs E13+9(3E23+E55)E66 E,,
2 2 2 0
—24Esg By By By +2(<Esq + (3 Exy+ Ess) Egg) En E13j mc4u3,0(x,y) +(
Y 0x

2 4 2 2

(=30E, —12E E,-24E, E,) Esc+30E,, gE44+gEl2 Ego+ Ess Eyy | | Ex3
2
+((18 E E, —18 Eg E,,) Ey, +
2

(3E56 E11+60E56E13 E14+((_12E12_24E44)E66_30E55 E11)E13_3E55 E66E11)

7 2 2 4 2
E,, —30 _%E% E\ + _gElz_gEzm E13_5E11E23 Esg

2

7 12 3 3 8
+ (Ess E; +£ E¢ (7 Ey + EssD E14j E13j Ey; +30 (g E¢e Esy _5E13 Es Eyy

1 2 1 6 2 2
+ (‘5 Esg +Ess Ep+ g E (g Eyy+ ESSD E Ey - g Es E\s E23j E13]

o’ 2 2 2
[8 3 404“3,0(7")’)J+((6E66E22E24_6E24 Es) Ey; +((6 Ey Esg—60Es Eyy) Eyy
y Ox

2
+(Esq Eyy+ 12 EsEyy Eyy = Ey, (6 Eyy+ Ess) Ego) Ey

2
—Ey By (Esq +Ege (6 Eyy + Ess))) Eyy
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2 2
+2E23(3E55E34 _6E56E34E23+E23 (_E56 +(3E23+E55)E66))E34)
o’ 2 2 2
;c4u3’0(x,y) + (6E66E14 _12E56E14E11+6E55E11 )E33
y
1 2 1
- 12 (_E56E11+E66E14)E34_EE56 E-EgEZE,+E, 8E66+E13 Ess | E3 Es

2 2 3 32 1 3
+O0EGE;; Eyy —12E; Ey Esq—2E;; Eg +6(E13+5E66j E; Essj

aS
[; cduy o(x, y)j + [
X

3
5((2E44+E12)E33_2E —Ej E;) (—Eg +E55E66)(a
y

2o cZu3 ol X, y)j+6E44(

2
(E56 E14 +(=2 E44 - E12) E66 + E55 E11 ) E33 - E13 E34 E56 + E13 E66 E23 - E55 E13
83
2 .
+E E,, )( 2c4P51(x,y)j— 12
dy ox

1 1 1 1
((5 E,+ E44j Egq + 5 EeE, —E, Essj Ey; - 5 I R (Ess E ;- 5 E¢ E23j E34j

3

a3
Ey (8 25 c4Psi(x,y)J+5 (Exz By~ Epy )( E56 + Ess E66)£ 3 C2u3 (X, )’)J
y~ ox

83

2
=5 (Ey By — Ey Eyy) (Esq + Egs Egq) (; c2uy o(x, Y)j
y

83

2
— 15 (=E\, Ey+ By E3) (mEsq + Esg Eq) (—2 c2uy (X, Y)j
dy ox

3

2 J .
+6 ((Esg £y —Eo E\y) Ex3 —Esg Ey +E Ey E\3) Eyy [; c4Psi(x, Y)j
X

a3

_6E44(E56 E24 E33+E55 E34 E56 E34 E23) ( y

d d d
(EM 5 (— ¢2RS_32(x, y)J +5ELE,, (a— ¢2Psi(x, y)j +E,, (— ¢2RS_32(x, y)j 5 J
y

dy ox

] Essj h / ((_ES62 +Ess Eq) E332)

| =0(c™2)
> m232_Psi;

c4Psi( x, )’)j + (_E56 + E55 E66)

3

2
5 ha (((2 E,+E,) E;-2E, —E, E;) [—ay Iy cduy o x, y))

3

3
+(E, Eyy—Ey Epy) ( e

c4u3 o(X, y)J +(Ey, Eyy—E,; )( c4u3 ol X, y)j
y
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3

d :
% cdu o(x, }’)j EyEy (& c4Psi(x, y)jj / Ey

+(3E24E33 3E23 E34)(
9y’

[ =0(ch)
[ > m032_Psi;

24 24 2 6 6
2B, B+ 5 E44E12+?E44 +5E22E11+5E12 Ese

24 6 48 6
+ _? E,E, —gE24 E, _?EM E\, | Ess _EE66 (4E By +EpE\y+2E) E)

2 24 48 42 8 4 2
Ey; + 5 E12_?E44 E56+6E14E55+?E66E24 Ey, + 5E44 gE12 E

6 12
+(-12E, E; - 12E Ey) Egg + (g E Ey, +?E66 (2E,+ E12)J E

4 6 3 2
+g (2E +E;) (Egg+0E;) Ess+7 5 Ee E5 Ezzj Ey + ( 5 ~ELE-E, E23j Esq

6 12 6 2 6 2
+ _gE23 Eu_?Em (2E44+E12)E23_5E22E13 E56+5E66E23 E,

24 12 3
+ ((Em +? E13j E Es+ ?E66 E,, E13j E,; +gE55 Ey Ey(2E;;+ E66)J E

24 4 8 2 42 8 15 3 &4 2
+?E56E34 + gE56 _? 66E23_g E66+:E13 Ess | Eyy +?E56E23 Ey, E;

12 2 3 5 12 2 2
_?E23E13 —Esq +5E66E23+E55 5E13+E66 E34+?E56E23 E,;

as 4 ( ) (((24 E.FE 3 E, E 2 E, E J E
S s + - +— +—
ayz PIE Calz o\ X, Y 5 2T g T BT s Faa B | Bse

6 ) 24 2 24 24 6 2
_?EM _?E24E14_?E44E12 E55_gE66 (Ey, E\,+2E,E+0E,, )

18 36 18 2 2
—12E, Es+ ? E,+ ? Ey | Ess+ ? EEy |Eyy +| 2E5 Eyy
24 72 24
4 | Eys— ? E\; Ep | Esg + ? E¢e Epy + ? E\ Ess | Ep

6

3 1 2
E;;+ E66j Eg; E24j Ey + (( 5 ~E,- 5 E44j Ey - g Ei; Ezzj Egg

((
(

5 °
12
5

+2
24 2 36 6 2
? 23 ? Ey Epy By | Es + g E(2E,+E)) Ey

6 1
(2 Ey+E\,) (Eg+4E;)Eqs+7 5 E¢ E 5 Ezz) Ey+7 5 Ess Ego E g Ezz) E;

16 2 27 21 2
?Ess E34 +12 Egq E34 Ey; - 5 —Esq +§E66E23+ E66+§E13 Es | Ey By
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2 4 2 3 3
+12 Esg By E\5 Eyy —gE23 (_E56 +5E66 E23+(5E13+E66J ESSJ E13j

as 4 ( ) (((_24 E, E 12 E, E 12 E  E J E
) |+ +—= +—
8y3 P CTlz o\ X, Y P L L P

6 12 18 2 12 2
+ _gEnElz_?EnEM_?EM ESS_?E66E24E14 Ey; +

36 6 6 2 6 2
_?E56E14+5E55E11+EE66(2E44+E12) Ey + _EE56 E,

12 12 12 6
+ (‘? E E,; _?Em (2ZE,+ Elz)j Es +?E66 E L E,; +gE14 (Egq+ 6 E3) Ess

12 1 1 2
+? E¢e Eyy E13j Ey + (_g E E,, _gEIS (2ZE, + Elz)] Eg

12 12 2 1
+ (‘? EnERE),~ ?E24 E ] Esq +5E55 (Ee + 0 E;3) (E\3 (2ZE+E,)+Ey, E23)]

12 4 36 3 8 2 9 2
= Eg Eyy +?E56 E;, E13—g —Esq +ZE66 Eyy+E (3E+Eg) |Ejz Eyy

E33_ 5

24 2 2 2 2 9’
T3 Ese Baa Bi E23_g(_E56 +Ess (3E;3+Eg)) Eyy Eyy m“t”&o(x’)’) +

24 12 2 12 5 2
?E22E44+?E22E12+6E24 E56_? E55(2E44+E12)+5E66E22 Ey |Ey +

18 18 2
_? E,) Es+ ? EsE, | Eyy +
3 2 24 12 3
_g Eso Eyy = 12E Ey By + ? Ey+ ? Ep, |Ess+0E Ey | Eyy + g Ess Eq Es)

7 2 24 12 12
E34+gE23 —Esg Eyy+ _7E44_7E12 E23_7E13E22 Esq

30 12 9 3 24 2
+ By T Eoo Exy + Ess | B+ By ||| Eyy = 2| S Ess By = By Exg By

2 6 6 2
+ (_Ess +3 Eg Eys + Egs (g E;;+ EssD Ey Eyy - g Es E 5 Eyy J E23j

2

5
0 6 6 2 2 6 6
o o cduy o(x,y) |+ s EsE\, By +gE14 Es | Es; + 5 66 E14_5E56 E\ | Es

| B! 12 1

+ (_5E56 Ey _?Ese Ey; E14+gE11 (Egs + O Ey3) Essj Es,
1 2

+g(_E56 +Es (Eg+0E3)) E\ E 5 | Eyy

2 2 2
_g (B3EwE;, —6E Ey Esg+(~Esq +Es5(3E;;+Eg)) E3) Eyy E13j
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0’ 6 » 12 6 2) 2
g cdus o(x,y) |+ _g Eg E, + ? Es E, Eyy — g Ee Eyy | Exy

2 2
+gE23 ((6 E55 E24 -6 Ezz E56) E34 - E56 Ezz -6 E56 E23 E24 + Ezz (6 E23 + Ess) E66) E33
5
2 2 2 2 0
_g s (3EssEyy —O0E Ey Eyy+Ey (—Esq + (3 Eyy+ Ess) Egg)) a_y5C4“3,o(x’Y)

3
2 2 0 6
+Ey; ((_E56 +EsE) ((2Ey—E) Exs+Ex Es+2E;, )(8 3 262u3’0(x,y)j+g
y 0x

2 2
((E24 E56 +(=2 E44 - EIZ) E55 + E66 Ezz) E33 + E55 E34 - E66 E23 - E56 E34 E23

EE.E.)E ( h 4Psi( )J 6
+ ——c4Psi(x,y) |- =
ss B3 Fa3) Bay ay2 y 5

(((ZE+E\) Esg—2E Eyy+ Eyy Ess) Exy+ (—Ess E\3+ 2 EGg Ey3) Eyy — E 3 Epy Egq)
83

o’ , 2
E,, ( 5 c4Psi( x, y)] —(EL E,—Ey E;5) (FEgg +EsE) (—3 c2u3’ ol X, y)]
dy dx ox

3
2 0
+3(EyyEyy—E) Eyy) (mEgg +Ess Egf) (—2 c2uy o(x, y)j
dy” dx
3

2 2 0

—(Ej, Eyy—E; ) (mEyg +EE) (8_))3 c2uy (X, y)j
6 2 o’ .

+g ((Ey Esq—Ess Eyy) Exy+ By By Ess— Es Eyy ) Eyy 8_y3 c4Psi(x, y)

6 2 83 .
- g Ey(EsgE\  Eys+ Eg Eyy —E\3 B3y Es) (Q c4Psi(x, Y)j + (

9 1 (2 1( 2
Eyy Eug | c2Psi(x. ) —gﬁ 5y CZRS32(e.7) | Eyy = | - 2RS 32(x ) E+5

2 2 2
j (=Esq + Ess Eﬁﬁ)D h / ((=Esg + Ess Eg) Es3 )

[ =0(cM2)
| => sqrt(5)/a”2*c 2*m23beta+c 4*m03beta=0+0(c”6) (siehe (5,beta))
| Gleichung (4,3):

1

5

> ml33_Psi;

o o
[—4 E, (W cduy o(x, y)j — /5 c2RS_32(x, y) E;,

o' o'
-4E, E, (—3 c4u3’0(x, y)j +2E, (—2 5 c4u3’0(x, y)j E,
dy ox dy” dx

o' o*
+E,, [Q cduy o(x, y)) E+4E, [—ay NE cduy o(x, y)) E;;,
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4

( 4
+4E, | —
24 dy” dx

cdusy o(x, y)j E,-2EE,, (—2 S cduy o(x, y)j
dy” dx

4

2 3_4 0
-E, 8y4 c4u3’ ox,y) |+4E, —ay2 N
4

2 o
_4E,E, (3— cduy (x, y)j ~E, [—4 cduy o, y)D ha / Ey,
dy” dx ox

| =>cM2*#m133=0+0(c"6) (siche (4,3))

| Gleichung (3,beta):

beta=1:

| Zunichst betrachten wir den Anteil mit "m031":

[ > tt:=truncate(c*2*invcvar (m031_Psi), 4);

4

d
cduy o(x, y)j E, +E, (; cduy o(x, y)j E
y

1 2
= —g ((—E56 +Es Egq)

2 > 2
En 45 9y RS32(60) |5 By By | - e2PsiCey) |+ By - ¢2RS_32(x.7) 5

2
+6 E44 ((E56 E14 +(=2 E44 - EIZ) E66 + E55 E11 ) E33 - E13 E34 E56 + E13 E66 E23 - E55 E13
3

+E E;, )( yax c4P51(x y)j— 12

1 1 1 1
((5 E,+ E44j Es + 5 EeE, —E,, Essj Ey; - 5 Y R (Ess E ;- 5 E¢ E23j E34j
83 3
Ey, ( 2 c4Psi(x, )’)J — 0 Eyy (Esq Eyy Exy + Esg E34 —Esg B3, Ey) (
dy” dx 9y’

c4Psi(x, y)j
> J’ . 2
+6 ((Esg By —Eqo Eyy) Ex3 — Esg By + Egg B Ey) Eyy ; c4Psi(x, y) || hc / (Es;
X

2 1
(=Ess + Ess Egq)) _g(

3
5((2E44+E12)E33_2E —EjEj5)( E56 +Egs E66)( yaaxu3 ol X, Y)j
FeeY
— 15 (-E By + Ey Ep3) ( E56 +Ess Ego) > Us o(X,y)
dy ox”
PE
+5(Ex By~ E13 ) ( E56 + Ess E66)( I 3 Uz o, 3’)]

a3
—S5(Ep Eyy—Ey Eyz) ( E56 + Ess E66)( 3 U3, o( % Y)Dhc /(E33( E56 + Es5 Egq)
y

L )
| Wir isolieren nacheinander alle Terme, die wir vernachlidssigen konnen:
> colsum(tt, c2Psi);
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1

=0(c"6)
> colsum(tt, c2RS_32);

(5

— c2RS_32(x, y)
ox

2
—hc E44(

0
— c2Psi(x, y)
dy

)
R

e

5
=0(c"6)

> colsum(tt, cd4Psi);

penl{;

—hc? E, —3C4Psi(x,y)
X
3

1

2
5 j E56 E13 -

N c4Psi(x, y)
X

3

dy

NP c4Psi(x, y)
y ox

3

2
c4Psi(x,y) |Ess E5 + (8

dy ox”

3

N c4Psi(x,y) |E\; By Ego + (

3

dy

c4Psi(x, y)

E12 E56 E33 - (
X

Y 9
83
2
y
0

0
+2[
0

_2[32

y~ dx
3

N c4Psi(x, y)
dy
3

; c4Psi(x, y)
X

3
- c4Psi(x, y)
dy

ox

3

3
Es Eyy Eyy + (
3

E\ EqEyy + (

3

2
ESS E34 + [

=0(c"6)

Die c"6-Terme werden hier nicht automati
aus c-Variablen und c-Potenzen sind. Also
verbleibenden Terme, die alle u[3,0] entha

E56 E14 E33 - (ay

E11 E55 E33 -2 E33 E44 E66 (

'y 0X

c4Psi( x, y)) E L E E;+ [
c4Psi( x, y)) E, B Eg+ [
ox
8y3

; c4Psi(x, y)
X

— ¢2RS_32(x, y)
dy
E33

a3

2E;E, Esg ( 2 c4Psi(x, y)
dy” dx

|

3

N c4Psi( x, y)j E E,E,;

3

0
——c4Psi(x, y)
dy ox” (5

3

. 2
N c4Psi(x, y)j E E;,
3

m c4Psi(x, y)j EL,E E,

3

g c4Psi( x, y)) E E, E,
y" 0x

3

5 c4Psi(x, y)j E E Eg
dy” dx
3

———c4Psi(x, y)
2 d g

j E66 E34 E23
X

c4Psi(x, y)j EEE,,
c4Psi(x, y)j EE,E,,

2
J E¢s Esy E13J / (Ey; (=Esq + Ess Egq))

sch von "truncate" eliminiert, da sie eine Mischung
1solieren wir durch den "colsum" Befehl die
Iten:

[ > tt:=cvar (colsum(truncate (c*2*invcvar (m031 Psi),4),u[3,0]));
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9’ 2 0’
h (% cdu, o(x, y)) E, h (8_3)3 cdus o(x, y)j E, E,, 33
—h ( j E,,

- c4u3’ o(X, y)
dy

dy” dx

dy ox

a3
—-h [Q c4u3’0(x, y)j E,,

E; Es
( 3
h| ——— c4u, (x, y)] E . E
ayz o 30 23 F13 . ( e e )j .
+ - ———cdu, (x,y
E, ay2 oy 30 44

0’ 2
2h —ay2 o cduy o(x,y) | Eyy

83
—h( 25 c4u3’0()c,y)]E12

a3
-3 h( N c4u3’0(x,y)j E,+

E33

83
3h [—2 cduy o(x, y)) E,, E,,
dy ox ’

E33

E Es gilt: "tt" ist gleich "m031_Psi"+O(c”6).

[ Uberpriifen von Gleichung (3,1):

> simplify (tt+sqrt (5)*m231_Psi/a*2);

d
hE, (a_y c4Psi(x, y)j

| =0(c"6). Somit ist die Probe erfolgreich.

| beta=2:

| Zunichst betrachten wir den Anteil mit "m032":

N

[ > tt:=truncate(c*2*invcvar (m032_Psi),h 4);

9 1 (2 1(2d
Eyy Eug | 5 c2Psi(x. ) —gﬁ 5y CIRS32(6.7) | Eyy = | 5~ 2RS 32(x ) Ey+5

2 6 2 2
j (_E56 + E55 E66) + g ((E24 E56 +(=2 E44 - EIZ) E55 + E66 Ezz) E33 + E55 E34 - E66 E23

o’ , 6
—Eso By By + Ess Ef3 Eyy) Eyy ( 5 - c4Psi(yx, )’)j -z
dy” dx 5

(((2EY+E,)E—2EGE) +E | Es) Exy;+ (=Ess E3+2E Eyy) Eyy —E\3 Epy Egq)

o’ . 6 2 o’ _
E,, ( 5 c4Psi( x, y)j -~ E,(EgxE,Ex+tEE, —E;E, Ey) (—3 c4Psi(x, y)
dy dx 5 ox

6 2 ’ .
+g ((Ey Esq—Ess Eyy) Exy + Eyy By Ess — Esg Eyy ) Eyy (; c4Psi(x, Y)D hc / (Ej;
y
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2
(_E56 + E55 E66)) + (

3
—(EpEy—Ey )( E56 + Ess Ess)(

—(E By —Ey Efp)( E56 + Es; E66)[

+3(Ep Eyy—Ey Ep) ( E56 +Ess Egq) (

2
(_E56 + E55 E66) )

| > colsum(tt,c2Psi(x,y));

hc2E44(

ox

| =0(c”6)
[ > colsum(tt,c2RS_32);

AG

—c2RS_32(x, y)
ox

2 0
(_E56 + E55 E66) ((-2 E44 12) E33 + E23 E13 +2 E34 ) ( 8
y X

o2

3

5 Uy (X, y)j

3 U3, o(x y)j
y

3

u3 o(x y))

83
5 2o us o(x, y)Dhc /(E33

| Wir isolieren nacheinander alle Terme, die wir vernachlidssigen konnen:

J

—c2RS_32(x, y)
dy

c2Psi(x, y)

jE%j W s

(9]

[ =0(ch6)
> colsum(tt, cd4Psi);

Y

a3
+2E, E, Egs (—ayz o c4Psi(x, y)j + [a 2

E33

3
c4Psi(x, y)j E E, E

X
c4Psi(x, y)) E E, E,

c4Psi(x, y)) EE E),

c4Psi(x, y)] E E, E,,

c4Psi(x, y)j 232

6/125[(83 4Psi )]E Ez[
——hc - c4Psi(x, y -
5 44 8y2 O 55 B34 8y2 3
3 3
+ c4Psi(x,y) |E< E, E. — (
8y2 O 55 B2 B33 8y2 9
3 ( 83
+ c4Psi(x,y) |Es Eyy E,n —
8y2 O 56 34 £23 8y2 O
3 3
+ c4Psi(x,y) |E,, Es. E;n —2 [
dy 9 12 Fs56 ©33 Ay 9
3 a3
. 2 . 2
+| T eAPsi(x, y)j E E,; + [—3 c4Psi(x, y)) Ey E;,
dy ox
( > 3
+2E . E E —C4Psi(x,y)j+[
33 Lug Es6 dy 9 ay B

3

C4P51(x y)] Ey Ey
X
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3 3

— 5 c4Psi(x, y)j E,E E+2 [ 5 c4Psi(x, y)] E E, E,,
dy ox dy ox

0’ o’
— 5 c4Psi(x, y)j ELE E+ (—3 c4Psi(x, y)j E E ,E,,
dy ox ox
3 3

- ; c4Psi(x, y)j ELEy, Eg+ (; c4Psi(x, y)j E, EE,,
y

X

o’ ) 9’ )
_ 8_)13 c4Psi(x, y)j EEy,E, — (a_ﬁ c4Psi(x, y)j E,, E;, Essj / (Ey

L (_ES62 + E55 E66) )

| =0(c"6)

| Wir isolieren durch den "colsum" Befehl die verbleibenden Terme, die alle u[3,0] enthalten:
[ > tt:=cvar (colsum(truncate (c*2*invevar (m032),4),u[3,0]1));

9’ J
3h|——c4u, (x,y) |E,. E
[ 25, 710 y 23 B34 3h[ 5

% s )J E
= cdu, o(x,y
E33 yz ax 3,0 24
0’ 2
3 h| 5 cduy o(x,y) | Eyy 3
) dy
—h| S cduy o(x,y) |Ep+ —h 5 cduy o(x,y) | Epy
’ E33 ay ax ’

o’ 2
2h (W cduy o(x, y)j E,

a3
-2h ( N c4u3’ ol X, y)j E,+ E.

3
h c4u (x,y)JE E
[ayaxz o5 [ B h(y o >JE
+ —h| —cdu, 4(x,y
E33 ax3 3,0 14

83
h [g c4u3’ ol X, y)) E, E,;

L Es

| Es gilt: "tt" ist gleich "m031_Psi"+O(c"6).

| Uberpriifen von Gleichung (3,1):

> simplify (tt+sqrt (5)*m232_Psi/a*2);

+

J
-hE,, (a c4Psi(x, y)]

| =0(c”6). Also ist auch diese Probe erfolgreich.
| => sqrt(5)/a”2*m23beta+c2*m03beta=0+0(c”6) (siche (3,beta))
{ Gleichung (2,3):
Wir betrachten die Summanden einzeln:
> ttl:=simplify (algsubs (nebengl, simplify(1/a*2/h* (diff (m231_Psi
,x)+diff (m232_Psi,y)))),size);
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1
1l = —g 5 ¢2RS_30(x, y)

[ > tt2:=simplify (algsubs (nebengl, algsubs(su_c2u_2_1 Psi,algsubs(
su_c2u_1 1 Psi,algsubs(su_gl23 Psi,cvar(ml(1,3,3)))))));

I
nz:=—g(c2RS_30cn}q4~J§c2Rs_3zcny))ha

| Das ergibt fiir die Summe:

| > simplify (-h*ttl+sqrt (5)/a*tt2);

L —h c2RS_32(x, y)

| => -1/a"2*m23alpha,alpha+sqrt(5)/a*m133=-h*c2RS_32+0(c"6)=a*c 2*P"2_3+0(c"6)

| (siehe (2,3))

| Gleichung (1,beta):

| beta=1:

| > simplify(-1/a* (diff(ml1ll_Psi,x)+diff (m1ll2_Psi,y))+m031_Psi-h*
E[44]*diff (op(1,Psi_gl2),y));

L 0

| beta=2:

[ > simplify(-1/a* (diff (m112_Psi,x)+diff (m122_Psi,y))+m032_Psi+h*
E[44]*diff (op(l,Psi_gl2),x));

0
| => 1/a*mlbeta alpha,alpha+m03beta=0+O(c”6) (siche (1,beta))
| Gleichung (0,3):
[ > tt:=simplify(-1/h* (diff (m031_Psi,x)+diff (m032_Psi,y))=-RS_30(
X,¥)):
| Die Gleichung "tt" ist die negative "hauptgl_Psi":
| > simplify (tt+hauptgl_ Psi);

0=0

| [ => -m03alpha,alpha=aP"0_3 (siehe (0,3))

=113 Vergleich eines isotropen und eines orthotropen
Materials

| In diesem Abschnitt wollen wir die Koeffizienten der Differentialgleichungen "hauptgl" und
"Psi_gl" fiir zwei Materialien, ein orthotropes und ein isotropes, miteinander vergleichen. Fiir
| Details siehe Kapitel 9 der Diplomarbeit.
[ > restart;
| Zunéchst stellen wir die Elastizitdtsmatrix fiir den orthotropen Textilbeton auf. Durch die
Eingabe von Briichen bei den Querkontraktionszahlen (nu) berechnet Maple spiter die
Koeffizienten symbolisch. Wiirden wir stattdessen Gleitpunktzahlen (z.B. nu[12]=0.22)
| angeben, so wiirde Maple in rundungsfehlerbehafteter Gleitpunktarithmetik rechnen.
> E[1]:=28858:
E[2] :=19242:
E[3]:=27390:
G[12]:=11786:
G[13]:=11972:
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G[23]:=11714.:

nu[l2]:=22/100:

nu[23]:=12/100:

nu[31]:=18/100:

nu[2l1] :=nu[l2]*E[2]/E[1];

nu[32] :=nu[23]*E[3]/E[2];

nu[l3]:=nu[31]*E[1]/E[3];
Diam:=1-nu[l2]*nu[21]-nu[23]*nu[32]-nu[l3]*nu[31]-2*nu[21] *nu
[13]1*nu[32];

105831
Vor i=
721450
913
Vo =~
3275345
43287
Vi3 =
228250
397654539350569
Diam =
440083147281250

| > ET2_orth:=array(l..6,1..6, [

[(l-nu[23]*nu[32])*E[1l]/Diam, (nu[l2]+nu[l3]*nu[31])*E[1l]/Diam
, (nu[13]+nu[12]*nu[21])*E[1]/Diam, 0,0,0],
[(nu[l2]+nu[13]*nu[31])*E[1]/Diam, (1-nu[31]*nu[l1l3])*E[2] /Diam
, (nu[23]+nu[13]*nu[31])*E[1]/Diam, 0,0,0],
[(nu[l3]+nu[l2]*nu[21])*E[1]/Diam, (nu[23]+nu[l1l3]*nu[31l])*E[1]
/Diam, (1-nu[21]*nu[l2])*E[3]/Diam,0,0,0],

[0,0,0,G[12],0,0],

[0,0,0,0,G[23],01],

[0,0,0,0,0,G[13]]

1);

ET2 orth =

[12439600815691819000 3227513298530935285 2818360714780794075 0.0.0
397654539350569 ~ 397654539350569 ~  397654539350569

3227513298530935285 8179009166034633285 1957521352106704035 0.0.0
397654539350569 ©  397654539350569 ~  397654539350569 7

2818360714780794075 1957521352106704035 11664871571473762125 0.0.0
397654539350569 ©  397654539350569 ©  397654539350569 T

0, 0, 0, 11786, 0, 0

0, 0, 0, 0, 11714, 0

10, 0, 0, 0, 0, 11972

| Diese Matix sollte s.p.d. sein. Wir iiberpriifen dies zunichst durch Berechnung der Eigenwerte.
| > with(LinearAlgebra) :

ev:=Eigenvalues (convert (ET2_orth,Matrix));

[11714]
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[11786]
[11972]

{5(3926959740859332083558186089154409418454724300344501150—k28212502681\

403678211144842713810660237773752261208482275027830904443182959969025153\

(1/73)
41766801814221773438134793" 2y /1 1192963618051707 +

16405541764523352283019333156584508090 / (1192963618051707 (
3926959740859332083558186089154409418454724300344501150 + 282 125026814036
782111448427138106602377737522612084822750278309044431829599690251534176\

172y (173 32283481553200214410
6801814221773438134793 ) +
1192963618051707

{—-5(3926959740859332083558l860891544094184547243003445011504-2821250268

140367821114484271381066023777375226120848227502783090444318295996902515\

(173)
341766801814221773438134793" ' °)y  12385927236103414 —

8202770882261676141509666578292254045 / (1192963618051707 (
3926959740859332083558186089154409418454724300344501150 + 282 125026814036
782111448427138106602377737522612084822750278309044431829599690251534176\
172y (1730 32283481553200214410 5
6801814221773438134793 ) + 1
1192963618051707 795309078701138

\/3-((3926959740859332083558186089154409418454724300344501150—k282,1250268
140367821114484271381066023777375226120848227502783090444318295996902515\

112y (113
341766801814221773438134793 ) /13-

3281108352904670456603866631316901618 / (3 (
3926959740859332083558186089154409418454724300344501150 + 282 125026814036
782111448427138106602377737522612084822750278309044431829599690251534176\

(1/3)
6801814221773438134793( )) ))}

[—-5(39269597408593320835581860891544094184547243003445011504-2821250268

140367821114484271381066023777375226120848227502783090444318295996902515\

(1/3)
341766801814221773438134793(“2)) /2385927236103414 —

8202770882261676141509666578292254045 / (1192963618051707 (
3926959740859332083558186089154409418454724300344501150 + 282 125026814036
782111448427138106602377737522612084822750278309044431829599690251534176\
172y (173 32283481553200214410 5
6801814221773438134793 ) + - I
1192963618051707 795309078701138
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ﬁ ((3926959740859332083558186089154409418454724300344501150 + 282 1250268
140367821114484271381066023777375226120848227502783090444318295996902515\

112y (113
341766801814221773438134793 ) /13-

3281108352904670456603866631316901618 / (3 (
3926959740859332083558186089154409418454724300344501150 + 282 125026814036
782111448427138106602377737522612084822750278309044431829599690251534176\

(1/3)
6801814221773438134793( )) ))}

| Es sind imaginire Anteile entstanden. Um diese gegen die reellen Anteile abschitzen zu
| konnen, lassen wir Maple die exakten Eigenwerte als Gleitpunktzahlen darstellen.
| > evalf (ev);

11714.
11786.
11972.

41641.48498 — 0.000019 1
16099.74709 — 0.00004217908883 1
| 1 23443.51085 + 0.00006017908883 1
| Da alle Realteile positiv sind und die Imaginiranteile sehr klein sind, kann die Matix in guter
Niéherung als s.p.d. angesehen werden, auch wenn sie es streng mathematisch betrachtet nicht
| ist. Die Imagindranteile sind wohl auf Rundungsfehler in Matheas (2006) zuriickzufiihren.
| Nun die Elastizitdtsmatrix fiir den unverstirkten Feinbeton:
> E_iso0:=25000:

nu_iso:=2/10:

Ell:=(l-nu_iso)*E_iso/ (l+nu_iso)/(1-2*nu_iso):
El2:=nu_iso*E_iso/(l+nu_iso)/(1-2*nu_iso):
ET2_iso:=array(l..6,1..6, [
[E11l,E12,E12,0,0,0],

[E12,E11,E12,0,0,0],

[E12,E12,E11,0,0,0],
[0,0,0,simplify (1/2* (E11-E12)),0,0],
[0,0,0,0,simplify(1/2* (E11-E12)),0],
[0,0,0,0,0,simplify(1/2* (E11-E12))]

1);
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250000 62500 62500 ]
0 0 0
9 9 9
62500 250000 62500
0 0 0
9 9 9
62500 62500 250000 0 0
o 9 9 9
ET2 iso := 31250
0 0 0 - 0 0
3
31250
0 0 0 I
3
31250
0 0 0 0 0 T

| Wieder iiberpriifen wir, ob die Matrix s.p.d. ist, durch Berechnung der Eigenwerte:
| > Eigenvalues (convert (ET2_iso,Matrix));

125000 |

3
62500

3
62500

3
31250

3
31250

3
31250

3

| Die Elastizitdtsmatrix ist tatsichlich s.p.d..

| Und schlieBlich stellen wir noch die Elastizitdtsmatrix fiir den homogenisierten Textilbeton

| auf:

> E iso:=(E[1]+E[2]+E[3])/3;
nu_iso:=(nu[l2]+nu[23]+nu[31])/3;
Ell:=(l-nu_iso)*E_iso/ (l+nu_iso)/(1-2*nu_iso):
El2:=nu_iso*E_iso/ (l+nu_iso)/(1-2*nu_iso):
ET2_iso_2:=array(l..6,1..6, [
[E11l,E12,E12,0,0,0],
[E12,E11,E12,0,0,0],
[E12,E12,E11,0,0,0],
[0,0,0,simplify(1/2* (E11-E12)),0,0],
[0,0,0,0,simplify(1/2* (E11-E12)),0],
[0,0,0,0,0,simplify (1/2* (E11-E12)) ]
1);

75490
E _iso = T
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13

nu_iso =

75
(29252375 12267125 12267125 0 0 ]
1078 2156 2156
12267125 29252375 12267125 0 0
2156 1078 2156
12267125 12267125 29252375 0 0
. a 2156 2156 1078
ET2 iso 2 := 943625
0 0 0
88
943625
0 0 0
88
943625
0 0 0 0
L 88 |

| Auch hier iiberpriifen wir, ob die Matrix s.p.d. ist, durch Berechnung der Eigenwerte:
| > Eigenvalues (convert (ET2_iso_2,Matrix));

1887250 ]

49
943625

44
943625

44
943625

88
943625

88
943625

88

| Die Elastizitdtsmatrix ist spd.
| Durch den "restart” am Anfang dieses Abschnittes miissen wir wieder einige Hilfsroutinen
| laden, die aber bereits alle bekannt sind.
> diffit:=proc(t,n)
local out;
if (n=1) then
out:=diff (t,x);
else if (n=2) then
out:=diff(t,y);
else if (n=3) then
out:=diff(t, z);
else
ERROR ("invalid input");
fi;fi; £fi;

return out;
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L end proc:
[ > levi:= proc(i, j, k)

return -1/2% (j-i)* (k-j) * (i-k) ;
| end proc:
| > kron:= proc(i, Jj)

if (i=j) then return 1;

else return O;

fi;
| end proc:
| Nun stellen wir die Differentialgleichungen auf. Einkommentieren der entsprechenden Zeilen

in diesem Abschnitt liefert letztlich die Differentialgleichung fiir das entsprechende
| Materialgesetz.
[ > #ET2:=ET2_iso:
[ > ET2:=ET2_iso_2:
[ > #ET2:=ET2_orth:
| > for i from 1 to 3 do
for j from 1 to 3 do
for k from 1 to 3 do
for 1 from 1 to 3 do
if (i=j) then

r:=i;

elif ((i=1 and j=2) or (i=2 and j=1)) then
r:=4;

elif ((i=2 and j=3) or (i=3 and j=2)) then
r:=5;

elif ((i=1 and j=3) or (i=3 and j=1)) then
r:=6;

fi;

if (k=1) then
ET4[i,j,k,1]:= ET2[r, k];
elif ((k=1 and 1=2) or (k=2 and 1=1)) then
ET4[i,j,k,1]:= ET2[r,4];
elif ((k=2 and 1=3) or (k=3 and 1=2)) then
ET4[i,j,k,1]1:= ET2[r,5];
elif ((k=1 and 1=3) or (k=3 and 1=1)) then
ET4[i,j,k,1]:= ET2[r, 6];
fi;
od;
od;
od;
od;
L unassign('i','5','k','1','x");
| Zunichst stellen wir "hauptgl_Psi" auf. Die folgenden Befehle wurden alle aus A(10)
| Uubernommen.
[ > T:=0:
T Psi:=0:
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for alpha from 1 to 2 do
for beta from 1 to 2 do
for Gamma from 1 to 2 do
for delta from 1 to 2 do

T:=T+5*c*2*ET4[3,3,3,3]*(ET4[2,3,2,3]*ET4[1,3,1,3]-ET4[2,3,1,
3]172)

* (ET4 [alpha,beta, Gamma,delta] *ET4([3, 3,3,3]-ET4[alpha,beta, 3,3
] *ET4 [Gamma, delta, 3, 3])

*diffit (diffit (diffit (diffit(w(x,y,z),alpha),h beta), Gamma),h del
ta);

for epsilon from 1 to 2 do

for zeta from 1 to 2 do

T:=T+5*c*2*ET4[3,3,3,3]*(ET4[2,3,2,3]*ET4[1,3,1,3]-ET4[2,3,1,
3]172)

* (ET4 [alpha,beta, Gamma,delta] *ET4([3, 3,3,3]-ET4[alpha,beta, 3,3
] *ET4 [Gamma, delta, 3, 3])

*diffit (diffit (diffit (diffit (-2/5*c”*2*ET4[epsilon, zeta, 3,3]/E
T4[3, 3,3, 3]

*diffit (diffit(w(x,y, z),epsilon),h zeta), alpha),h beta),h Gamma),h de
lta);
T Psi:=T_Psi+levi(3,alpha,beta)*ET4[alpha, 3,Gamma, 3]

* (ET4[3,3,3,3]*ET4[delta,epsilon, zeta,beta] -ET4[delta,epsilon
,3,3]*ET4[zeta,beta, 3, 3])

*diffit (diffit (diffit (diffit (c4Psi(x,y),delta), epsilon), zeta)

, Gamma) ;
for xi from 1 to 2 do
for theta from 1 to 2 do
for iota from 1 to 2 do

for kappa from 1 to 2 do

T:=T+6*c”4*levi (3,alpha,beta) *levi (3, Gamma, delta) *ET4 [alpha, 3
, Gamma, 3]

* (ET4 [beta, epsilon, zeta,xi] *ET4[3, 3, 3,3]-ET4 [beta,epsilon, 3,3
]*ET4 [zeta, xi, 3, 3])

* (ET4 [delta, theta,iota, kappa] *ET4([3, 3,3,3]-ET4[delta, theta, 3,
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1 T

vV VV VY

3]1*ET4 [iota, kappa, 3, 3])

*diffit (diffit (diffit (diffit (diffit (diffit(w(x,y,z),epsilon),
xi) , zeta),theta), iota),h kappa);
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
T Psi:=T_Psi*(-6)*ET4[1,2,1,2]*ET4][3,3,3,3]:
T2:=5*ET4[3,3,3,3]*(ET4[2,3,2,3]*ET4[1,3,1,3]-ET4[2,3,1,3]"2)
*a/h*ET4([3,3,3,3]1*P[3,0] (x,y,2):
for alpha from 1 to 2 do
for beta from 1 to 2 do

T2:=T2+5*ET4[3,3,3,3]1*(ET4[2,3,2,3]*ET4[1,3,1,3]-ET4[2, 3,1, 3]
A2)
*a/h* (1/sqrt (5) *c*2*ET4 [alpha, beta, 3, 3]
*diffit (diffit (P[3, 2] (x,y,z),alpha), beta));
od;
od;
unassign('beta', 'epsilon’', 'zeta', 'xi', "theta');
unassign('alpha', 'Gamma', 'delta’', 'iota', 'kappa');
#gl_iso:=T+T_Psi=T2:
gl_iso_2:=T+T_Psi=T2:
#gl_orth:=T+T_Psi=T2:

Nun stellen wir die Differentialgleichung (71) auf . Wiederum folgen wir dem Vorgehen in

L A(10).
> T:=0:
T2:=0:
for alpha from 1 to 2 do
for beta from 1 to 2 do

T:=T+ET4[alpha, 3,beta, 3] *diffit (diffit (c4Psi (x,y),halpha), beta
)i
for Gamma from 1 to 2 do
for delta from 1 to 2 do
for epsilon from 1 to 2 do
for zeta from 1 to 2 do
T2:=T2+levi (3, alpha,beta) *ET4 [alpha, 3, Gamma, 3]
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* (ET4[3,3,3,3]*ET4[delta,epsilon, zeta,beta]-ET4[delta,epsilon
,3,3]1*ET4[zeta,beta, 3, 3])

*diffit (diffit (diffit (diffit (c4ul[3,0] (x,y),delta), epsilon), ze
ta), Gamma) ;
od;
od;
od;
od;
od;
od;
T:=T*(-6) *ET4[3,3,3,3]*ET4[1,2,1,2]:
T2:=T2*6:
[ > unassign('alpha', 'beta', 'Gamma', 'delta’', 'epsilon', 'zeta');
> #Psi_iso:=5*ET4[3,3,3,3]*(ET4[2,3,2,3]*ET4[1,3,1,3]-ET4[2,3,1
,3]172) *c2Psi (x,y) +T+T2=0:
> Psi_iso 2:=5*ET4[3,3,3,3]*(ET4[2,3,2,3]*ET4[1,3,1,3]-ET4[2, 3,
1,3]172) *c2Psi(x,y)+T+T2=0:
> #Psi_orth:=5*ET4[3,3,3,3]*(ET4[2,3,2,3]*ET4[1,3,1,3]-ET4[2, 3,
1,3]172) *c2Psi(x,y)+T+T2=0:
Nun fithren wir noch die Normierung, wie in Kapitel 9 der Diplomarbeit beschrieben, durch.
Es entstehen dabei die folgenden Differentialgleichungen (70 bzw. 85) fiir die
| unterschiedlichen Materialien:
| Feinbeton:
[ > gl_iso_norm:=simplify(simplify(gl_iso/ (coeff(op(2,gl_iso),P[3
,01(x,y,2z),1)*h/a)),size);

15625 J' ,[d°
gl_iso_norm := c |10 . w(x,y,2)|+29¢ N w(x,y,2)
ox ox

6
6 4 6

0 0
+87c2{a 2 4w(x,y,z)J+20(a 2y 2W(x,y,z)j+87c2(a . 2W(x,y,z)J
y ox y” ox y" ox

a° o'
+29 ¢ nguQa@ +H)57W&a%Z) =
y y

82 82
X a (20 Py o(x, 9, 2) +«/§ ¢ (g Py o(x, y, z)j +«/§ ¢ (a_yz Py 5(x,y, Z)D

20 h

| Homogenisierter Textilbeton:

[ > gl_iso_norm 2:=simplify(simplify(gl_iso_2/ (coeff(op(2,gl_iso_
2),P[3,0] (x,y,z),1)*h/a)),size);

y L. 14154375 [ J' ( | a37 2 9° ( :
:=— — b b + — b b
gl_iso_norm_ 84568 c 8x4w X, ¥, 2 c 8x6w X, ¥, 2

6 4 6

J J
+1311 ¢ (a 3 4W(x,y,z)J+310 (a . 2w(x,y,z)J+ 1311 ¢ (a . 2W(x,y,z)J
y" ox Y

y" 0x X
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o 9"
+437¢° ;w(x,y,z) +155 ;W(x,y,z) =
y y

[ 2 J 2 9’
a 310P3’0(x,y,z)+13 5¢ ;P&Z(x,y,z) +134/5 ¢ ;P&Z(x,y,z)
X y

L 310 h
| Textilbeton:
| > gl_orth_norm:=simplify (simplify(gl_orth/ (coeff (op(2,gl_orth),
P[3,0]1(x,y,2z),1)*h/a)),size);
342159498089992175558351007239165 o' ( )
. b b +
11571160913845829224452811199 ox” Wi 2
339767168178863049130214936521745192357149700222549261840856067079
4007380523280815429556722491756778267069447946218818740797930
6
NS .
< 5e w(x, y,z)

X

gl_orth_norm :=

15737639869365211075255073309186453202989303899993172699998132194019746
586780693 12139339927284309085548625775564391552509053412133690025
4( 9° j 705817772868664703507699364819800 2( o
w(x,y,2) |+

dy” ox* 11571160913845829224452811199 9 9

W(x,y,z)J

+
61787024229463712434290012068365192708059049786798180132384549000905944
293390346560696699636421545427743128877821957762545267060668450125

6
c4( L w(x,y z)j +
oy* ox? o
18919507884770859296791972972187952830345119172094993878332744602672

490127541865514032135685842679156580150053387508428444805660625
4 o° 1142191476891138866389477892517768 o
c —6w(x,y,z) + —4w(x,y,z)
dy 57855804569229146122264055995 dy
4621436031408527556049828088950146987 o
2443885089046726507837192828569653 dy o

745026832973080987050567609654425759676[ o*

c4Psi(x, y )J

c4Psi(x, y) |=
61097127226168162695929820714241325

dy” ox
1
3637315737908875

a [3637315737908875 P o(x,y,2)

82
+ 175763062973545 4/ 5 ¢* (; Py (X, Y, Z)]
X

82
+ 122078038796801 /5 ¢* (; Py (X, Y, Z)j] I h
L y
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| Nun die zweite PDE (71 bzw. 86) fiir die unterschiedlichen Materialien:

| Feinbeton:

| > Psi_iso_norm:=simplify (Psi_iso/coeff (op(l,Psi_iso),c2Psi(x,y)
,1),size);

Psi i = c2Psi( )98—24P'( ) §a—24P'( )|=0
si_iso_norm := c2Psi(x, y 5 8x2c si(x, y 5 8y2c si(x, y) |=

| Homogenisierter Textilbeton:
| > Psi_iso_norm 2:=simplify(Psi_iso_2/coeff(op(l,Psi_iso_2),c2Ps
i(x,y),1),size);

Psi i 2 = c2Psi( )§8—24P'( ) §a—24P'( )|=0
si_iso_norm_2 := c2Psi(x, y 5 axzc si(x,y 5 ayzc si(x, y) |=

| Textilbeton:
| > Psi_orth_norm:=simplify (simplify (Psi_orth/coeff (op(1l,Psi_orth
) ,c2Psi(x,y),1)),size);

. 35358 ( 9° . 17679 ( 9 .
Psi_orth_norm = c2Psi(x,y) — N c4Psi(x,y) |- - N c4Psi(x, y)

29285 \ 9x 14965 \ 9y

65090648329697571211969409703523197 ot
+
405684924781756600300974009542562398 \ 9y ox’

5246667837838598500356109927143843378 (  o*
5071061559771957503762175119282029975 8y3 o0x

c4u3, ol X, y)J

cduy o(x, y)J =0
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