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DIE GODELSCHEN UNVOLLSTANDIGKEITSTHEOREME
MIT DER VERKETTUNGSFUNKTION STATT ADDITION UND MULTIPLIKATION
von Michael Deutsch 22.11.07

Godels Formulierung seiner Unvollstandigkeitstheoreme bezieht sich auf ein Axio-
mensystem, das Axiome fir Addition und Multiplikation verwendet. In [68] wurde das
Axiomensystem Gd&dels mit den Grundbegriffen 0,1,+,% durch ein einfaches Axio-
mensystem ersetzt, das als einzigen Grundbegriff folgendes Priddikat E verwendet:
xEy gdw. y hat in der Dualdarstetiung an der x-ten Stelle die Ziffer 1

{die Stellen werden von rechts mit Null beginnend gezéhit)
Semiotisch naheliegender als der Rickgriff auf E ist die Verwendung der Ver-
kettungsfunktion bzgl. der Ublichen Dualdarsteliung und der beiden dyadischen
Nachfolgerfunktionen fp° = Ax x0 und f{° = Ax x1. Aus praktischen Grinden be-

trachten wir die Menge Ny der natirlichen Zahlen ohne die Null. [Ny wird mit diesen

beiden Nachfolgerfunktionen aus dem Anfangselement 1 im Sinne von [5] als Term~
bereich erzeugt. Wie schon in [8] kénnen wir im Axiomensystem auf ein Induktions-
schema verzichten.

Die Verkettungsfunktion Axy xy wird im folgenden mit v bezeichnet. Statt xy
schreiben wir auch o(x,vy).

Nihme man die 0 zum Grundbereich hinzu, so wére bel der Gblichen identifizierung
von 0..0x mit x die Verkettungsfunktion nicht assoziativl Zum Beispiel ist (10)0 =
100, aber 1(00) = 10. Aus diesem Grunde schiieBen wir hier die Nuli aus den
natiirlichen Zahlen aus.

Es sei betont, daB wir die Ubliche Dualdarstellung natlriicher Zahlen verwenden,
und nicht etwa die in [4] benutzte abgeanderte Dualdarstellung, bei der jedem Wort
Uber dem Aiphabet {0,1} umkehrbar sindeutig eine natirliche Zah! entspricht.

Wir benutzen V¥V in der Bedeutung "eniweder oder”, d.h. als ausschlieBendes "oder”,
bei mehrstelligen Verknipfungen mit ¥ wird behauptet, da8 genau siner der Falle
zutrifft. Das Ubliche nicht ausschlieBende "oder" wird mit V bezeichnet.

Aus optischen Grinden schreiben wir im Axiomensystem x0 statt fg{x). Man beachte

aber, daf 0 keine Individuenvariable ist. Nicht 0 ist ein Grundbegriff, sondern fy.

Es handelt sich nur um eine suggestive Schreibweise. Der entsprechende "Sonder—
fall" muB daher bei Kirzungsregel und Assoziativgesetz eigens aufgeflhrt werden.

AXIOMENSYSTEM M™:

A1 Vx (x=1 ¥V Ju x=u0 ¥V Ju u1)

Ap Vxyz (xz=yzVax =2y VX0 =y0~»x =y)
Ag Vxy (xy + x A x0 # x)

Ag  Vxyz x(yz) = (xy)z A Vxy x(y0) = (xy)0

A V¥xyab (xy = ab » yENDb V bENDy)

Dabei stehe xENDy fir x=y V Jz y=zx.

in diesem Fall heit x Ende von y. Man beachte, daB z.B. das einzige Ende von 1000
(in Dualdarstellung) die Zahl 1000 selbst ist, die einzigen Enden von 1001 die
Zahlen 1 und 1001.

DEFINITION.

1. Eine Formel B erster Stufe heiBt VK-Formel genau dann, wenn sie neben 1,0,fg
hichstens Individuenvariablen frei enthalt. Dabei sind

1 eine ausgezeichnete Individuenvariable,

v eine zweistellige Funktionsvariable,
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fg sine einstellige Funktionsvariable.

Xy steht fir o(x,y).

f1{x) steht fur v(x,1).

Mit Individuenvariabien meinen wir von jetzt an immer von 1 verschiedene Individu-
envariablen. Als Individuenvariablen werden die Zeichenreihen §, I, W, .... verwendet.
Die Anzahl der Striche einer Individuenvariablen heiBt ihr Index. Die Anzahl der

verschiedenen frei vorkommenden Individuenvariablen heiBt Stelligkeit der Formel.
2. Hat eine n-stellige VK-Formel B als freie Individuenvariablen genau xq,...Xp,

wobei diese paarweise verschieden und nach aufsteigendem Index geordnet sind, so
schreiben wir deutlicher B[xq,..,Xp} statt B. Ferner bezeichnen wir flr beliebige

Terme T{,...,Tp der Sprache der VK-Formein mit B(Tq,...,Ty) die Formel, die durch
simuitane verallgemeinerte Substitution von T fir x; aus B[xy,...,xp] hervorgeht.

3. Unter einer Dualdarstellung verstehen wir einen Term, der sich in endlich vielen
Schritten aus 1 mit Ubergéngen von T zu fj(T) (i=0,1) erzeugen |&Bt. Jeder natiir-

lichen Zahi n entsprichi genau eine Dualdarsteliung, die wir mit n® bezeichnen.
4. Das n-stellige Pradikat P Uber Ny heiBt in M durch die VK-Forme! A semi-

reprasentiert, gdw. A n-stellig ist und fur alle iy,...,in aus Ny
(a) die Formel A[i1°,....ix°] aus M" ableitbar ist, falis Piy...iy gilt, und
(b} im Standardmodeli I° Uber Ny die Formel Afi4°,...,in°] genau im Falle Piq...In

giit.

5. Eine VK~Formel heie Y-beschrankt, gdw. sie sich aus Gleichungen und negierten
Gieichungen durch endlich viele Ubergénge folgender Art erzeugen laBt:

a) von A,B zu (AAB) bzw. (AVB),

b) von A zu dx A,

c) von A zu Vx (=xENDy V A), auch geschrieben Vx xgnpy A

6. In einem beliebigen Modell I Uber D bezeichnen wir mit 1, fg, v die Deutungen
der Grundbegriffe 1, fg, 0. Statt v(x,1) schreiben wir auch fq(x). Das Standard-
modell Uber Ny bezeichnen wir mit I°, die Deutung der Grundbegriffe durch I° mit
1°, fg°, v°. Ferner schreiben wir f1°(x) statt v°(x,1°). Der Einfachheit halber schrei-

ben wir sowohl im Standardmodell als auch in einem beliebigen Modell der Axiome
xy far o°(x,y) bzw. o{x,y).

HILFSSATZ 1. Aus M ist ableitbar:

1. Wy xy # 1

2. Vxyxy #y

3. Vxyz (xy = fg(z) » Ju (y=fg{u) A xu = z))

4. Vxyz (xy = z1 = y=1 A x=z V 3u (y=ut A xu = 2))

BEWEIS.
Wir beweisen die Gultigkeit der Formein in einem beliebigen Modell I (ber D.
Zu 1. Nach Ay hat man

y=1 ¥ du y=fg(u) ¥ Ju y=Ff4(u)
Mit A4 erhalt man
xy = fj(u) flr ein u und i=0 oder i=1, aiso nach Ay die Behauptung.

Zu 2. Angenommen xy = y, also
Xy = X(xy), also nach Ay

xy = (xx}y, also nach Ap
X = XX im Widerspruch zu Asg.
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Zu 3. Es sei xy = fp(z). Nach Aq gilt

y=1 ¥ Ju y=fg(u) ¥V Ju y=f{{u) .

Nach A4 und A4 scheiden die erste und die dritte Méglichkeit aus. Also gilt
y=fg(u)

fUr ein u und nach Ay

xy = fp{xu),

also nach Ap

XU = 2,
Zu 4. Es gelte xy = z1.
Im Falie y=1 hat man nach A

X=Z.
Im Falle y = ut hat man nach Ag

xy = (xu)1,

also nach A

Xu = Z.

Angenommen y = fg{u). Dann hat man nach Ay
xy = fg{xu).

Widerspruch zu Aq.

HILFSSATZ 2.
1. FUr beliebige x,y aus N mit x=y bzw. -x=y ist aus M die Forme! x°=y° bzw.

—x*=y* ableitbar.
2. In sinem beliebigen Modell I Uber D der Axiome sei Dg der Durchschnitt aller

Teilbereiche von D, die 1 und mit jedem x auch fg(x) und f4(x) enthalten.

Dann gelten auf Dg sémtliche Axiome und die Beschrénkung von I auf Dy ist zum
Standardmodell I° Uber Ny isomorph. Eine abgeschlossene V-beschrinkte Formel gilt
bei I Uber D, wenn sie Uber Dg bei der Beschrénkung von I auf Dg giit.

BEWEIS.

Zu 1. Es ist die Giiltigkeit der jeweiligen Formel in einem beliebigen Modell I {ber D
zu zeigen. Im Falle x=y ist die Behauptung trivial. Im Falle x#y ist aus x°=y* ein
Widerspruch abzuleiten. Dieser ergibt sich sofort mit den ersten beiden Axiomen.
Zu 2. Uber Dg gilt bei I folgendes Axiom 2. Stufe:

Ag VM (M1 A Vx(Mx > Mfg(x) A Mfy(x)) - Vx Mx).

AuBerdem betrachten wir die nachfolgende Abschwéchung des Axiom Aa:

As* Vxyz (fi{x) = fi(y) = x = y) i=0,1
Wir zeigen zundchst, daB das Axiomensystem {A4,As* Ag} monomorph ist. Hierzu
geben wir einen fsomorphismus ¢ bzgl. der jetzigen Grundbegriffe 1,fg.f4 vom
Standardmodell I lber N auf die auf Dg beschréankte Interpretation I an. Es sei:

o(1°) =1
b(fp° (x)) = fo{B(x))
O(fyo(x) = f1{d(x))

Da die Homomorphiebedingungen erfillt sind, ist nur die Bijektivitit von ¢ zu
zelgen.
1. Durch Induktion (ber x zeigen wir:

x#y » O(x)#+P(y).
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a) Es sei x=1° und y=f;"(u) fur ein u und 0<i<1. Dann ist ¢(x)=1 und

G(y) = fi(®(u)), also P(y)#1 nach Aq.

b) Schlu8 von u auf fi*(u)=x. Es sei x#y. Flir y=1° schlieBt man wie bei a) auf
G(x)FO(y). Es sei nun y=fi°(v) fir ein k mit 0sk=1. Wegen x#y gilt i#k oder I=k A
u#v,

Im Falle i#k erhait man §(x)+¢(y) aus A4.

Im Falle i=k A u#v erhait man aus der Annahme @(x)=0(y) mit Ao* sofort
G(uy=0{v), daraus mit der induktionsvoraussetzung u=v. Widerspruch.

2. Die Surjektivitdat von ¢ erhélt man sofort mit Ag, weil der Bildbereich 1 und mit
jedem x auch fg(x) und f4(x) enthéalt.

3. Wegen Ay flhrt die Funktion v flr Argumente aus Dg nicht aus Dg heraus, und ¢
ist auch ein Isomorphismus vom Standardmodell I° (ber Ny auf die Dg-beschréankte
Interpretation I bzgl. des zusidtzlichen Grundbegriffs ©v. Hierzu zeigt man flr
beliebige x,y aus Ny durch Induktion Uber y:

O(oe(xy)) = o(G(x),B(y)).

Die Axiome gelten daher auch Gber Dp.

4. Es gelte fir x,y aus D

XENDy gdw. x=y V dz y=0(2z,X)

Wir zeigen nun fir beliebige x aus D durch Induktion Uber z:

z€Dg A xENDz - x€Dg.

a) Fir z=1 ergibt sich die Behauptung aus Hilfssatz 1.1.

b) SchluB von z auf fj(z) fir i=0,1.

Flr xENDfj(z) erhait man x=f;(z) (Dann ist alles gezeigt.) oder fir ein y

yx = fi(z).

Far i=0 erhdlt man nach Hilfssatz 1.3 x=fg(u) flr ein u und

yu = z, also nach Induktionsvoraussetzung u€EDy, also XEDg.

Fir i=1 erhalt man nach Hilfssatz 1.4

x=1 A y=z , also xeDg, oder

X = utl flr ein u und

yu =2,

also nach Induktionsvoraussetzung u€Dp, also xEDg.

Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

DEFINITION,
1. Wir schreiben x flir xq..xn bzw. X4,...,Xpn.

2. Es sei Ngp die Menge der natirlichen Zahlen aus N4, deren Dualdarstetlung aus

lauter Einhsen besteht.
3. Ein Pradikat Gber Ny gehore zu RA", gdw. es aus Gleichungen und Ungleichungen

durch endlich haufige Anwendung folgender Schemata erzeugt werden kann:

a) Verknupfung von Prédikaten mit A bzw. V,

b) Anwendung des unbeschrankten J-Quantors,

¢} Anwendung des durch END® beschrénkten V-Quantors, d.h. Ubergang von Q zu
Pbx « Va aeNp-p Qxa

mit XEND°y e x=y V 3z y=0°(z,x),

d) Permutation oder Identifizierung von Variablen.

In den Gleichungen und Ungleichungen diirfen dabei nur Funktionsterme stehen, die
aus Variablen, 1° und fg°, v® durch Einsetzen gebildet sind.
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ABKURZUNGEN.

XxBEGy firx=yVdzxz=y {x ist Beginn von y)
10 flr fg(1)

100 fur fg(fp1))

101 fur f4(fg(1))

2100BEGz fUr z=1 V z=10 V 11BEGz V 101BEGz

SFz far 1ENDz A Yu ygnpz v (z=vu A 1ENDv) (Strichfolge z)
xPWy fir xBEGy V xENDy V Huv y = uxv {x ist Teilwort von y)

<X, y> fur fo(x)fo(y)
Fir die entsprechenden Abklrzungen in einem beliebigen Modell I Gber D wahlen wir
Normalschrift; ist I das Standardmodell I° Gber Ny, so setzen wir gelegentlich der

Deutlichkeit halber den Zusatz ° hinzu.

SATZ 1.
Jedes rekursiv aufzdhibare Pradikat Uber Ngp ist durch eine V-beschrinkte Formel

in M" semirepréasentierbar.

BEWEIS.
Es genlgt zu zelgen, daB der Graph jeder primitiv-rekursiven Funktion Gber Ngp zu

RA" gehort. Die Forderung 4(a) in der Definition vor Hilfssatz 1 ergibt sich nach
Hilfssatz 2.2 wegen der V-Beschrinktheit aus 4(b).
Der Einfachheit halber lassen wir in diesem Bewsis den jewsiligen Zusatz ° weg.
1) y=1 gehdrt zu RA",
2) Der Graph der Nachfolgerfunktion liber Ngg hat Uber Ny die Darstellung
SFx Ay = £1(x).
3) Der Graph von Axq..Xp Xj (Uber Ngg) hat Gber Ny die Darstellung
SFx{ AN SFxp A y=xj .
4) Fir f(x)= h(g1(x),....ax{x)) hat man als Darsteilung des Graphen
z = f(x) ® Ay1..¥m (Z = B{Y1..¥m) A Y1 = 91{X) AA ¥ = Im(X))
5) Es gelte #(x,1) = g(x), f(x,¥') = h(xy.f(x¥)).
Fir den Graphen von f hat man lber Ny die Darsteliung
z=f(x,y) ©
da (100<y,z>BEGa
A ¥b peENDa (100BEGD

V ded (100<c,d>BEGH
A {c=1 A d=g(x)

V3uvw (c=f4(u) A d=h(x,u,v) A WENDb A 100<u,v>BEGW)))))
Zu """,
Man wahle a = 100<y,f(x,y)>100<y-1,f(x,y-1>100...100<2,f(x,2)>100<1,f{x,1)>
Zu e,
Durch Induktion Uber die Linge der Dualdarstellung von b zeigen wir
bENDa A 100<p,q>BEGb - SFp A SFg A g=f(x,p) .
Es gelte -
bENDa A 100<p,q>BEGb. (*)
Dann gibt es ¢,d mit 100<c,d>BEGh, also c=p und d=q.
induktionsanfang: Man betrachte das kirzeste b mit (*).
Dann gilt ¢c=1 A d=g(x), also d=f(x,1).
InduktionsschiuB: Man betrachte ein anderes b mit (*).
Im Falle ¢=1 erhalt man wiederum d=g(x). Sonst gilt fir gewisse u,v,w
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e=fq1(u) A d=h(x,u,v} A wENDb A 100<u,v>BEGw .

Wegen 100<u,v>BEGw gilt w#b. Nach Induktionsvoraussetzung hat man daher
SFu A SFv A v=f(x,u).

Damit erhalt man 8Fc A SFd A d=f(x,c).

Damit ist der Satz bewiesen.

Zum Beweis der beiden Gdédelschen Unvollstandigkeitstheoreme fur das System M
gehen wir von einer beliebigen Gddelisierung aller VK-~Formein mit Godelnummern
aus Ngr aus. Ferner legen wir auf nachfolgende Weise eine Gidelisierung aller

Beweise von VK-Formelin im gewdahiten Regelsystem 1. Stufe aus einer Formelmenge
L fest.

Wir wahien sinen vollstandigen und korrekten Ableltungskalktl for die 1. Stufe mit
SchiuBregeln, die jeweils hdchstens zwei Prédmissen haben und fir die die nach-
folgenden Pradikate H und K rekursiv sind.

H ist die Menge der Gédelnummern der VK-Formeln, die logische Axiome des Ab-
leitungskalkils sind.

Kxyz &

X, ¥,z sind Gédelnummern von VK-Formeln und die VK-Formel zu z 148t sich aus den
zu x und y gehdrenden VK-Formein mit siner Schiufiregel gewinnen.

Die Menge der Godelnummern von VK-Formeln bezeichnen wir mit G.

Beweise wvon VK-Formeln aus einer Menge U von VK-Formein, flir die die
antsprechende Menge M von Godelnummern rekursiv ist, sind endliche Folgen
C4,....Cx von VK-Formein, so daB fUr jedes i mit 1=<i<k gilt: C; € U, oder Cj ist ein
fogisches Axiom oder gehért zu U, oder es gibt r,s mit 1<r,s<i-1, so daB Cj aus C;
und Cg mit einer Schiufiregel gewonnen wird.

Als Gbdelnummer des Beweises Cq,...,Cx wahlen wir die natirliche Zah

100fp° (ay ) 100fg° (ak-1)100............. 100fg° (a1)1,

wobei aq,..,ak die Gddeinummern von Cq,...,Ck aus Ngg sind.

Die anschlieBend definierten Pradikate und Funktionen sind entscheidbar bzw.
berechenbar, also nach der Church'schen These rekursiv. Der exakte Nachweis der
Rekursivitdt (ohne Benutzung der Churchschen These) setzt voraus, daB die
Gédelisierung der VK-Formeln und der Ableitungskalkill explizit angegeben werden.
Er wird hier nicht ausgefihrt.

DEFINITION.
1. Spmac o a ist Gédelnummer einer VK-Formel und

¢ ist Gédelnummer eines Bewelses der Formel zu a aus einer VK-
Formeimenge U, flir die M die Menge der Gédeinummern ist
Dieses Pradikat wird nur fiir rekursives M betrachtet. Wahlt man U=M", so schreiben
wir Sac statt Spyac.

S[x,y] sei eine V-beschrénkte Formel, die das Pradikat S semireprasentiert. (Waeil
die Gédelnummern von Beweisen nicht zu Ngp gehdéren, kénnen wir nicht mit Satz 1
auf eine solche Formel schlieBen. Eine derartige Formel wird weiter unten aber
angegeben.)

2. Bac = a ist Godelnummer einer VK-Formel und

c ist Godelnummer eines Beweises aus M" der Diagonalformel zu a

Dabei verstehen wir unter der Diagonalformel einer einstelligen VK-Formei A[x] mit
der Gddelnummer a die Formel A{a°). Die Diagonaiformel einer nicht einstelligen
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VK-Formel sei diese Formel selbst.

3. f(x) sei die Gédelnummer der zu x gehérenden Diagonalformel, falls x die Gé-
delnummer etner einstelligen VK-Formel Ist. {(x) = x sonst. Fxy (e y = f{x).
FIx,w] sei eine V-beschrankie Formel, die das Pradikat F semireprasentiert.

4. Blx,y] = Vw (F[x,w] > S(w.y))

Die Formel B ist nicht Y-beschrankt. Im Standardmodell I° (ber N hat man aber:
B[x,y] gilt bei I gdw. BI°(x)I°(y).

Allerdings liegt keine Semireprésentierung vor!

5. Die Formel ~dy B[x,y] habe die Godelnummer b aus N, die Diagonaiformetl
=Jy B(b°,y) die Gédelnummer d.

6. Es sei e die Goédelnummer der Formel dx -x=x (oder einer anderen nicht
erfllibaren VK-Formel).

SATZ 2 (ERSTES GODELSCHES UNVOLLSTANDIGKEITSTHEOREM fur M'):
Wenn M" widerspruchsfrei ist, so ist aus M nicht ~dy B(b°,y) ableitbar.
Im Standardmodell I° Gber Ny gilt aber -y B(b°,y), d.h. man hat -y Bby.

BEWEIS: Ware 3y B(b°,y) ableitbar, so hdatte man dy Bby. Andererseits wirde die
Formel bei Ableitbarkeit im Standardmodell gelten, d.h. =3dy Bby. (Nach [1] und
Hilfssatz 2.2 gilt M" bei Widerspruchsfreiheit auch im Standardmodell.)

-=dy Sey besagt: Es gibt keinen Beweis von Jdx -x=x. Dies ist eine sehr natiirliche
Formulierung der Widerspruchsfreiheit von M.

Das 2. Godelsche Unvollstandigkeitstheorem behauptet nun fir eine gewisse
natlrliche Wahl der VK-Formel S, daB bei Widerspruchsfreiheit von M auch die VK-
Formel -y $(e°,y) nicht aus M" ableitbar ist, d.h. eine Formel, die im Standard-
model! I° Uber Ny auf natirliche Weise die Widerspruchsfrelheit von M" ausdrickt.

Bendtigt wird zum 2. Unvollsténdigkeitstheorem die Ablsitbarkeit aus M" von

~dy S(e%,y) -» -dy B(b,y) .

Wir zeigen zunachst die Ableitharkeit von

=dy S(d°,y) > -dy B(b,y) .

Begrindung: Sonst wirde in einem Modell I geiten -~y S(d°,y) und dy B(b*,y) .
Letzteres ergibt aber die GUltigkeit von dy S(d°,y), da wegen der Semirepriasen-
tisrung von F durch F bei I die Formel F(b®,d*) gilt.

Abzuleiten bleibt also

23y S(e°,y) -» ~dy S(d°,y), d.h.

dy S(d°,y) = dy S(e°,y) . (°)
Dabei hat man nach dem 1. Unvollstandigkeitstheorem -Jy Sey - -3y Sdy, d.h.
Jy Sdy - Ty Sey . (°°)

Um die Ableitbarkeit von (°) zu zeigen, ist die Glltigkeit von (°) in jedem Modell
von M' zu zeigen, wihrend sie gemaB (°°) nach dem ersten Unvollstdndigkeits—
theorem nur im Standardmodeil behauptet wird.

HILFSSATZ 3. Ist I das Standardmeodell I° ber Ny, so gilt:
Spmac e Ga A 100fy(a)BEGc
A Yb pENDe Jupq ("100BEGH

V b =100fg(u)1 A (Mu V Hu)

V b =100fg{u)100fy(p)a

A (Mu V Hu
Y 3vw(100f0(v)PW100f0(p)q A 100fg(w)PW100fg(p)q A Kwvu}))

(Der Einfachheit halber lassen wir den Zusatz ° jewsils weg.)



M. Deutsch 8

BEWEIS.
Zu "->": Wegen Spac ist
¢ = 100fg(ay )100fg{aK_1)100.............. 100fg(aq )1, wobei

ay,..,a¢ eine Foige von Godelnummern von VK-Formeln mit ag=a ist, so daB fir
jedes a; mit 0<i<k gilt: a;€M oder Ha; oder es gibt r,s mit 1=r,s=i-1 mit Ka,aga;.
Man verifiziert leicht die Behauptung.
Zu “‘__H.
Es gelte
bENDc A 100BEGD. {1}
Dann gibt es u,p,q mit
b =100fg(u)t A (Mu V Hu)
V b =100fg(u)100fg(p)q

A (Mu V Hu V Jvw(100fg(v)PW100fg(p)g A 100fo(w)PW100fg(p)a A Kwvu))
Durch induktion Uber die L&nge (Stellenzahl) von b zeigen wir
Spub. (2)
Induktionsanfang: Flr das kiirzeste b mit (1) hat man
b =100fg(u}1 A (Mu V Hu),
also (2).
induktionsschritt. Man hat b =100fg(u)100fgp{p)q und
Mu V Hu V Jvw(100fo(v)PW100f5(p)g A 100fg(w)PW1 00fg(p)g A Kwvu)

Die Behauptung ergibt sich mit der Induktionsvoraussetzung.

Wir beweisen nun zwei weitere einfache Hilfss&tze. Den Beweis der Ableitbarkeit der
jeweiligen Formein flhren wir durch den Nachweis der Gultigkeit der Formeln in
einem beliebigen Modell I von M" Gber D.

HILFSSATZ 4. Aus M" ist ableitbar
1. Yabed (ab = cd -+ aBEGc A dENDb V cBEGa A bENDd)
2. Yab ab # 100

BEWEIS. Wir verwenden As,

Zu 1. a) Es gelte ab=cd A dENDb.
Fér b=d erhdlt man nach Ap

a=¢, also aBEGe.

Fur b#d hat man fir ein u

b=ud, also

aud = cd, also nach As

au = ¢, also ebenfalls aBEGc.

b} Es gelte ab=cd A -dENDb, nach Ag also
bENDd A b#d, also fir ein u

d = ub, also

ab = cub, also nach As

a = cu, also cBEGa.

Zu 2.
Aus ab = fo(fg(1}) erhalt man fir ein u
b = fg(u), also

au = fg(1), und damit fir ein v
av = 1 im Widerspruch zu Hilfssatz 1.1.



M. Deutsch 9

HILFSSATZ 5. Aus M" ist ableitbar
bENDy,y» A 100BEGb

- bENDys V Hp (b=pys A pENDy; A 100BEGp)

BEWEIS.
1. Fall: Es sei b=y4yo.

Man wéhilt dann p=y4. Zu zeigen ist 100BEGp:
Wegen 100BEGy4{ys und Hilfssatz 4.2 gilt fir ein v
100v = yqyo.

Nach Hilfssatz 4.1 hat man
1.1 100BEGyq A y2ENDv oder

1.2 y4{BEG100 A VENDyo.

im Falle 1.1 hat man die Behauptung 100BEGp.
Im Falle 1.2 hat man nach Hilfssatz 4.2 y4=100, also ebenfalls 100BEGp.

2. Fall. Es geite ub = y4yo.

Nach Hilfssatz 4.1 gilt
UBEGyq A yoENDb V y4BEGU A bENDy> .

Fir bENDys ist nichts mehr zu zeigen. Wir kdnnen daher annehmen
uBEGy4 A b=pyo flUr ein p.

Wegen 100BEGb hat man nach Hilfssatz 4.2

pys = 100w.

Analog zum 1. Fall erhalt man
100BEGpP.
Aus ub=yqyp und b=pys erhélt man auBerdem

upys = y1y», also nach Agp

up = yq und damit

PENDy .

Damit ist Hilfssatz 5 bewiesen.

Nun wihlen wir V-beschrankte Formeln 6, M, H, K, die die Pradikate G, M, H, K
semireprésentieren (vgl. Satz 1).

Smix.y1 := G(x} A 100fg(x)BEGY
A Vb bENDy Jupq ("100BEGb
V b =100fg(u)1 A (M(u) V H(u))
V b =100fg(u)100fg{p)q
A {M(u) V H(u)
V Jvw(100fg(v)PW100fo(p)q A 100ig{w)PW100ig(p)q A K(w,v,u)})}

Das Pradikat Sppac wird nach Hilfssatz 3 durch die V-beschrinkte Formel Six vl

semireprésentiert. Spezialfalle:

1. M ist die Menge M° der Gddelnummern der Formeln aus M". Dann gilt

Spac e Sac. Statt Syo{x,y] schreiben wir S[x,y].

2. M ist die Menge M°° = M u{d}; als M[p] wihlen wir M°[p] V p = d°, wobei die
V-beschrinkte Formel Me{p] die Menge M° semireprédsentieren mbge.
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SATZ 3 (ZWEITES GODELSCHES UNVOLLSTANDIGKEITSTHEOREM FUR M ):
Wenn M" widerspruchsfrei ist, so ist aus M" nicht ~3dy S(e®,y) ableitbar.

BEWEIS: Die Bezeichnungen 1,D,Dq seien wie in Hilfssatz 2.2 gewahlt.

Wir missen nur die Gultigkeit von (°) bei I zeigen. Wegen (°°) gilt im Standard-
modeil I° Uber Ny die Formel Sy (e®,y) fir eine geeignete Wahl von I°(y), wegen

der Isomorphie der Strukturen daher auch bei der auf Dg beschriankten
Interpretation I und wegen der V-Beschranktheit auch bei der interpretation I {iber
D selbst flr eine geeignete Wahl von I{y)=y{. Es gelte nun auBerdem S(d°,y) fur
eine geeignete Wahl von I(y)=ys.

Es sei yg= yYo.

Behauptung: S(e°,y) gilt bei I fir I(y)=y3. Offensichtlich ist e Gédelnummer einer
VK-Formel; ferner gilt 100fg(e” )BEGYqyo wegen 100fg(e° )BEGy1.

Daher genlgt es, fiir ein beliebiges b mit

bENDy4y> A 100BEGD flir gewisse u,p,q zu zeigen:

b =100fg(u)1 A (M°(u) V H(u)) (1)
V b =100fg(u}100fg(p)q (2)
A(M° (u)VH(UYV dvw(100fg(v)PW100fg(p)g A 100fn(w)PW100fg(p)g A K(w,v,u)))

Nach Hilfssatz 5 hat man einen der beiden folgenden Falle:
1. bENDy»>
2. b=pys A pENDyy A 100BEGp fir ein p.
Im 1. Fall ergibt sich (1)V(2) aus der Guitigkeit von S(d°,y) bei I mit I(y)=ys.
Im 2. Fall hat man wegen der Giltigkeit von Spypee(e®,y) bei I mit Iy)=yq flr
gewisse r,5,1
p =100fg{t)1 A (M°(1) V t=d® V F(t)) oder
p =100fg(1)100fg(r)s A (M°(t) V t=d° V H(t)
\' 3vw(100f0(v)PW100f0(r)s A 100fo{w)PW100fg(r}s A K(w,v,u)))
Flr u = t erhalt man wegen b=pys die Behauptung (2), wobei man fir den Fall t=d°
wiederum die Gditigkeit von S(d*,y) bei I mit I(y)=y> verwendet.
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