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MICHAEL DEUTSCH: ERGANZUNG ZUM AUFSATZ
26.10.07 "EIN EINFACHERER BEWEIS UND EINE VERSCHARFUNG DES
ZWEITEN GODELSCHEN UNVOLLSTANDIGKEITSTHEOREMS"”

Den Ruckgriff auf den ziemlich mithsam zu beweisenden Satz aus [5], Seite 152,
kann man vermeiden, wenn man sich auf Gédelisierungen der E-Formeln und der
Beweise von E-Formeln beschrankt, deren Goédelnummern in einer gewissen Teil-
menge von N liegen. So enthédit [ als Teilbereich die Gesamtheit N* der von
Neumannschen natlrlichen Zahlen mit

0* =,

(n+1)* = {0% ..,n*},

Dieser Teilmenge N* von [ entspricht bei der Abbildung ¢ die Teilmenge

N = {O(x)]|xeN*}

von [. Es 1aBt sich nun sehr einfach zeigen, daB sich alle rekursiv-aufzahibaren
Pradikate (ber N” durch eine Y-beschrénkte Formel semirepridsentieren lassen.

Wir schreiben x flr xq,...,x bzw. X4 ...Xp-

DEFINITION:

Ein Pradikat Ober H gehére zu RA, gdw. es aus den Pridikaten x€y, x¢y durch
endlich haufige Anwendung folgender Schemata erzeugt werden kann:

1. Verknlipfung von Pradikaten mit A bzw. V,

2. Anwendung des unbeschriankten J-Quantors,

3. Anwendung des durch € beschrankten ¥-Quantors, d.h. Ubergang von Q zu

Pbx o Va y¢p Qxa,

4. Permutation von Variablen,

5. Kdentifizierung von Variablen.

BEISPIELE:
1. Das Gisichheitspradikat Puv » u=v (ber H gehért zu RA wegen
U=V « Ya 5c, a€v A Va g¢y aku .

2. Das Pradikat u=@ Gber [ gehdrt zu RA wegen

u=g + VYa gy afu .

3. Das Pradikat Puv ¢ u = {v} Uber [ gehdrt zu RA wegen

u={v} e VEu A Va z¢, a=v .

4. Das Pradikat Puvw e u = vuw ber K gehdrt zu RA wegen

u=vuw e Va 5c, (aEv V aEw) A Va ¢, a€u A Va ¢y aku .

5. Das Pradikat Puw < w = yu{u} Uber H gehért zu RA wegen der Zuldssigkeit von
3-Quantoren, niamiich

w = yu{u} e da (w=uva A a={u}) .

6. Die Pradikate w = {u,v}, w = <u,v> (Kuratowski-Paar) und <u,v>Ew {ber H
gehbren ebenfalls wegen der Zuldssigkeit von 3-Quantoren zu RA.

7. Das Pradikat u € N* Uber [ geh6rt zu BA wegen

u€ i oVage,(a=02VIdb(a=bu{b} A bEu)).

Daher gehort mit jedem Préadikat dber [ auch seine Beschrankung auf N* zu RA.
B. Fir jedes feste n aus N* gehért das Pradikat x= n* zu RA (induktion tber n).

HILFSSATZ 1:
Jedes rekursiv aufzdhlbare Pradikat Gber N* gehort zu RA.

BEWEILS:
Da wir in RA Uber den d-Quantor verflgen und jedes n-stellige rekursiv aufzéhibare
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Pradikat P Gber N* in der Form

PXq. Xy < dyz (YEN* A f(X1,....Xn,Y) = Z A z=0%)

mit einer primitiv-rekursiven Funktion f Gber N* schreiben kénnen, brauchen wir nur
zu zeigen, daB der Graph jeder primitiv-rekursiven Funktion {ber N¥ zu RA gehort.
1) Zum Pradikat v = 0 siehe Beispie! 2.

2) Das Pradikat v = u' Uber N* gehort als Beschrinkung des Pradikates v = uu{u}
auf N* zu RA.

3} Das Pradikat Puy...,unv © v=uj Uber N* gehért zu RA wegen

Puq..Upv e v=uj A U€N* A .. A upEN* .
4) Fur f(x)= h{g1(x),...gm(x)) hat man

z=f(x) * dy.ym (2 = h(¥1.a¥m) A Y1201 A . A ym=g(x)) .
5) Far die Funktion f gelte
f(%,0) = g(x)
f(xy') = h(x,y. f(x,¥)).
Dann hat man
z = f(x,¥) * da{<y,z>€a
A Vb peg (b=<0,w> A w=g(x)

V deduv (b=<c¢,d> A c=uu{u} A <uy,v>€a A d=h(x,u,v)))) .
Zy Y=
Man wiéhle a = {<0,f(x,0)>,...,<y,f(x,y)>}.
Zu "<
Offenbar lassen alle Elemente von a in der Form <c,d> schreiben. Durch Induktion
Uber den Rang von ¢ zeigen wir c€l* A d=f(x,c). Damit ist wegen <y,z>Ea alles
gezeigt.
Fir c=@ ist die Behauptung Klar.
Fir c£@ ist c=uu{u} fur ein u, und es gibt ein v mit <u,v>€a. Da der Rang von u
Kleiner als der von ¢ ist, gilt nach Induktionsvoraussetzung UEN® A v=f(x,u}, also
auch cEN¥. Wegen d=h(x,u,v) hat man die Behauptung d=f(x,c),

Hiermit erhidlt man sofort, daB sich alle rekursiv aufzéhlbaren Pradikate (ber N
durch eine V-beschrinkte Formel semirepresentieren lassen. Man beschrankt sich
nun auf Godelisisrungen von E-Formeln bzw. Bewsisen von E~Formeln, deren Godel-
nummern in N” liegen. Hierzu ersetzt man eine beliebige Gédelisierung g mit Bildern
aus ¥ durch ¢og.



