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MICHAEL DEUTSCH:  EIN EINFACHERER BEWEIS UND EINE VERSCHARFUNG DES
29.9.2007 ZWEITEN GODELSCHEN UNVOLLSTANDIGKEITSTHEOREMS

Wir wollen die von Godel benutzten Grundbegriffe 0,1,+, % durch einen einzigen

Begriff ersetzen, der sich auf die Obliche Dualdarstellung natirlicher Zahlen bezieht:

xEy :gdw. y hat an der x-ten Stelle in der Dualdarstellung die Ziifer 1 (die Stellen
werden von rechts mit Null beginnend gezahlt)

Vorteite der neuen Formulierung der Godelschen Unvelistandigkeitstheoreme:

1. ein duBerst kurzer Beweis des zweiten Godelschen Unvolistandigkeitstheorems,

2. sehr einfache Axiome, die auch direkt mengentheoratisch deutbar sind.

AXIOMENSYSTEM M Ay Vxy (Vz (zEx e zEy) > x=y)
A Hz Vu -ukz
Ag VxdzVu (uEz e u=x)
Ay VxydzVu (uEz < uEx V uEy)

DEFINITION. 1. Es sei [H der Bereich der erblich endlichen Mengen, d.h. der Mengen,
die sich aus der leeren Menge @ mit endlich vielen Ubergingen folgender Art
erzeugen lassen: a) Ubergang von x zu {x}, b) Ubergang von x,y zu xuy.

2. Als bijektive Godelisierung von [ verwenden wir die foigende Abbildung ¢:

0(@) = 0, o({x})= 200X}, d(xuy) = B(x)+d(y) falls xny=@.

Bei dieser bijektiven Goédelisierung ¢ gilt: x€y gdw. O(x)EQ{y).

3. Eine Formel A erster Stufe mit Identitit heiBt E-Formel genau dann, wenn sie
neben E hiochstens Individuenvariablen (kurz: Variablen) frei enthélt. Die Anzahl der
verschiedenen frei vorkommenden Variablen heit Stelligkeit der Formel. Als Va-
riablen verwenden wir 1, H, 1ll,... . Die Anzah! ihrer Striche heit Index. Formein der
Art xEy und x=y heiBen Primformein,

4. Eine E-Formel heif3it V-beschrinkt genau dann, wenn sie sich aus Primformeln
und negierten Primformeln durch endlich viele Ubergange von a) A B zu (AAB) bzw.
(AVB), b) von A zu Jx A ¢) von A zu Vx ("xEy V A) (VX gy A } erzeugen [ast.
5. Fir jedes i aus N und jede Variable y definieren wir nun eine mit

y = i° bezeichnete V-beschrankte Formet: y = 0° stehe flr Yu ygy “uEy

Es gelte mEi gdw. m=my V...V m=my. y = i° stehe dann fur
Vu (~uEy V u=mq°® V..V u=mg°) A Ju (u=mq° A uEy) A..A dJu (u=my° A uEy).

Fiir beliebige m,n aus M stehe m* =n° fur Ay (y=m* Ay =j°).
(Eine Festlegung der in den Abkirzungen verwendeten Variablen wire nur fir eine
detailierte Angabe einer Goédelisierung aller E-Formeln erforderlich.)
6. Hat eine n-stellige E-Forme! B als freie Variablen genau Xqp,...,Xp, wobei diese

paarweise verschieden und nach aufsteigendem Index geordnet sind, so schreiben
wir deutlicher auch B[xq,....Xp] statt B. Ferner wird fir beliebige Variablen y4,....¥n

mit B(Y{,....Yp} die Formel bezeichnet, die aus B durch simuitane Substitution von
Ym flr Xp (1Sm=n) hervorgeht. Ferner bezeichnen wir flr ein beliebiges m mit
t=msn und ein beliebiges i aus N mit B{X{,....Xm-1,1":Xm+1:--%n) die Formei
Axn{xm=i> A B[xq,...,Xn]). Entsprechend sind mehrfache Einsetzungen zu verste-
hen, etwa fir natlrliche Zahlen iq,in,ig und beliebige Variablen y4,...,yn die Formel
B(i1°,i2°,i3°, ¥4, - ¥n)-

7. Das n-stellige Pradikat P (ber N heiBt in M durch die E-Formel A semirepréd-
sentierbar, gdw. A n-stellig ist und
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a) fur alle iq,...,i; aus M im Falle Piq...iy die Farmel A(i4°,...,i4°) aus M ableitbar ist,
b) fir die Standardinterpretation I° {iber N, bei der E durch E gedeutet wird, gilt:
I° ist ein Modell von A(i1°,....in°) gdw. Pij...ip.

B. Es sei Al die Kiasse der Pradikate tiber [, die sich durch aussagenlogische QOpe-
rationen aus Glelchungen bilden lassen, in denen nur Funktionen Uber [ auftreten,
die aus A, Ax {x}, Axy xuy und ldentitdtsfunktionen Axy..x, % (1=i=n) durch

simuttanes Einsetzen gebildet sind.

HILFSSATZ: Fir beliebige x,y aus N mit x=y bzw. —x=y ist aus M die Formel x°=y°
bzw. x°=y° ableitbar.

BEWEIS; Es genligt zu zeigen, daB die genannten Formein in einem beliebigen Modell
I von M Uber D gelten. Es stehe E fir I(E), und es sei Dg der Durchschnitt aller

Teilbereiche von D, iiber denen die Axiome Aq,..,Ag gelten.

Die Modelle (€;H), (E;N) und (EDg) von M sind, wie man leicht zeigt, isomorph
(vgl. [4], S.131). Ein I[somorphismus von {E;M) auf ([EDg) ist die Abbildung |, die
jedem | aus R das Element i” aus Dg zuordnet, wobei gelte:

a) 0" sei das nach Aq,A2 elndeutig bestimmte x aus Dg mit Yu ~ulBx

B) Es gelte fir i#0 nun mEi gdw. m=my V..V m=my . Dann sei i" das nach Aq,A3,4A4
eindeutig bestimmte Element x aus Dg mit Vu (uBx « u = mq" V.V u = mi").

a) Es gelte x=y. Wegen der Axiome gilt bei I offensichtiich x*=y°, d.h.

Ju (u = x° A u=y"). b) Es gelte x+y. Wir missen bewelsen, daB bet I die Formel
=Ju (u=x" A u=y°) gilt. Nun gilt aber die Formel u=x° bei I genau dann, wenn
I{u)=x". Wegen x#y gilt x"#y", womit alles gezeigt ist.

BEMERKUNG: Jede Uber Dg bei der Interpretation von E durch [E (beschréankt auf Dp)

geitende abgeschiossene V-beschrankte Formel gilt auch Uber D bei interpretation
von E durch E weil mit jedem x aus Dg auch alle u aus D mit uBx in Dg liegen.

SATZ 1. Jedes rekursiv aufzéhlbare Pradikat {iber ¥ ist durch eine V-beschrénkte
Formel in M semireprasentierbar.

BEWEIS: Es sei P ein n-steiliges ®-rekursiv aufzahlbares Pradikat Gber H. Nach [5],
Seite 152, gibt es ein r aus N und ein (n+r+2)-stelliges Pradikat Q aus AL mit
Px1..Xp @ Ja ¥Yb pea 3oq...Jdop Qabeq...opxq..Xp .

Das Pradikat Q l4Bt sich offensichtlich In der Form

Qabcy...Cpxq % = ddq..dg Rabcy..cpdy...dgXq...Xp

darstellen, wobei R... eine Konjunktion von Graphen der Funktionen AQ, Ax {x},
Axy xuy und einer Verkniipfung mit A,V von Gleichungen x=y und Ungleichungen
x#y ist. Die Graphen lassen sich aber alle mit beschrankten Quantoren darstellen:
z =0 e  VYu ,e; TUEZ

z = {x} e xEz A Vu yg; u=x

z =xy e Vu,cy (UEX V UEy) A Vu yex UEZ A Vu ey u€z

Trivialerweise gilt auBerdem

Vb pea deq...dey Qab... & Vb pea Jeq..3ep Qab... A Heq..dep Qaa...

Ersetzt man nun Uberall € durch E, so erhalt man eine Darsteliung aller rekursiv
aufzahibaren Pradikate Ober N. Schreibt man nun alles in Fettschrift, so erhdlt man
gine Formel, die Forderung b) bei der Semireprasentierung von Pradikaten erfiilt.
Da es sich um eine V-beschrankte Formel handelt, gilt aber auch a).

i



M. Deutsch 3

Wir gehen nuh von irgendeiner Gddelisisrung aller E-Formein und irgendeiner Gode-
lisierung aller Beweise von E-Formein im gewéhlien Regelsystem 1. Stufe aus dem
Axiomensystem M aus. Das anschlieBend definierte Pradikat B und die Funktion f
sind fliir jede Wahl der Godelisierungen entscheidbar bzw. berechenbar. Der Nachweis
der Rekursivitdt {ohne Benutzung der Churchschen These) setzt natlriich voraus,
daf} die Gbdelisierungen explizit angegeben werden. Er wird hier nicht ausgeflhrt.

DEFIN{TION:
1. Bac » a ist Godelnummer einer E-Formel und
¢ ist Gédelnummer eines Beweises aus M der Diagonalformel zu a
Dabei verstehen wir unter der Diagonaiformel einer einstelligen E-Formel A[x] mit
der Gidelnummer a die Formel A{a°*). Die Diagonalformel einer nicht einsteliigen E-
Formel sei diese Formel selbst.
2. Sac & a ist Godelnummer einer E~Formel und
¢ ist Godelnummer eines Beweises aus M der Formel zu a
S[x,y} sel eine V-beschrankte Formel, die das Pradikat S semireprisentiert.
3. f(x) sei die Gédelnummer der zu x gehbrenden Diagonalformel, falls x die Go~
deinummer einer einsteiligen E-Formel ist. f(x) = x sonst. Fxy !¢ y = f(x).
FIx.w] sei eine Y-beschréankte Formel, die das Pradikat F semireprdsentiert.
4. Bix,y] = ¥w (Fix,w] > S(w,y))
Die Formel B ist nicht V-beschrankt. Im Standardmodell I° dber M hat man:
Bix,yl gitt bei I° gdw. BI°(x}I°(y).
Allerdings ilegt i.a. keine Semireprisentierung vorl
5. Die Formel -y B[x,y] habe die Gddelnummer b aus N, die Diagonalformel
~dy B(b°,y) die Gédelnummer d.
6. Es sei e die Godelnummer der Formel Ix —x=x.

SATZ 2 (ERSTES GODELSCHES UNVOLLSTANDIGKEITSTHEOREM fir M):
Wenn M widerspruchsfrei ist, so ist aus M nicht -3y B(b°,y) ableitbar.
Im Standardmodell I° Gber N gilt aber ~Jdy B(b®,y), d.h. man hat ~Jy Bby.

BEWEIS: Wiare ~Jy B(b°,y) ableitbar, so hatte man 3y Bby. Andererseits wiirde die
Forme! bei Ableitbarkeit im Standardmodell gelten, d.h. 3y Bby. (Nach [1] und dem
Hilfssatz gilt M bei Widerspruchsfreiheit auch im Standardmodell.)

-Jy Sey besagt: Es gibt keinen Bewais von Jdx -x=x. Dies ist eine sehr natiirliche
Formulierung der Widerspruchsfreiheit von M

Das 2. Godelsche Unvollstindigkeitstheorem behauptet nun fur eine gewisse
nattirliche Wahl der E-Formei S, daB bei Widerspruchsfreiheit von M auch die E-
Formel -y S(e°,y) nicht aus M ableitbar ist, d.h. eine Formel, die im Standard-
modell I° lber N auf natirliche Weise die Widerspruchsfreibeit von M ausdriickt,
Bendtigt wird zum 2. Unvolistandigkeitstheorem die Ableitbarkeit aus M von

~dy S(e°,y) » ~dy B{b°,y) .

Wir zeigen zunidchst die Ableitbarkeit von

~dy S§(d°,y) - ~dy B(b°,y) .

Begriindung: Sonst wiirde in einem Modeil I geiten ~Jy S(d°,y) und 3y B(b°.y) .
Letzteres ergibt aber die Giltigkeit von Jy S(d°,y), da wegen der Semireprésen-
tierung von F durch F bei I die Formel F(b°,d°) gilt.

Abzuleiten bleibt also

~dy S(e°,y) -~ -dy S(d°,y), d.h.

dy S(d°,y) ~» Ty S(e°,y) . )
Dabei hat man nach dem 1. Unvollstindigkeitstheorem -=3dy Sey - -3y Sdy, d.h.
dy Sdy - dy Sey . (°°)

Um die Ableitbarkeit von (°) zu zeigen, ist (aus semantischer Sicht) die Giltigkeit
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von (°) in jedem Modell von M zu zeigen, wihrend sie gemiB (°°) nach dem ersten
Unvollstdndigkeitstheorem nur im Standardmodell behauptet wird.
Bei der genaueren Waht der Formel S wollen wir so allgemein wie moglich bleiben.

In einem beliebigen Modell I Uber D von M bezeichnen wir fir x,y aus D mit <x,y>
dasjenige z mit

Juv¥w ((Wz & w=u V w=v) A (WU & w=x) A (WBv & w=x V w=y)).

Man beachte, daB die Funktion Axy <x,y> {ber D injektiv ist.

Wir wéhien einen volistdndigen Ablsitungskatkal fir die 1. Stufe mit endlich vielen
SchiuBiregeln, die zur Ableitung von Formein 1. Stufe dienen und von denen jede
hochstens zwei Pramissen hat.

Die Menge H der Godelnummern der E-Formeln, die logische Axiome des
Ableitungskalkiils sind, ist rekursiv. Dann gibt es ein dreistelliges rekursives Pradikat
K Uber N mit: Kxyz

X, v,z sind Gédelnummern von E-Formein und die E-Formel zu z {48t sich aus den zu
X und y gehérenden E-Formeln mit einer Schlufregel gewinnen.

Wir definieren nun zunachst ein etwas algemeineres Pradikat als S, in dem der
feste Bezug auf das Axiomensystem M durch den Bezug auf irgendeine rekursive
Menge M von Goédelnummern von E-Formeln ersetzt wird, ndmlich ein zweistelliges
Pradikat Spy . Die Menge der Gddelnummern aller E-Formein bezeichnen wir mit G.

Spac ¢ Ga A c ist eine natirliche Zahl, die fur gewisse Zahlen ap,..,ax mit ag=a
genau an den Stellen <ag,0>...,<ay,k> die Ziffer 1 stehen hat, wobei gilt:

Fir jedes i mit 0<i=k gilt Ma; oder Ha; oder es gibt r,s mit rEi A skEi A Karaga; .
Zunéchst wéhlen wir V-beschrankte Formeln Gix], Mipl, Hip], Kipy.p2,p], die die

Pradikate G, M, H, K semireprasentieren.
Ferner stehe z = <x,y> fir
Juv (UEz A VEz A Vwypr (W=u V w=v) A xEu A Ywygy w=x A xEv A yEV

A YW wEy {(W=x V w=y))
und Smix,y] for
duv (u = <x,v> A uEy A Gfx])

A VYu ypy Jpg (u = <p,g> A (Mip] V Hip]

V dajagpipauiuz (q1Eq A agBq A ug=<pq.q1> A up=<pq.Gp>
A wEy A ugEy A Kipy,p2,pl))

Sy wird durch diese V-beschrénkte Formel semireprasentiert. Spezialfiile:
1. M ist die Menge M°® der Gddelnummern der Formeln aus M Dann gili
Spac e Sac. Statt Spypelx,y] schreiben wir S[x,yl.
2. M ist die Menge M°° = Mcu{d}; als M[p] wahlen wir M°[p] V p = d°, wobei
M°[p] die Menge M° semirepréasentieren moge.

SATZ 3 (ZWFITES GODELSCHES UNVOLLSTANDIGKEITSTHEOREM FUR M):
Wenn M widerspruchsfrei ist, so ist aus M nicht ~dy S(e°®,y) ableitbar.

BEWEIS: Die Bezeichnungen I,D,Dg seien wie im Beweis des Hilfssatzes gewahit.

Allerdings schreiben wir jetzt der Einfachheit halber E sowoh! statt I°(E) als auch
statt I(E). Durch I bzw. I° interpretierte Formeln schreiben wir in Normalschrift statt
in Fettdruck. Dabei wahlen wir in D foigende Bezeichnungen:

Fur alle xq,....,Xp aus D schreiben wir 0 bzw. {x1,...,xn} fir das eindeutig bestimmte
z aus D mit Yu -uEz bzw, Yu (uEz & u=xq V..V u=x,).

Wir missen nur die Gultigkeit von (°) bei I zeigen. Wegen (°°) gilt im Standard-
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modell I° dber N die Formel Spyeo(e°,y) fir eine geeignete Wahl von I*(y)=y4, d.h.
es gilt Gber N
dw (<e,w>Eyq A G(e)) (*)
A Vu (~uEyy V Jpg (u=<p,q> A (M*(p) V p=d A g=0 V H(p)

V dajagpipo (91Eq A g2Eq A <py,aqi>Eyq A <pp.a2>Eyy A K(py.p2,p))))
Dabet kann stets durch Umnumerieren der Formeln eines Beweises errsicht werden,
dal die zu d gehdrende Formel am Anfang eines Beweises steht, d.h. d=ag in obiger

Definition des Pradikates Spac. Daher kann in obiger Formulierung der Zusatz g=0

angebracht werden. Wegen der Isomorphie der Strukturen gilt die Behauptung (%)
fur ein gewisses yq auch Uber Dg und wegen der Y-Beschranktheit auch bei der

Interpretation I Gber D fir eine geeignete Wahl von yq aus Dg. Mit e bzw. d sind
dann die entsprechenden Elemente aus Dy gemeint. Es gelte nun auBerdem
dy $(d°,y) bei I Uber D, d.h. fir gewisse v,yp aus D
<d,v>Eyp A G(d) (**)
A Vu (~uEyp V dpq (u=<p,g> A (M°(p) V H(p)

V 3qiagp1p2(a1Eq A ggEq A <pq,q9>Eyp A <p3,q2>Eya A K(pq,p2.p))))
Grob gesprochen will man jetzt y; und y3 zu einem neuen Bewsis der Formel zu e

“vereinigen”. Dabei tritt als kleine Schwierigkeit auf, daB im ersten Beweis d als
erste Komponente eines Paares mit der zweiten Komponente 0 auftritt, im zweiten
Beweis aber als erste Komponente eines Paares mit der zweiten Komponente v. Zur
Behebung der Schwierigkeit definieren wir eine einstellige Funktion ¥ von Dg in D

durch Induktion Gber Dg.

P(O) =v

bo({x't,'-uxn}) = {:P(X‘I )r---s?(xn)}'

Fur beliebige u,v aus Dy gilt offensichtlich

uEv gdw. $(u)EP(v) )
Dem "Beweis™
Y'] = {<d10>y <a1:1>r----1<ak—-1xk—1>,<e!k>}

aus Dg ordnen wir das folgende Element y¢° aus D zu:
y1° = {<d,$(0)>, <aq,P(1)>,...,<ax.q1,P(k-1)>,<e,P(k)>}.
Dann gilt wegen (°°*)
dw (<e,w>Ey4® A G(s))
A VYu (~uEy¢® V dpq (u=<p,q> A (M°(p) V p=d A g=v V H(p)
V Jajazpipz (a4Eq A qgEq A <py,q1>Eyq A <pp,a2>Eyy A K(p1,p2,p))))
Es sei yg das eindeutig bestimmte Element aus D mit Yu (uEyg « uEy¢® V uEys).
Dann gilt offensichtlich
dw (<e,w>Eyg A G(e))
A Vu (~uByg V Jpg (u=<p,q> A (M°(p) V H(p)
V Hayappqp2 (91Eq A qpEq A <py,a1>Eyz A <pp,q2>Eyz A K(py,p2,p)))}).
Also giit Jdy S{e°,y) bei I. Damit ist alies gezeigt.

Da sich aus dem von Godel benuizten Axiomensystem mit den Grundbegriffen
0,1,+, x einfach beweisen 18B8t, daB sich jede natilrliche Zahl eindeutig als Dualbruch
darstellen 148t und daher die Axiome von M bei der Standardinterpretation von E
geiten, erhiit man so in leichter Weise die Gédelschen Resultate in klassischer
Formulierung.
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