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Einleitung

A mes parents,

A mes grand-parents,

A mes arrière-grand-parents,

A mes arrière-arrière-grand-parents,
...

Das Wortergodischist eine Amalgamierung der griechischen Wörterergon (Arbeit)

und odos(Weg). Dieses Wort wurde von BOLTZMANN zur Formulierung seiner Er-

godenhypothese eingeführt. Diese behauptet, dass die Trajektorie eines Zustandes im

Phasenraum jeden Punkt auf der Hyperfläche konstanter Energie durchläuft. Diese Hy-

pothese ist zwar in dieser Fassung falsch, stellt jedoch den eigentlichen Beginn der

Ergodentheoriedar. Mit der Entwicklung der Maßtheorie Anfang 1930 präsentierten

erst J.VON NEUMANN [vN32] und kurz darauf G. D. BIRKHOFF [Bir31] die ersten

Ergodensätze, die im Wesentlichen besagen, dass die Zeitmittel von Zustandsgrößen

gleich ihrer Mittel über dem Phasenraum sind.

Die moderne Ergodentheorie untersucht das Langzeitverhalten dynamischer Systeme

mittels Methoden der Maßtheorie. Dabei betrachtet man ein maßtheoretisches dyna-

misches System bestehend aus einem Maßraum(X,A, µ), wobeiµ σ-endlich ist, und

einer nichtsingulären TransformationT : X → X. Ist µ endlich, so spricht man von

endlicherErgodentheorie, istµ unendlich, vonunendlicher Ergodentheorie. Für ein er-

godisches maßtheoretisches dynamisches System(X,T,A, µ), wobeiµ ein endliches

T -invariantes Maß ist, besagt der Neumannsche Ergodensatz Folgendes:∥∥∥∥Snf

n
− 1
µ (X)

∫
X
f dµ

∥∥∥∥
2

−→ 0 für alle f ∈ L2 (µ) .

Der individuelle Ergodensatz von BIRKHOFF besagt:

Snf

n
−→ 1

µ (X)

∫
X
f dµ fast sicher (f. s.) für allef ∈ L1 (µ) .

Dabei bezeichnetSnf :=
∑n−1

k=0 f ◦ T k die so genannte ergodische Summe.
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Die unendliche Ergodentheorie wurde wesentlich von E. HOPF(vgl. [Hop37]) beein-

flusst. Davon zeugt sowohl sein Ergodensatz für Transformationen mit einem unend-

lichenσ-endlichen invarianten Maß, als auch die nach ihm benannte Zerlegung eines

Systems in einen konservativen und dissipativen Teil. Die unendliche Ergodentheorie

war lange Zeit unstrukturiert, bis in den 1980er Jahren J. AARONSON (vgl. [Aar97])

die Theorie systematisierte und unter anderen Begriffe wie „punktweise dual ergo-

disch” prägte.

Als Beispiel für die unendliche Ergodentheorie betrachten wir die Tangensfunktion

tan : R → R, x �→ tan(x). Dieses Beispiel wurde durch eine Frage in den Inge-

nieurwissenschaften motiviert und ist gut geeignet, den Charakter der Grenzwertsätze

der unendlichen Ergodentheorie zu demonstrieren. Durch(B, λ,R, tan) wird ein maß-

theoretisches dynamisches System definiert, wobeiλ das Lebesgue-Maß auf der Bo-

relschenσ-AlgebraB bezeichnet. Es seiX0 eine Zufallsvariable mit Werten inR und

Wahrscheinlichkeitsdichtef bezüglichλ undXn := tann (X0) für n ≥ 0. Dann lässt

sichX0 als zufälliger Startpunkt undXn als Zustand des Systems nach dern-ten Ite-

ration interpretieren. Damit besitztXn eine Wahrscheinlichkeitsdichte, die mitP̂n (f)
bezeichnet wird, d.h.

Prob(Xn ∈ A) =
∫

A
P̂n (f) dλ, A ∈ B, n ≥ 0.

Dabei bezeichnet̂P den Frobenius-Perron-Operator bzgl.λ. Ferner ist die Tangens-

funktion gemäß [Aar97, Korollar 6.4.2] eine exakte Transformation und besitzt ein

unendlichesσ-endliches invariantes Maßµ mit der Dichtedµ
dλ (x) = 1/x2. Damit er-

gibt sich (vgl. [Tha95]), dass∫
A
P̂n (f) dλ −→ 0 (n→ ∞) für alle A ∈ B mit µ (A) <∞

und folglich

Prob(|tann (X0)| > ε) −→ 0 (n→ ∞) für alle ε > 0.

Dies zeigt, dass der Iterationsprozess(tann (X0)) bzgl. jeder absolut stetigen Startver-

teilung stochastisch gegen0 konvergiert.

Für die folgenden Diskussionen sei(A, µ,X, T ) ein ergodisches konservatives invari-

antes maßtheoretisches dynamisches System. Dann gilt für allef ∈ L+
1 (µ)

Snf =
n−1∑
k=0

f ◦ T k ↑ ∞ f. s.

Dabei bezeichnetL+
1 (µ) den Raum allerµ-f. s. nichtnegativen, integrierbaren Funk-

tionen f mit
∫
X f dµ > 0. Auch bei einem unendlichen Maßµ interessiert man

sich für das asymptotische Verhalten der ergodischen SummeSnf . Für ein beliebiges
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σ-endliches Maß gilt nach dem Ergodensatz von HOPF, dass für allef, g ∈ L1 (µ)
mit g > 0

Snf

Sng
−→

∫
X f dµ∫
X g dµ

f. s. (0.0.1)

Wählt man in (0.0.1)g > 0 mit
∫
X g dµ = 1, so bedeutet dies, dass die Divergenzrate

vonSnf (x) nicht vonf , aber möglicherweise vonx abhängt. Fallsµ endlich ist, lie-

fert der individuelle Ergodensatz von BIRKHOFF, dass die Divergenzrate vonSnf (x)
sowohl vonf als auch vonx unabhängig ist. Setzt man aber voraus, dassµ (X) = ∞
ist, so gilt stets

Snf

n
−→ 0 f. s. für allef ∈ L+

1 (µ) .

Außerdem gibt es gemäß [Aar97, Theorem 2.4.1] keine Normierungsfolge(an) posi-

tiver Zahlen, so dass

Snf

an
−→

∫
X
f dµ f. s. für allef ∈ L+

1 (µ) .

Jedoch besagt das Darling-Kac-Theorem (vgl. [Aar97, Theorem 3.6.4]), dass immer

eine gewisse Normierungsfolge(an) existiert, so dass für allef ∈ L+
1 (µ) der Prozess

Snf/an in einem schwächeren Sinn gegen eine nicht degenerierte Zufallsvariable kon-

vergiert. Diese Tatsachen sind grundlegend für die Entwicklung der unendlichen Er-

godentheorie.

Sowohl für die endliche wie auch für die unendliche Ergodentheorie spielt dieKac-

Formel(vgl. [Aar97, Kapitel 1.5]) eine zentrale Rolle; fürA ∈ A mit 0 < µ (A) <∞
gilt

µ (A) E (ϕ|A) =
∫

A
ϕ dµ =

∞∑
n=1

n · µ (A ∩ {ϕ = n})

=
∞∑

n=0

µ (A ∩ {ϕ > n}) = lim
n→∞µ (An) = µ (X) , (0.0.2)

wobei ϕ (x) := ϕA (x) := min {n ≥ 1 : T n (x) ∈ A}, x ∈ X, die Treffer- oder

Rückkehrzeitbezeichnet undAn :=
⋃n

k=0 T
−kA. Für die endliche Ergodentheorie

bedeutet die Kac-Formel, dass die mittlere Rückkehrzeit nachA proportional zum

Kehrwert vonµ (A) ist. Hingegen stellt sich für die unendliche Ergodentheorie heraus,

dass die Divergenzrate der Reihe bzw. der Folge in (0.0.2) von zentraler Bedeutung für

die distributionalen Grenzwertsätze in der unendlichen Ergodentheorie ist.

In dieser Arbeit werden wir uns mit konservativen ergodischen invarianten maßtheo-

retischen dynamischen Systemen(A, µ,X, T ) beschäftigen, wobeiµ stets ein unend-

lichesσ-endliches Maß bezeichnet. Wir betrachten fürA ∈ A mit 0 < µ (A) < ∞
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denErneuerungsprozess(Zn)n≥0, definiert durch

Z0 ≡ 0, Zn(x) :=

{
max{k ≤ n : T k(x) ∈ A}, x ∈ An,

0, sonst,
n ≥ 1

und untersuchen das Konvergenzverhalten ausgesuchter vonZn abgeleiteter Rück-

kehrzeitprozesse. Für eine regulär variierende Funktion (r. v. F.)F für x → ∞ (vgl.

Anhang, Definition 4.3.1) nennen wir die Prozesse

F (Zn)
F (n)

und
F (n− Zn)
F (n)

(durchF ) verzerrte Rückkehrzeitprozesse. Insbesondere definiert man dennormali-

sierten Kac-Prozessals

Φn :=
∑Zn

k=0 µ (A ∩ {ϕ > k})
µ (An)

bzw. dennormalisierten Verbrachte-Zeit-Kac-Prozessals

Ψn :=
∑n−Zn

k=0 µ (A ∩ {ϕ > k})
µ (An)

.

FallsA eineuniforme Mengeund dieWander-RateWn (A) := µ (An) eine regulär va-

riierende Folge (r. v. F.) mit Exponent(1 − α) ∈ [0, 1] ist, so zeigt THALER [Tha98],

dass der ProzessZn/n streng in Verteilunggegen die Zufallsvariableξα mit Werten in

[0, 1] und Dichte

fξα (x) =
sinπα
π

1
x1−α (1 − x)α

, 0 < x < 1

für α ∈ (0, 1) und ξ0 = 0, ξ1 = 1 konvergiert. Insbesondere genügt der Prozess

Zn für α = 1/2 dem Arcus-Sinus-Gesetz im Sinne von DYNKIN und LAMBERTI

(vgl. [Dyn61], [Lam58]). Das Ziel der hier vorliegenden Arbeit ist es, distributionale

Grenzwertsätze für Rückkehrzeitprozesse (verzerrte Rückkehrzeitprozesse bzw. Kac-

Prozesse) unter geeigneten Voraussetzungen zu beweisen. Es werden Verzerrungen

entwickelt, so dass man für die kritischen Fälleα = 0 undα = 1 nicht degenerierte

Resultate erhält. Dabei wird ein Gleichverteilungsgesetz für den Erneuerungsprozess

Zn für den Fallα = 0 (Theorem 3.2.6) sowie für den normalisierten Verbrachte-Zeit-

Kac-ProzessΨn im Falleα = 1 (Theorem 3.3.3) bewiesen. Ferner wird der Zusam-

menhang zwischen der unendlichen Ergodentheorie und der Theorie der Kettenbrüche

hergestellt, welches zu neuen zahlentheoretischen Ergebnissen führt. Dabei spielt die

Farey-Intervallabbildung eine fundamentale Rolle. Einige der Ergebnisse liegen als

Preprint vor (vgl. [KS59] bzw. [KS09]).

Der Aufbau dieser Arbeit stellt sich wie folgt dar:

Im ersten Kapitel, welches sich in zwei Teilkapitel gliedert, werden die begrifflichen
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Grundlagen der Arbeit gelegt. Teilkapitel 1.1 führt in die unendliche Ergodentheorie

ein und stellt Ergebnisse bereit, die für den Fortgang der Arbeit von Relevanz sind.

Im Teilkapitel 1.2 werden uniforme Mengen definiert und die Thaler-Intervallabbil-

dungen I diskutiert. Diese Intervallabbildungen besitzen unendlicheσ-endliche invari-

ante Maße und garantieren die Existenz uniformer Mengen. Als wichtiges Beispiel die-

ser Klasse von Intervallabbildungen wird die Farey-Abbildung untersucht (vgl. Teil-

kapitel 4.1).

Im zweiten Kapitel werdenuniforme Rückkehrmengeneingeführt. Die Eigenschaften

solcher Mengen werden später dazu genutzt, konkrete Konvergenzaussagen für den

normalisierten Verbrachte-Zeit-Kac-Prozess (vgl. Theorem 3.3.3) sowie für den Fluk-

tuationsprozess der Quersumme von Kettenbrüchen (vgl. Theorem 4.2.3) zu beweisen.

Das erste Teilkapitel stellt einen Typus von Intervallabbildungen (Thaler-Intervallab-

bildungen II) mit indifferentem Fixpunkt bei0 und zwei wachsenden vollen Zweigen

vor. Dabei wird das asymptotische Verhalten der Folge(P̂n)n≥0 untersucht. Diese

Klasse von Intervallabbildungen motiviert dann im zweiten Teilkapitel den neuen Be-

griff uniformer Rückkehrmengen. Dabei werden diese Mengen inklusive ihrer Eigen-

schaften behandelt. Es wird gezeigt, dass jede uniforme Rückkehrmenge stets eine

uniforme Menge ist. Eine Umkehrung dieser Aussage liefert die Proposition 2.2.4 un-

ter zusätzlichen Voraussetzungen. Mit Hilfe dieser Proposition wird später im Kapi-

tel 4 bewiesen, dass das Intervall
(

1
2 , 1
]

eine uniforme Rückkehrmenge für die Farey-

Intervallabbildung ist, was den Grundstein für die zahlentheoretischen Anwendungen

legt.

Kapitel 3 befasst sich mit Konvergenzaussagen für Rückkehrzeitprozesse bzgl. Men-

gen, die die Eigenschaften aus Teilkapitel 1.2 bzw. Teilkapitel 2.2 erfüllen (uniforme

Mengen bzw. uniforme Rückkehrmengen). Im ersten Teilkapitel wird zunächst in Pro-

position 3.1.3 gezeigt, dass, falls der ProzessYn/n in Verteilung gegen eine Zufallsva-

riableY konvergiert mit Werten in[0,∞] und ohne Atome bei0 oder∞, der verzerrte

ProzessF (Yn) /F (n) für jede r. v. F.F mit Exponentβ ∈ R auch in Verteilung

gegen die ZufallsvariableY β konvergiert. Dieses wahrscheinlichkeitstheoretische Re-

sultat wird dann dazu verwendet, die Konvergenzaussagen im Theorem 3.1.4 für die

Kac-Prozesse in dem Fall zu beweisen, dass die Wander-Rate eine r. v. F. mit geeig-

netem Exponenten(1 − α) ∈ [0, 1] ist. Dabei genügen die Kac-Prozesse fürα = 1/2
dem Arcus-Sinus-Gesetz. Im zweiten Teilkapitel werden verzerrte Rückkehrzeitpro-

zesseF (Zn) /F (n), wobeiF eine r. v. F. mit Exponentβ ≥ 0 ist, für den Fall un-

tersucht, dass die Wander-Rate eine r. v. F. mit Exponent1 ist. DaZn/n in diesem

Fall streng in Verteilung gegen0 konvergiert, liefert das oben erwähnte wahrschein-

lichkeitstheoretische Resultat keine Aussagen über das asymptotische Verhalten der
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ProzesseF (Zn) /F (n). Für β > 0 wird dann mit Hilfe der Methode der Momen-

te im Theorem 3.2.4 gezeigt, dassF (Zn) /F (n) lokal stochastisch bzgl.µ gegen0
konvergiert. Dazu wird zunächst die Proposition 3.2.2 entwickelt, welche sowohl ei-

ne entscheidende Rolle bei der Beweisführung des oben erwähnten Theorems 3.2.4

spielt, als auch von eigenem Interesse für die Theorie der regulären Variation ist. Ins-

besondere konvergiert der normalisierte Kac-ProzessΦn streng in Verteilung gegen0.

Für den Fallβ = 0 konvergiert der ProzessZn/ (nΦn) streng in Verteilung gegen die

auf [0, 1] gleichverteilte ZufallsvariableU (vgl. Korollar 3.2.7). Teilkapitel 3.3 widmet

sich dem Konvergenzverhalten von normalisierten Verbrachte-Zeit-Kac-ProzessenΨn

für den Fall, dass die Wander-RateWn (A) eine langsam variierende Folge ist. Dabei

wird vorausgesetzt, dassA eine uniforme Rückkehrmenge ist. Mit Hilfe der Eigen-

schaften solcher Mengen wird dann im Theorem 3.3.3 gezeigt, dass der ProzessΨn

dem Gleichverteilungsgesetz genügt. Dies heißt, dassΨn streng in Verteilung gegen

die auf[0, 1] gleichverteilte ZufallsvariableU konvergiert. Dieser Grenzwertsatz wird

ferner im nächsten Kapitel dazu genutzt, die Konvergenzaussage im Theorem 4.2.3 für

den Fluktuationsprozess der Quersumme von Kettenbrüchen zu folgern.

Das letzte Kapitel ist der zahlentheoretischen Anwendung gewidmet. Dabei wird durch

die Farey-Intervallabbildung der Zusammenhang zwischen der unendlichen Ergoden-

theorie und der Theorie der Kettenbrüche hergestellt. In der Tat besitzt die Farey-

Intervallabbildung die Eigenschaft, dass die induzierte Transformation auf der uni-

formen MengeK1 :=
(

1
2 , 1
]

mit der Gauß-Abbildung übereinstimmt. Somit lassen

sich die Rückkehrzeiten nachK1 durch die Eingänge der Kettenbruchentwicklung aus-

drücken. Dabei werden wir das Fluktuationsverhalten des Prozesses(Xn)n≥1, gegeben

durch

Xn (x) := max

{
p∑

i=1

ki (x) :
p∑

i=1

ki (x) ≤ n, p ∈ N0

}
, x ∈ I,

untersuchen. Im Teilkapitel 4.1 werden die dynamischen Eigenschaften der Farey-

Abbildung behandelt. Es wird mit Hilfe des Lemmas 4.1.1 sowie der Proposition 2.2.4

gezeigt, dassK1 eine uniforme Rückkehrmenge ist. Im Teilkapitel 4.2 wird schließlich

demonstriert, wie sich die Konvergenzaussage für den normalisierten Verbrachte-Zeit-

Kac-Prozess im Theorem 3.3.3 auf den Fluktuationsprozess(n−Xn)n≥1 übertragen

lässt. Ferner wird ein Gesetz der großen Deviationen für den Prozess(n−Xn)n≥1 be-

wiesen, welches präzise Informationen über die Verteilung von(n−Xn) /n für große

n gibt.
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KAPITEL 1

Grundlegende Begriffe und Sätze

In diesem Kapitel werden die Grundzüge der unendlichen Ergodentheorie in dem Um-

fang beschrieben, wie dies für das Verständnis und als Grundlage für den weiteren

Verlauf dieser Arbeit notwendig ist. Für weitere Details verweisen wir auf die Lehrbü-

cher [Aar97] und [Den05, Teilkapitel 5.6].

Im Folgenden bezeichnet(X,A, µ) stets einen Maßraum, wobeiµ ein unendliches

σ-endliches Maß ist.

1.1. Maßtheoretische dynamische Systeme

DEFINITION 1.1.1. Eine messbare TransformationT : X → X auf dem Maßraum

(X,A, µ) heißt:

(1) nichtsingulär,falls µ
(
T−1 (A)

)
= 0 für jedesA ∈ A mit µ (A) = 0 gilt;

(2) µ-invariant, falls µ
(
T−1 (A)

)
= µ (A) für jedesA ∈ A gilt.

Eine nichtsinguläre TransformationT auf dem Maßraum(X,A, µ) heißtergodisch,

falls gilt:

A ∈ A, T−1 (A) = A modµ ⇒ µ (A) = 0 oder µ (X\A) = 0.

NOTATION 1.1.2. Mit (A, µ,X, T ) wird ein maßtheoretisches dynamisches System

bezeichnet, wobeiT eine nichtsinguläre Transformation ist.

DEFINITION 1.1.3. Sei(A, µ,X, T ) ein maßtheoretisches dynamisches System.

(1) Eine messbare MengeW ⊂ X nennt manwandernd,falls die Familie

{T−n (W ) : n ∈ N0} aus paarweise disjunkten Mengen besteht.

(2) Eine messbare MengeD ⊂ X mit der Eigenschaft, dass jede wandernde

Menge positiven Maßes f. s. inD enthalten ist, heißt derdissipativeTeil

des Systems (bzgl. der TransformationT ) und wird mitD (T ) bezeichnet.

Ihr KomplementC (T ) := X\D (T ) nennt man denkonservativenTeil des

Systems.

(3) Die TransformationT heißtkonservativ, falls C(T ) = X modµ.

11
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THEOREM 1.1.4 (Maharams Satz [Aar97], Theorem 1.1.7).Es sei(X,A, µ, T ) ein

maßtheoretisches dynamisches System, wobeiT µ-invariant ist. Falls eseine messbare

MengeA mit µ (A) <∞ gibt, so dass

X =
∞⋃

n=0

T−n (A) modµ

gilt, dann istT konservativ.

DEFINITION 1.1.5. Gegeben seien ein maßtheoretisches dynamisches System

(A, µ,X, T ) und der RaumL1 (µ) aller reellwertigenµ-integrierbaren Funktionen auf

X. Dann heißt die lineare Abbildung

T̂ : L1 (µ) −→ L1 (µ) , f �−→ T̂ (f) :=
d
(
νf ◦ T−1

)
dµ

,

wobeiνf das signierte Maß mit Dichtef bezüglichµ bezeichnet,Transfer-Operator

(manchmal auchFrobenius-Perron-Operatorgenannt). Er ist durch∫
X
T̂ (f) · g dµ =

∫
X
f · g ◦ T dµ für alle f ∈ L1 (µ) undg ∈ L∞ (µ)

eindeutig bestimmt. Dabei bezeichnetL∞ (µ) den Raum aller reellwertigen messbaren

µ-f. s. beschränkten Funktionen aufX.

Offensichtlich lässt sich der Definitionsbereich des Transfer-Operators auf den Raum

der nichtnegativen messbaren Funktionen ausdehnen.

PROPOSITION1.1.6 ([Aar97], Proposition 1.2.2, 1.3.2).Für ein maßtheoretisches dy-

namisches System(A, µ,X, T ) sind die folgenden drei Aussagen äquivalent:

(1) T ist konservativ und ergodisch.

(2) Für alle f ∈ L+
1 (µ) :=

{
f ∈ L1 (µ) : f ≥ 0 µ-f. s.,

∫
X f dµ > 0

}
gilt

∞∑
n=0

f ◦ T n = ∞ µ-f. s.

(3) Für alle f ∈ L+
1 (µ) gilt

∞∑
n=0

T̂ n (f) = ∞ µ-f. s.

Dabei bezeichnetTn = T ◦T n−1 bzw.T̂ n = T̂ ◦T̂ n−1 die induktiv definierte

n-te Iterierte vonT bzw.T̂ (n ≥ 1) mit T 0 = id. bzw.T̂ 0 = id.

Bei der Untersuchung eines stochastischen Prozesses, der durch eine nichtsinguläre

Transformation definiert ist, stellt sich die Frage, inwiefern sein asymptotisches Ver-

halten von der Startverteilung abhängt. In dieser Situation ist derKompaktheitssatz
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von AARONSONhilfreich; dieser besagt, dass die Konvergenz in Verteilung bezüglich

einesabsolut stetigen Wahrscheinlichkeitsmaßes unter geeigneten Voraussetzungen zu

demselben asymptotischen Verhalten bezüglichaller absolut stetigen Wahrscheinlich-

keitsmaße führt.

NOTATION 1.1.7. Mit

Pµ := {ν : ν Wahrscheinlichkeitsmaß aufA mit ν 
 µ}
wird der Raum der bezüglichµ absolut stetigen Wahrscheinlichkeitsmaße auf dem

Messraum(X,A) bezeichnet. Diese Wahrscheinlichkeitsmaße stellen die zulässigen

Startverteilungen für die durch die Iteration vonT definierten Prozesse dar.

Das SymbolPµ wird auch zur Bezeichnung der Menge der zugehörigen Dichten ver-

wendet.

DEFINITION 1.1.8. Es seien(A, µ,X) einσ-endlicher Maßraum,fn : X → [−∞,∞]
(n ≥ 1) eine Folge messbarer numerischer Funktionen undY eine Zufallsvariable mit

Werten in[−∞,∞] (nicht unbedingt aufX definiert).

(1) Seiν ein Wahrscheinlichkeitsmaß aufA. Die Folge(fn) heißt konvergent

in Verteilungbzgl. ν gegenY , kurzfn
ν−→ Y , falls∫

X
g ◦ fn dν −→ E (g (Y )) für alle g ∈ C ([−∞,∞]) .

(2) Die Folge (fn) heißt streng konvergent in Verteilung gegenY , kurz

fn
L(µ)−→ Y , falls

fn
ν−→ Y für alle ν ∈ Pµ.

BEMERKUNG 1.1.9. Insbesondere gilt fürc ∈ [−∞,∞] Folgendes:fn konvergiert

genau dann streng in Verteilung gegenc, wennfn lokal stochastischbzgl.µ gegenc

konvergiert, kurzfn
µ−−−−−−→

lok. stoch.
c.

THEOREM 1.1.10 (Kompaktheitssatz [Aar97], Prop. 3.6.1).Sind(A, µ,X, T ) ein er-

godisches maßtheoretisches dynamisches System,Y eine Zufallsvariable mit Werten

in [−∞,∞] undfn : X → [−∞,∞] (n ≥ 1) eine Folge von messbaren numerischen

Funktionen, so dass
fn ◦ T − fn

µ−−−−−−→
lok. stoch.

0.

Dann gilt folgende Äquivalenz:

fn
L(µ)−→ Y ⇐⇒ fn

ν−→ Y für ein gewissesν ∈ Pµ.
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1.2. Uniforme Mengen

Von nun an wird für den weiteren Verlauf dieser Arbeit stets vorausgesetzt, dass

(A, µ,X, T ) ein konservatives ergodisches invariantes dynamisches System ist. Ins-

besondere bedeutet dies nach derKac-Formel, dass der Mittelwert der Rückkehrzeit

zu einer Menge endlichen positiven Maßesunendlichist.

In dieser Arbeit verwenden wir die Konventionmin ∅ := ∞ undmax ∅ := 0.

DEFINITION 1.2.1. Für eine messbare MengeA ∈ A mit µ (A) > 0 sei

ϕ (x) := ϕA (x) := min {n ≥ 1 : T n (x) ∈ A} , x ∈ X. (1.2.1)

Fürx /∈ A heißtϕ dieerste TrefferzeitvonA; für x ∈ A heißtϕ dieerste Rückkehrzeit

nachA.

BEMERKUNG 1.2.2. Für eine messbare MengeA ∈ A mit 0 < µ (A) < ∞ ist es

sinnvoll, ϕ als Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum(X,A, µA) zu be-

trachten, wobeiµA (E) := µ(A∩E)
µ(A) , E ∈ A. Dann erhält man nach der Kac-Formel

E (ϕ|A) =
∫
ϕ dµA =

µ (X)
µ (A)

= ∞.

Eine zentrale Rolle in dieser Arbeit spielt des Weiteren die Wander-Rate.

DEFINITION 1.2.3. FürA ∈ A mit 0 < µ (A) < ∞ seiAn :=
⋃n

k=0 T
−kA. Dann

heißt die Folge

Wn := Wn (A) := µ (An) , n ≥ 0

die Wander-RatevonA.

BEMERKUNG 1.2.4. Es ist zu bemerken, dass für alleν ∈ Pµ gilt

lim
n→∞ ν (An) = 1 und ν ({ϕ <∞}) = 1,

daT konservativ und ergodisch ist.

Ferner wird der Zusammenhang zwischen der Wander-Rate und der Rückkehrzeit

durch die folgenden Gleichungen hergestellt:

Wn (A) =
n∑

k=0

µ (A ∩ {ϕ > k}) =
∫

A
min(ϕ, n + 1) dµ (n ≥ 0) .

Für den weiteren Verlauf der Untersuchung wird folgende Definition benötigt:

DEFINITION 1.2.5. Eine messbare MengeA ∈ A mit 0 < µ (A) < ∞ heißtuniform

für f ∈ Pµ, falls es eine positive reelle Folge(bn)n≥1 gibt, so dass

1
bn

n−1∑
k=0

T̂ k (f) −→ 1 µ-f. s. gleichmäßig aufA.
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Die MengeA heißtuniforme Menge,falls sie uniform für ein gewissesf ∈ Pµ ist.

Für den weiteren Verlauf dieser Arbeit benötigen wir folgende Notation:

NOTATION 1.2.6. Gegeben seien zwei nichtnegative Folgen(an) und(bn).

• an ∼ bn :⇔ bn > 0 für allen ≥ n0 und limn→∞ an
bn

= 1.

• an = o (bn) :⇔ bn > 0 für alle n ≥ n0 und limn→∞ an
bn

= 0.

• an = O (bn) :⇔ bn > 0 für alle n ≥ N und supn≥N

(
an
bn

)
<∞.

DEFINITION 1.2.7. Die TransformationT heißt punktweise dual ergodisch, falls es

eine Folge(bn)n≥1 positiver Zahlen gibt, so dass

1
bn

n−1∑
k=0

T̂ k (f) −→
∫
f dµ f. s. für alle f ∈ L1 (µ) .

Die Folge(bn)n≥1 wird RekurrenzfolgevonT genannt.

BEMERKUNG 1.2.8. Die Rekurrenzfolge(bn)n≥1 ist bis auf einen Proportionalitäts-

faktor und asymptotische Äquivalenz eindeutig bestimmt. Ferner gilt

bn −→ ∞ und
bn
n

−→ 0 (n→ ∞).

PROPOSITION 1.2.9 ([Aar97], Prop. 3.7.5).Falls für ein gewissesf ∈ L+
1 (µ) und

eine Folge(bn)n≥1 positiver Zahlen gilt

1
bn

n−1∑
k=0

T̂ k (f) −→
∫
f dµ f. s.

auf einer MengeB ∈ A mit µ (B) > 0, dann istT punktweise dual ergodisch.

BEMERKUNG 1.2.10. Aus der Proposition 1.2.9 und dem Satz von Egorov (vgl. [Els96,
Seite, 250]) folgt, dassT genau dann punktweise dual ergodisch ist, wenn sie uniforme

Mengen besitzt.

Im Folgenden werden als wichtiges Beispiel die von THALER eingeführten Inter-

vallabbildungen betrachtet, die zur Existenz von unendlichenσ-endlichen invarianten

Maßen sowie uniformen Mengen führen.

BEISPIEL 1.2.11 (Thaler-Intervallabbildungen I [Tha83]). Sei ξ = {B (i) : i ∈ I}
eine endliche oder unendliche Familie von paarweise disjunkten Teilintervallen von

[0, 1] mit λ
(⋃

i∈I B (i)
)

= 1, wobei λ das Lebesgue-Maß auf der Borelschen

σ-AlgebraB[0,1] bezeichnet. SeiT : [0, 1] → [0, 1] eine Abbildung, die die folgen-

den Bedingungen erfüllt:
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(1) Für alle i ∈ I ist T |B(i) zweimal differenzierbar und es giltT (B (i)) =
[0, 1];

(2) Es gibt eine nichtleere endliche TeilmengeJ ⊂ I derart, dassB (j) für

jedesj ∈ J genau einenindifferenten Fixpunktxj (d.h. ein Fixpunkt mit

T ′ (xj) = 1) enthält;

(3) Zu jedemε > 0 gibt es eine reelle Zahlρ (ε) > 1, so dass für alle

x ∈ ⋃i∈I B (i) \⋃j∈J (xj − ε, xj + ε) gilt |T ′ (x)| ≥ ρ (ε);
(4) Es gibt einη > 0, so dass fürj ∈ J T ′ auf (xj − η, xj)∩B (j) fällt und auf

(xj, xj + η) ∩B (j) wächst;

(5) |T ′′|
(T ′)2

ist auf
⋃

i∈I B (i) beschränkt.

Wie von THALER ([Tha80] bzw. [Tha83]) gezeigt istT eine konservative ergodische

Transformation bezüglichλ und hat ein eindeutiges unendlichesσ-endliches invarian-

tes Maßµ, welches zuλ äquivalent ist (d.h.A ∈ B[0,1], µ (A) = 0 ⇔ λ (A) = 0).

Ferner besitzt die Dichtedµ
dλ eine Versionh der Gestalt

h (x) = h0 (x)
∏
j∈J

x− xj

x− uj (x)
für alle x ∈ [0, 1] \ {xj : j ∈ J} ,

wobeiuj :=
(
T |B(j)

)−1 (j ∈ J) undh0 eine stetige positive Funktion auf[0, 1] ist.

PROPOSITION1.2.12 ([Tha95]). Es seiT : [0, 1] → [0, 1] eine Thaler-Intervallabbil-

dung I. Dann gibt es eine Folge(bn) positiver Zahlen derart, dass für alle Riemann-

integrierbaren Funktionenu auf [0, 1] gilt

1
bn

n−1∑
k=0

P̂ k (u) −→
(∫

u dλ

)
h

gleichmäßig auf kompakten Teilmengen von[0, 1] \ {xj : j ∈ J}. Dabei bezeichnet̂P

den Frobenius-Perron-Operator bzgl.λ.

KOROLLAR 1.2.13. Unter den Voraussetzungen der Proposition 1.2.12 folgt wegen

T̂ n (f) =
1
h
P̂n (f · h) für alle f ∈ L1 (µ) undn ≥ 0,

dass jede messbare MengeA ∈ B[0,1] mit λ (A) > 0, die von den indifferenten Fix-

punkten weg beschränkt ist, eine uniforme Menge ist.

BEMERKUNG 1.2.14 ([Tha95]). Es seiT eine Thaler-Intervallabbildung I, so dass

zusätzlich für allej ∈ J

T (x) = x∓ aj |x− xj|pj+1 + o
(
|x− xj|pj+1

)
(x→ xj) ,
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mit aj > 0 undpj ≥ 1. Dann gilt fürp := max {pj : j ∈ J}

bn ∼ const ·
{

n
log(n) , p = 1,

n1/p, p > 1.

Das folgende wichtige Resultat wird in den nächsten Kapiteln benötigt. Für Definitio-

nen und weitere Details zu regulär variierenden Funktionen bzw. Folgen wird auf den

Anhang verwiesen.

PROPOSITION 1.2.15 ([Aar97], Prop. 3.8.7). Für eine uniforme MengeA gilt:

Die Normierungsfolge(bn) ist genau dann eine regulär variierende Folge (r. v. F.)

mit Exponentα, wenn(Wn) eine r. v. F. mit Exponent(1 − α) ist. In diesem Fall gilt

α ∈ [0, 1] und

bnWn ∼ n

Γ (1 + α) Γ (2 − α)
(n→ ∞) . (1.2.2)

KOROLLAR 1.2.16. Ist (bn) (bzw.(Wn (A))) eine r. v. F., dann gilt

Wn (A) ∼Wn (B) (n→ ∞)

für jede uniforme MengeB.

Wir schließen dieses Kapitel mit folgender Bemerkung:

BEMERKUNG 1.2.17. Im Allgemeinen sind die Folgen(bn) und(Wn (A)) nicht regu-

lär variierend. Jedoch für die Thaler-Intervallabbildungen I gilt nach [Tha83, Theorem

3] stets, dass für alle uniformen MengenA,B

Wn (A) ∼Wn (B) (n→ ∞) .



KAPITEL 2

Uniforme Rückkehrmengen

In diesem Kapitel wird der Begriff uniformer Rückkehrmengen eingeführt, welche

eine wesentliche Rolle im Theorem 3.3.3 spielen werden.

2.1. Motivation: Thaler-Intervallabbildungen II

Für die im Beispiel 1.2.11 untersuchten Intervallabbildungen I wurden Aussagen über

das asymptotische Verhalten der Folge
(∑n−1

k=0 P̂
k
)

n≥1
gemacht. Nun werden wir uns

im Folgenden mit der Frage des asymptotischen Verhaltens der Folge
(
P̂n
)

n≥0
selbst

beschäftigen. Dazu betrachten wir eine Klasse von Intervallabbildungen mit indiffe-

rentem Fixpunkt bei0 und zwei wachsenden vollen Zweigen, die gewissen Vorausset-

zungen genügen. Ein konkretes Beispiel, das in die Klasse der Thaler-Intervallabbil-

dungen II fällt, wird im Beispiel 3.3.4 vorgeführt.

BEISPIEL 2.1.1 (Thaler-Intervallabbildungen II [Tha00]). SeiT : [0, 1] → [0, 1] eine

Abbildung mit indifferentem Fixpunkt bei0 und zwei wachsenden vollen Zweigen.

Wir setzenI0 := (0, c) undI1 := (c, 1), wobeiT monoton aufIj, j = 0, 1 ist. Ferner

nehmen wir an, dassT zusätzlich den folgenden Voraussetzungen genügt:

(1) Für jedesk ∈ {0, 1} besitztT |Ik
eineC1-FortsetzungsfunktionT |Ik

auf dem

AbschlussIk von Ik, so dass
(
T |Ik

)′
> 0 undT (Ik) = [0, 1] .

(2) T ist in einer Umgebung von0 konvex.

(3) T hat ein unendlichesσ-endliches invariantes Maßµ äquivalent zuλ, so dass

die Dichtedµ
dλ eine Versionh der Gestalt

h (x) =
g (x)
xp

, x ∈ (0, 1]

besitzt, wobeip ≥ 1 und g eine positive stetige Funktion von beschränkter

Variation ist.

(4) Die Funktion

ψ :=
h ◦ T · T ′

h
ist aufI0 monoton wachsend.

Dann istT eine konservative ergodische Transformation bezüglichµ (vgl. [Tha00]).

18
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PROPOSITION2.1.2 ([Tha00]). SeiT : [0, 1] → [0, 1] eine Thaler-Intervallabbildung

aus Beispiel 2.1.1 undα := 1
p . Dann gilt für alle Riemann-integrierbaren Funktionu

Wn ([c, 1]) P̂n (u) −→
(

1
Γ (α) Γ (2 − α)

∫
u dλ

)
h

gleichmäßig auf kompakten Teilmengen von(0, 1].

2.2. Definition uniformer Rückkehrmengen

Diese Klasse von Intervallabbildungen motiviert den neuen Begriff uniformer Rück-

kehrmengen.

DEFINITION 2.2.1. Eine messbare MengeA ∈ A mit 0 < µ (A) < ∞ heißt eine

uniforme Rückkehrmenge fürf ∈ Pµ, falls es eine monoton wachsende Folge(bn)n≥0

positiver reeller Zahlen mitbn ↑ ∞ gibt, so dass

bnT̂
n (f) −→ 1 µ-f. s. gleichmäßig aufA.

Sie heißt eineuniforme Rückkehrmenge,falls sie eine uniforme Rückkehrmenge für

ein gewissesf ∈ Pµ ist.

Offensichtlich gilt für die Thaler-Intervallabbildungen II, dass jede messbare Menge

A ∈ B[0,1] mit λ (A) > 0, die von0 weg beschränkt ist, eine uniforme Rückkehrmenge

ist.

LEMMA 2.2.2. Jede uniforme RückkehrmengeA ist eine uniforme Menge.

BEWEIS. SeiA eine uniforme Rückkehrmenge fürf ∈ Pµ. Dann gibt es zu jedem

fest vorgegebenenε ∈ (0, 1) einn0 derart, dass für allen ≥ n0 gilt

(1 − ε)
1
bn

≤ T̂ n (f) ≤ (1 + ε)
1
bn

µ-f. s. gleichmäßig aufA.

Setzt manf̃ := T̂ n0 (f) ∈ Pµ und beachtetbn ↑ ∞, so ist die Funktionenfolge(
T̂ n
(
f̃
))

n≥0
µ-f. s. gleichmäßig beschränkt aufA. DaT konservativ und ergodisch

ist, gilt ferner nach Proposition 1.1.6
∞∑

k=0

T̂ k
(
f̃
)

= ∞ µ-f. s.

Somit ergibt sich wegen

bn+n0T̂
n
(
f̃
)

−→ 1 µ-f. s. gleichmäßig aufA
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und der gleichmäßigen Beschränktheit der Funktionenfolge
(
T̂ n
(
f̃
))

n≥0
, dass

1∑n
k=0

1
bk

·
n∑

k=0

T̂ k
(
f̃
)

−→ 1 µ-f. s. gleichmäßig aufA.

Dies bedeutet, dassA eine uniforme Menge für̃f ist, was zu zeigen war. �

Die folgende Proposition stellt –analog zu Proposition 1.2.15 für den Fall unifor-

mer Mengen– den Zusammenhang zwischen der Normierungsfolge(bn) aus Defini-

tion 2.2.1 und der Wander-Rate für uniforme Rückkehrmengen her; sie wird in Teilka-

pitel 3.3 zur Herleitung des Gleichverteilung-Grenzwertsatzes herangezogen.

PROPOSITION2.2.3. Für eine uniforme RückkehrmengeA und fürβ ∈ [0, 1) gilt: Die

Normierungsfolge(bn) ist genau dann eine r. v. F. mit Exponentβ, wenn(Wn) eine

r. v. F. mit demselben Exponenten ist. In diesem Fall hat man

bn ∼WnΓ (1 − β) Γ (1 + β) (n→ ∞) .

BEWEIS. SeiA eine uniforme Rückkehrmenge fürf ∈ Pµ mit Normierungsfolge

(bn). Für alles > 0 setzen wir:

Q (s) :=
∞∑

n=0

µ (A ∩ {ϕ > n})
µ (A)

e−ns,

U (s) :=
∞∑

n=0

ν
(
T−nA

)
e−ns, (2.2.1)

wobei ν das Wahrscheinlichkeitsmaß mit der Dichtef bezeichnet. Ohne Einschrän-

kung nehmen wir an, dass
(
T̂ n (f) |A

)
eine gleichmäßig beschränkte Funktionenfolge

ist. In der Tat gilt

An :=
n⋃

k=0

T−kA =
n⋃

k=0

T−k (A ∩ {ϕ > n− k}) ,

wobei die MengenT−k (A ∩ {ϕ > n− k}) , 0 ≤ k ≤ n, paarweise disjunkt sind.

Daher erhält man

ν (An) =
∫

A

n∑
k=0

T̂ k (f) · 1A∩{ϕ>n−k} dµ, n ≥ 0,

und folglich mit Hilfe der Produktregel für Laplace-Transformierte

∞∑
n=0

ν (An) e−ns =
∫

A

( ∞∑
n=0

T̂ n (f) e−ns

)( ∞∑
n=0

1A∩{ϕ>n}e−ns

)
dµ.
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Da

T̂ n (f) ∼ ν (T−nA)
µ (A)

(n→ ∞) µ-f. s. gleichmäßig aufA,

folgt wegen der gleichmäßigen Beschränktheit der Funktionenfolge
(
T̂ n (f) |A

)
, dass

∞∑
n=0

T̂ n (f) e−ns ∼ U (s)
µ (A)

(s→ 0) µ-f. s. gleichmäßig aufA.

Daraus ergibt sich mit den Bezeichnungen aus (2.2.1), dass
∞∑

n=0

ν (An) e−ns ∼ U (s)Q (s) (s→ 0) .

Da limn→∞ ν (An) = 1, gilt außerdem
∞∑

n=0

ν (An) e−ns ∼ 1
1 − e−s

∼ 1
s

(s→ 0) .

Schließlich erhält man
1
s
∼ U (s)Q (s) (s→ 0) . (2.2.2)

Ist bn ∼ nβL (n) für β ∈ [0, 1), wobeiL eine langsam variierende Funktion (l. v. F.)

für x→ ∞ ist, so gilt nach Karamatas Lemma (vgl. Anhang, Lemma 4.3.9)

n−1∑
k=0

ν
(
T−kA

)
∼ n1−β

(1 − β)L (n)
µ (A) .

Somit erhält man aus der Asymptotik (2.2.2) nach dem Karamata-Tauberschen Satz

(KT-Satz, vgl. Anhang, Theorem 4.3.8), dass

Q (s) ∼ 1
Γ (1 − β)µ (A)

(
1
s

)β

L

(
1
s

)
,

und weiter

Wn ∼ 1
Γ (1 − β) Γ (1 + β)

bn.

Nun seiWn ∼ nβL̃ (n) für β ∈ [0, 1), wobei L̃ eine gewisse l. v. F. fürx → ∞
bezeichnet. Aus (2.2.2) folgt dann nach KT-Satz

n−1∑
k=0

ν
(
T−kA

)
∼ n1−β

Γ (2 − β) Γ (1 + β) L̃ (n)
µ (A) .

Da
n−1∑
k=0

ν
(
T−kA

)
∼ µ(A)

n−1∑
k=0

1
bk
,
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(bn) monoton und1 − β > 0 sind, erhält man weiter durch den KT-Satz

1
bn

∼ n−β

Γ (1 − β) Γ (1 + β) L̃ (n)
.

Dies impliziert

bn ∼ Γ (1 − β) Γ (1 + β)Wn,

und hieraus folgt die Behauptung. �

In der nächsten Proposition wird unter zusätzlichen Voraussetzungen die Umkehrung

von Lemma 2.2.2 gezeigt.

PROPOSITION2.2.4. SeiA eine uniforme Menge fürf . Falls die Wander-Rate(Wn)
eine r. v. F. mit Exponent(1 − α) für α ∈ (0, 1] und die Folge

(
T̂ n (f) |A

)
n≥0

schließ-

lich monoton fallend ist (d.h.; es gibt einn0 ≥ 0, so dass
(
T̂ n (f) |A

)
n≥n0

monoton

fallend ist), dann istA eine uniforme Rückkehrmenge. In diesem Fall gilt

WnT̂
n (f) −→ 1

Γ (α) Γ (2 − α)
µ-f. s. gleichmäßig aufA.

BEWEIS. λ, η ∈ R seien fest, aber beliebig mit0 < λ < η. Setzen wir

Vn :=
n∑

k=0

T̂ k (f) ,

so gilt dank der Monotonie der Funktionenfolge
(
T̂ n (f) |A

)
n≥n0

T̂ �nη� (f)
Vn

· (�nη� − �nλ�) ≤ V�nη� − V�nλ�
Vn

≤ T̂ �nλ� (f)
Vn

· (�nη� − �nλ�)

für alle genügend großenn. Dabei ist�x� := max {n ∈ Z : n ≤ x}, x ∈ R.

Ferner gibt es wegen�nη� − �nλ� ∼ n (η − λ) zu jedem festenε ∈ (0, 1)
einm0 ∈ N mit

n (1 − ε) (η − λ) ≤ �nη� − �nλ� ≤ n (1 + ε) (η − λ) für alle n ≥ m0.

Damit folgt für alle genügend großenn, dass

nT̂ �nη� (f)
Vn

· (1 − ε) (η − λ) ≤ V�nη� − V�nλ�
Vn

≤ nT̂ �nλ� (f)
Vn

· (1 + ε) (η − λ) .

Da

V�nη� − V�nλ�
Vn

−→ ηα − λα für n→ ∞ µ-f. s. gleichmäßig aufA,

erhält man einerseits

1
1 + ε

· η
α − λα

η − λ
≤ lim inf

nT̂ �nλ� (f)
Vn

µ-f. s. gleichmäßig aufA.
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Setzen wirη → λ undε→ 0, dann folgt

αλα−1 ≤ lim inf
nT̂ �nλ� (f)

Vn
µ-f. s. gleichmäßig aufA.

Andererseits gilt analog

lim sup
nT̂ �nη� (f)

Vn
≤ αηα−1 µ-f. s. gleichmäßig aufA.

Daλ undη beliebig waren, ergibt sich für beliebigesc > 0

nT̂ �nc� (f)
Vn

−→ αcα−1 µ-f. s. gleichmäßig aufA.

Schließlich erhält man wegen

V�nc� ∼ cαVn µ-f. s. gleichmäßig aufA und �nc� ∼ cn (n→ ∞)

für m = �nc�
mT̂m (f)
Vm

=
�nc�
n

· nT̂
�nc� (f)
Vn

· Vn

V�nc�
−→ α µ-f. s. gleichmäßig aufA.

Hieraus ergibt sich nach (1.2.2) unmittelbar die Behauptung. �



KAPITEL 3

Rückkehrzeitprozesse

In diesem Kapitel werden wir uns mitRückkehrzeitprozessen befassen, die durch kon-

servative ergodischeµ-invariante Transformationen hinsichtlich Mengen definiert sind,

die gewisse Eigenschaften erfüllen (uniforme Mengen bzw. uniforme Rückkehrmen-

gen). Insbesondere betrachten wir den normalisierten Kac-ProzessΦn sowie den nor-

malisierten Verbrachte-Zeit-Kac-ProzessΨn. Dabei werden Grenzwertsätze entwik-

kelt, die das asymptotische Verhalten dieser Prozesse für den Fall beschreiben, dass

die Wander-Rate eine r. v. F. mit Exponent(1 − α) ∈ [0, 1] ist.

3.1. Arcus-Sinus-Gesetz für Kac-Prozesse

Für eine messbare MengeA ∈ A mit 0 < µ (A) < ∞ betrachten wir im weiteren

Verlauf der Arbeit denErneuerungsprozess(Zn)n≥0, definiert durchZ0 ≡ 0,

Zn(x) :=

{
max{k ≤ n : T k(x) ∈ A}, x ∈ An :=

⋃n
k=0 T

−kA,

0, sonst,
n ≥ 1.

Für diesen Prozess gilt das Arcus-Sinus-Gesetz von DYNKIN und LAMBERTI.

THEOREM 3.1.1 (Thalers Dynkin-Lamberti-Satz [Tha98]). SeiA eine uniforme Men-

ge. Falls die Wander-Rate(Wn) eine r.v. F. mit Exponent(1 − α) für α ∈ [0, 1] ist,

dann gilt
Zn

n

L(µ)−→ ξα,

wobeiξα für α ∈ (0, 1) die Zufallsvariable mit Werten in[0, 1] und Dichte

fξα (x) =
sinπα
π

1
x1−α (1 − x)α

, 0 < x < 1

bezeichnet, undξ0 = 0, ξ1 = 1.

Die Verteilung vonξα wird die generalisierte Arcus-Sinus-Verteilunggenannt.

Für eine r. v. F.F für x→ ∞ nennen wir die Prozesse

F (Zn)
F (n)

und
F (n− Zn)
F (n)

(durchF ) verzerrte Rückkehrzeitprozesse.Insbesondere definieren wir:

24
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DEFINITION 3.1.2. Unter demnormalisierten Kac-Prozessbzw. demnormalisierten

Verbrachte-Zeit-Kac-Prozess versteht man den Prozess

Φn :=
∑Zn

k=0 µ (A ∩ {ϕ > k})
µ (An)

bzw. den Prozess

Ψn :=
∑n−Zn

k=0 µ (A ∩ {ϕ > k})
µ (An)

.

Das folgende wahrscheinlichkeitstheoretische Resultat wird dazu genutzt, konkrete

Konvergenzaussagen für den ProzessΦn sowieΨn unter bestimmten Voraussetzun-

gen zu treffen.

PROPOSITION3.1.3. Gegeben seien(Ω,F ,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum,Yn : Ω →
[0,∞], (n ≥ 1) eine Folge von messbaren Funktionen undY eine Zufallsvariable mit

Werten in[0,∞] undP (Y = 0) = 0 = P (Y = ∞). Dann gilt für jede r. v. F.F für

x→ ∞ mit Exponentβ ∈ R folgende Implikation:

Yn

n

P−→ Y =⇒ F (Yn)
F (n)

P−→ Y β .

BEWEIS. Es ist bekannt, dass es für jede r. v. F.F mit Exponentβ ∈ R eine

l. v. F.L gibt mit F (x) = xβL (x) für allex > 0 (vgl. Anhang). Um die Behauptung

zu beweisen, genügt es daher zu zeigen, dass

L (Yn)
L (n)

P−→ 1.

In der Tat gilt für alleδ > 0 undK > 0 mit δ < K

lim inf P

(
δ ≤ Yn

n
≤ K

)
≥ 1 − Cδ,K.

Gemäß des Satzes von gleichmäßiger Konvergenz für l. v. Fen. (vgl. Anhang, Propo-

sition 4.3.3) gibt es zu jedemε > 0 einn0 mit

n ≥ n0 ⇒
∣∣∣∣L (λn)
L (n)

− 1
∣∣∣∣ < ε für alle λ ∈ [δ,K] .

Somit gilt für alle genügend großenn

P

(∣∣∣∣L (Yn)
L (n)

− 1
∣∣∣∣ ≥ ε

)
≤ 1 − P

(
δ ≤ Yn

n
≤ K

)
,

woraus

lim sup P

(∣∣∣∣L (Yn)
L (n)

− 1
∣∣∣∣ ≥ ε

)
≤ Cδ,K

folgt. DaCδ,K −→ 0 für δ → 0 undK → ∞, ergibt sich die Behauptung. �

Diese Proposition lässt sich nun auf Thalers Arcus-Sinus-Satz anwenden.
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ABBILDUNG 3.1.1. DieGrenzverteilungsdichtefXα des normali-
sierten Kac-Prozesses für verschiedene Werte vonα ∈ (0, 1). Für
α = 0 bzw. 1 ist die extreme Verteilung das Dirac-Maßδ0 bzw. δ1
(für α = 0 vgl. Korollar 3.2.5).

THEOREM 3.1.4 (Arcus-Sinus-Gesetz).Gegeben sei eine uniforme MengeA, so dass

die Wander-Rate(Wn) eine r. v. F. mit Exponent(1 − α) für α ∈ [0, 1] ist. Dann folgt:

(1) Falls 0 < α ≤ 1, gilt für den normalisierten Kac-Prozess

Φn
L(µ)−→ Xα,

wobeiXα für α ∈ (0, 1) die Zufallsvariable mit Werten in[0, 1] und Dichte

fXα (x) =
1

1 − α

sinπα
π

1

x
1−2α
1−α

(
1 − x

1
1−α

)α , 0 < x < 1

bezeichnet, undX1 = 1 (siehe Abbildung 3.1.1).

(2) Falls 0 ≤ α < 1, erhält man für den normalisierten Verbrachte-Zeit-Kac-

Prozess

Ψn
L(µ)−→ Yα,
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ABBILDUNG 3.1.2. DieGrenzverteilungsdichtefYα des normali-
sierten Verbrachte-Zeit-Kac-Prozesses für verschiedene Werte von
α ∈ (0, 1). Fürα = 0 bzw. 1 ist die extreme Verteilung das Dirac-
Maß δ1 bzw. die Gleichverteilung auf[0, 1] (für α = 1 vgl. Theo-
rem 3.3.3).

wobeiYα für α ∈ (0, 1) die Zufallsvariable mit Werten in[0, 1] und Dichte

fYα (x) =
1

1 − α

sinπα
π

1(
1 − x

1
1−α

)1−α , 0 < x < 1

bezeichnet, undY0 = 1 (siehe Abbildung 3.1.2).

BEWEIS. Mit F (x) := W�x� folgen die Behauptungen direkt aus der Proposi-

tion 3.1.3. �

BEMERKUNG 3.1.5. Wir bemerken, dass fürα ∈ (0, 1) folgende Identitäten in Ver-

teilung gelten

Xα
d= (ξα)1−α und Yα

d= (1 − ξα)1−α .



3.2. VERZERRTE RÜCKKEHRZEITPROZESSE 28

Insbesondere besitzen die ZufallsvariablenX1
2

undY1
2

die Arcus-Sinus-Verteilung mit

Dichte

fY 1
2

(x) = fX 1
2

(x) =
2
π

1

(1 − x2)
1
2

, 0 < x < 1.

3.2. Verzerrte Rückkehrzeitprozesse

In diesem Abschnitt untersuchen wir die verzerrten RückkehrzeitprozesseF (Zn)
F (n) , die

durch r. v. Fen.F mit Exponentenβ > 0 gegeben sind, im Falle, dass die Wander-

Rate eine r. v. F. mit Exponent1 ist. Man hat zu beachten, dass die Proposition 3.1.3 in

diesem Fall keine Aussage über das asymptotische Verhalten solcher Prozesse liefern

kann. Ferner wird einGleichverteilungsgesetzfür den ErneuerungsprozessZn bewie-

sen.

Zunächst werden einige Vorbereitungen getroffen. Wir beginnen mit einer gleichmä-

ßigen Version des Karamata-Lemmas (vgl. Anhang, Lemma 4.3.9).

LEMMA 3.2.1. Gegeben sei(f)n≥1 eine monoton wachsende Folge nichtnegativer

reellwertiger Funktionen auf einem beliebigen RaumY , so dass für eine gewisse

l. v. F. (ln) undρ ≥ 0 gilt

fn ∼ nρln (n→ ∞) gleichmäßig auf Y.

Dann folgt für allep ≥ −ρ− 1

lim
n→∞

np+1fn∑n
k=1 k

pfk
= p+ ρ+ 1 gleichmäßig auf Y.

BEWEIS. Zunächst seip+ ρ+ 1 > 0. Dann gibt es zu jedemε > 0 einn0 mit

n ≥ n0 ⇒ (1 − ε)nρln ≤ fn (y) ≤ (1 + ε)nρln für alle y ∈ Y.
Da die Folge(fn) monoton wachsend ist, gilt

np+1fn∑n
k=n0

kpfk
∼ np+1fn∑n

k=1 k
pfk

gleichmäßig aufY.

Für beliebiges aber festesλ ∈ (0, p + ρ+ 1) und für alley ∈ Y erhält man dann mit

Hilfe des Lemmas 4.3.7 (vgl. Anhang)
n∑

k=n0

kpfk (y) ≤ (1 + ε)
n∑

k=n0

kp+ρ−λkλlk

≤ (1 + ε) sup
n0≤k≤n

(
kλlk

) n∑
k=n0

kp+ρ−λ

∼ (1 + ε)
1

p+ ρ+ 1 − λ
np+ρ+1ln.
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Daher ergibt sich für alle hinreichend großenn
n∑

k=n0

kpfk (y) ≤ (1 + ε)2
1

p+ ρ+ 1 − λ
np+ρ+1ln.

In analoger Weise erhält man auch für alley ∈ Y und alle hinreichend großenn
n∑

k=n0

kpfk (y) ≥ (1 − ε)2
1

p+ ρ+ 1 + λ
np+ρ+1ln. (3.2.1)

Daλ > 0 undε > 0 beliebig waren, folgt schließlich

lim
n→∞ sup

y∈Y

∣∣∣∣
∑n

k=n0
kpfk (y)

np+ρ+1ln
− 1
p+ ρ+ 1

∣∣∣∣ = 0.

Also gilt die Behauptung fürp+ ρ+ 1 > 0.

Fürp+ ρ+ 1 = 0 undλ > 0 beliebig, aber fest gilt gemäß der Ungleichung (3.2.1)

lim
n→∞ sup

y∈Y

∣∣∣∣
∑n

k=n0
kpfk (y)

np+ρ+1ln

∣∣∣∣ ≥ (1 − ε)2

λ
,

woraus die Behauptung fürλ→ 0 folgt. �

Dieses Lemma wird nun dazu verwendet, die folgende Proposition, welche auch von

eigenem Interesse für die Theorie der regulären Variation ist, zu beweisen.

PROPOSITION 3.2.2. Es seien(an)n≥1 eine r. v. F. mit Exponentα ∈ R, (fn)n≥1

eine Folge nichtnegativer reellwertiger Funktionen auf einem beliebigen RaumY und

Fn :=
∑n

m=1 fm, F0 := 0. Ferner nehmen wir an, dass fürρ ≥ 0 mit α+ ρ > 0 gilt

Fn ∼ nρln (n→ ∞) gleichmäßig auf Y,

wobeiln eine l. v. F. ist. Dann folgt∑
m≤n amfm

anFn
−→ ρ

α+ ρ
gleichmäßig auf Y.

BEWEIS. Zunächst seian := nα mit α > −ρ. Durch partielle Summation gilt∑
m≤n

mαfm (y) = (n+ 1)α Fn (y) −
∑
m≤n

Fm (y)∆ (mα) für alle y ∈ Y,

wobei∆ (mα) := (m+ 1)α −mα. Das bedeutet∑
m≤nm

αfm (y)
(n+ 1)α Fn (y)

= 1 −
∑

m≤n Fm (y)∆ (mα)
(n+ 1)α Fn (y)

.

Da∆ (mα) ∼ αmα−1 (m→ ∞), ergibt sich nach Lemma 3.2.1, dass∑
m≤n Fm∆ (mα)
(n+ 1)α Fn

−→ α

α+ ρ
gleichmäßig aufY.
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Dies impliziert, dass∑
m≤nm

αfm

(n)α Fn
−→ ρ

α+ ρ
(n→ ∞) gleichmäßig aufY. (3.2.2)

Füran := nαln, α > −ρ, wobei(ln) eine l. v. F. ist undλ ∈ (0, α+ ρ) beliebig, aber

fest erhält man mit Hilfe des Lemmas 4.3.7 und (3.2.2) einerseits gleichmäßig aufY∑
m≤n

mαlmfm =
∑
m≤n

mλmα−λlmfm

≤ sup
m≤n

(
mλlm

) ∑
m≤n

mα−λfm

∼ nαlnFn
ρ

α+ ρ− λ
,

woraus für festesε > 0 und hinreichend großen gleichmäßig aufY folgt∑
m≤nm

αlmfm

nαlnFn
− ρ

α+ ρ− λ
≤ ερ

α+ ρ− λ
.

Andererseits gilt analog gleichmäßig aufY∑
m≤n

mαlmfm ≥ inf
m≤n

(
m−εlm

) ∑
m≤n

mα+εfm

∼ nαlnFn
ρ

α+ ρ+ ε
,

woraus für festesε > 0 und hinreichend großen gleichmäßig aufY folgt∑
m≤nm

αlmfm

nαlnFn
− ρ

α+ ρ+ λ
≥ −ερ
α+ ρ+ λ

.

Lässt manλ gegen0 gehen, so folgt die Behauptung unmittelbar aus den beiden obigen

Beobachtungen. �

Um den Kompaktheitssatz von AARONSONauf die hier untersuchten Prozesse anwen-

den zu können, benötigen wir folgendes Lemma:

LEMMA 3.2.3. Gegeben seien eine messbare MengeA ∈ A mit 0 < µ (A) < ∞ und

eine r. v. F.F mit Exponentβ ≥ 0 undF (t) → ∞. Dann gilt

1
F (n)

(F (Zn ◦ T ) − F (Zn))
µ−−−−−−→

lok. stoch.
0. (3.2.3)

BEWEIS. Seiϕ die in (1.2.1) definierte Treffer- oder Rückkehrzeit. Gemäß des

Darstellungssatzes für l. v. Fen. (vgl. Anhang, Prop. 4.3.4) sowie Bemerkung 4.3.2

gibt es ein gewissesB > 0, so dass

F (x) = xβψ (x) exp
(∫ x

B

ζ (t)
t

dt

)
für alle x ≥ B, (3.2.4)
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wobeiψ eine positive messbare beschränkte Funktion auf[B,∞) und ζ eine stetige

Funktion auf[B,∞) ist mit

ψ (x) −→ C ∈ (0,∞) und ζ (x) −→ 0 (x→ ∞) .

Ohne Einschränkung nehmen wir an, dass einδ ∈ (0, 1) existiert mit

|ζ (t)| < δ für alle t ≥ B.

Aus (3.2.4) gilt dann

F (x) ∼ Cxβ exp
(∫ x

B

ζ (t)
t

dt

)
(x→ ∞) .

Wir definierenF̃ (x) := Cxβ exp
(∫ x

B
ζ(t)

t dt
)

für x ≥ B und zeigen zunächst, dass

die Behauptung des Lemmas fürF̃ gilt. Für ε > 0 setzen wir

Kε,n :=

{
ϕ ≤ n ∧ 1

F̃ (n)

∣∣∣F̃ (Zn ◦ T ) − F̃ (Zn)
∣∣∣ ≥ ε

}
(n ∈ N) .

Wegen

Zn (T (x)) =

{
Zn (x) − 1, x ∈ {ϕ ≤ n} ∩ T−(n+1)Ac,

n, x ∈ T−(n+1)A,
(3.2.5)

folgt

Kε,n ⊂
(
{ϕ ≤ n} ∩ T−(n+1)Ac ∩

{
1

F̃ (n)

(
F̃ (Zn) − F̃ (Zn − 1)

)
≥ ε

})

∪
(
T−(n+1)A ∩

{
1

F̃ (n)

(
F̃ (n) − F̃ (Zn)

)
≥ ε

})
.

Da F̃ eine monoton wachsende r. v. F. ist undZn → ∞ µ-f. s., gilt dann

1

F̃ (n)

(
F̃ (Zn) − F̃ (Zn − 1)

)
≤ 1

F̃ (Zn)

(
F̃ (Zn) − F̃ (Zn − 1)

)
−→ 0 µ-f. s.

Daraus folgt für alleν ∈ Pµ

lim
n→∞ ν

(
{ϕ ≤ n} ∩ T−(n+1)Ac ∩

{
1

F̃ (n)

(
F̃ (Zn) − F̃ (Zn − 1)

)
≥ ε

})
= 0.

(3.2.6)

Fürn ≥ B hinreichend groß seiAn := {ω : Zn (ω) ≥ B}. Dann gilt für alleω ∈ An

F̃ (n) − F̃ (Zn (ω)) = C exp

(∫ Zn(ω)

B

ζ (t)
t

dt

)
×

[
nβ exp

(∫ n

Zn(ω)

ζ (t)
t

dt

)
− (Zn (ω))β

]
.
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Da |ζ (t)| < δ auf [B,∞) ist, gibt es ferner eine KonstanteCδ, so dass gilt

F̃ (n) − F̃ (Zn (ω)) ≤ Cδ

(
nβ+δ − (Zn (ω))β+δ

)
=: E.

Nun unterscheiden wir zwei Fälle:
1. Fall: Fürβ + δ ≥ 1 erhält man durch den Mittelwertsatz

E ≤ Cδ (β + δ) nβ+δ−1 (n− Zn (ω)) .

2. Fall: Fürβ + δ < 1 gilt E ≤ Cδ (n− Zn (ω)) . Daraus folgt

T−(n+1)A ∩
{
F̃ (n) − F̃ (Zn)

F̃ (n)
≥ ε

}
∩ An

⊂ T−(n+1)A ∩ {n− Zn ≥ cnε}
=

⋃
cnε≤k≤n−1

{Zn = n− k} ∩ T−(n+1)A

=
⋃

cnε+1≤k≤n

T−(n−k+1) (A ∩ {ϕ = k}) ,

wobei wir im ersten Fallcn :=
eF (n)

nβ+δ−1Cδ(β+δ)
setzen und im zweiten Fall

cn := CδF̃ (n) . Wegen der Wahl vonδ gilt in beiden Fällencn → ∞ für n → ∞.

Somit ergibt sich unter Berücksichtigung derT -Invarianz vonµ

µ

(
T−(n+1)A ∩

{
1

F̃ (n)

(
F̃ (n) − F̃ (Zn)

)
≥ ε

}
∩ An

)

≤
n∑

k=�cnε+1�
µ (A ∩ {ϕ = k})

≤ µ (A ∩ {ϕ ≥ �cnε+ 1�})
−→ 0 für n→ ∞.

Daraus folgt für alleν ∈ Pµ

lim
n→∞ ν

(
T−(n+1)A ∩

{
1

F̃ (n)

(
F̃ (n) − F̃ (Zn)

)
≥ ε

}
∩ An

)
= 0

und schließlich wegenlimn→∞ ν (Ac
n) = 0

lim
n→∞ ν

(
T−(n+1)A ∩

{
1

F̃ (n)

(
F̃ (n) − F̃ (Zn)

)
≥ ε

})
= 0.
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Daher und aus (3.2.6) ergibt sich für alleν ∈ Pµ wegenlimn→∞ ν ({ϕ > n}) = 0,
dass

lim
n→∞ ν


∣∣∣F̃ (Zn ◦ T ) − F̃ (Zn)

∣∣∣
F̃ (n)

≥ ε


 ≤ lim

n→∞ ν (Kε,n) + lim
n→∞ ν ({ϕ > n})

= 0.

Dies liefert nach Bemerkung 1.1.9 die Behauptung (3.2.3) fürF̃ .

Nun folgern wir die Behauptung (3.2.3) fürF , indem man für

Yn := F (Zn ◦ T ) − F (Zn) und Ỹn := F̃ (Zn ◦ T ) − F̃ (Zn)

zeigt, dass
Yn

F̃ (n)
− Ỹn

F̃ (n)

µ−−−−−−→
lok. stoch.

0.

In der Tat gilt wegenF (x) ∼ F̃ (x) für x → ∞ undZn → ∞ µ-f. s., dass es f. s. zu

jedemω ∈ X und vorgegebenenε > 0 einn0 := n0 (ω, ε) gibt mit(
1 − ε

2

)
F̃ (Zn (ω)) ≤ F (Zn (ω)) ≤

(
1 +

ε

2

)
F̃ (Zn (ω)) ∀ n ≥ n0

und(
1 − ε

2

)
F̃ (Zn ◦ T (ω)) ≤ F (Zn ◦ T (ω)) ≤

(
1 +

ε

2

)
F̃ (Zn ◦ T (ω)) ∀ n ≥ n0.

Daraus folgt für allen ≥ n0∣∣∣Ỹn (ω) − Yn (ω)
∣∣∣ ≤ ε

2

(
F̃ (Zn ◦ T (ω)) + F̃ (Zn (ω))

)
und schließlich auf Grund der Monotonie vonF̃∣∣∣∣∣ Ỹn (ω)

F̃ (n)
− Yn (ω)

F̃ (n)

∣∣∣∣∣ ≤ ε.

Dies bedeutet, das der Prozess
( eYn(ω)eF (n)

− Yn(ω)eF (n)

)
µ-f. s. gegen0 konvergiert und folg-

lich auch lokal stochastisch bzgl.µ.

Damit folgt wegenF (n) ∼ F̃ (n) die Behauptung (3.2.3) fürF . �

Jetzt wird der erste Hauptsatz dieses Abschnitts bewiesen, wozu dieMethode der Mo-

mente(vgl. [Bil79, Seite 344]) verwendet wird.

THEOREM 3.2.4 (Grenzwertsatz für verzerrte Rückkehrzeitprozesse).Es seiA eine

uniforme Menge. Ist die Wander-Rate(Wn) eine r. v. F. mit Exponent1, so gilt für jede

r. v. F.F mit Exponentβ > 0:

F (Zn)
F (n)

L(µ)−→ 0 (n→ ∞) .
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BEWEIS. SeiA eine uniforme Menge für ein gewissesf ∈ Pµ mit Normierungs-

folge (bn). DaZn → ∞ µ-f. s. und es für jede r. v. F.F mit Exponentβ > 0 eine

monoton wachsende r. v. F.F1 gibt mit F (x) ∼ F1 (x) für x→ ∞, nehmen wir ohne

Einschränkung an, dassF monoton wachsend ist und keine Singularität in0 besitzt.

Für alles > 0 undr ∈ N0 setzen wir

Hr (s) :=
∞∑

n=0

(∫
An

(F (Zn))r dν
)
e−ns,

wobeiν das Wahrscheinlichkeitsmaß mit der Dichtef ∈ Pµ bezeichnet. In der Tat gilt

für alle r, n ≥ 0 folgende Gleichungskette:∫
An

(F (Zn))r dν =
n∑

k=0

(F (k))r ν (An ∩ {Zn = k})

=
n∑

k=0

(F (k))r ν
(
T−k (A ∩ {ϕ > n− k})

)
=
∫

A

n∑
k=0

1A∩{ϕ>n−k} (F (k))r T̂ k (f) dµ.

Somit:

Hr (s) =
∫

A

( ∞∑
n=0

1A∩{ϕ>n}e−ns

)( ∞∑
n=0

(F (n))r T̂ n (f) e−ns

)
dµ.

Da (bn) eine l. v. F. undF eine r. v. F. mit Exponentβ > 0 ist, folgt nach der Proposi-

tion 3.2.2, dass für aller ≥ 0∑n−1
k=0 (F (k))r T̂ k (f)
bn (F (n))r −→ 0 µ-f. s. gleichmäßig aufA.

Daraus folgtµ-f. s. gleichmäßig aufA:

∞∑
n=1

(
n−1∑
k=0

(F (k))r T̂ k (f)

)
e−ns = o

( ∞∑
n=1

bn (F (n))r e−ns

)
(s→ 0) .

Nun seienWn ∼ nL (n) undF (n) ∼ nβL̃ (n), wobeiL̃ undL gewisse l. v. Fen. sind.

Nach dem KT-Satz gilt
∞∑

n=0

µ (A ∩ {ϕ > n}) e−ns ∼
(

1
s

)
L

(
1
s

)
(s→ 0) . (3.2.7)



3.2. VERZERRTE RÜCKKEHRZEITPROZESSE 35

Ferner wegen∑∞
n=0 (F (n))r T̂ n (f) e−ns∑∞

n=0 bn (F (n))r e−ns
=

∑∞
n=1

(∑n−1
k=0 (F (k))r T̂ k (f)

)
e−ns∑∞

n=1

(∑n−1
k=0 bk (F (k))r

)
e−ns

=

∑∞
n=1

(∑n−1
k=0 (F (k))r T̂ k (f)

)
e−ns∑∞

n=1 bn (F (n))r e−ns
×∑∞

n=1 bn (F (n))r e−ns∑∞
n=1

(∑n−1
k=0 bk (F (k))r

)
e−ns

erhält man nach dem KT-Satzµ-f. s. gleichmäßig aufA

∞∑
n=0

(F (n))r T̂ n (f) e−ns = o

(
Γ (βr + 1)

(
1
s

)βr L̃r
(

1
s

)
L
(

1
s

) ) (s→ 0) . (3.2.8)

Daher und aus (3.2.7) folgt:

Hr (s) = o

(
Γ (βr + 1)

(
1
s

)βr+1

L̃r

(
1
s

))
(s→ 0) .

Da die Folge
(∫

An
(F (Zn))r dν

)
monoton wachsend ist, ergibt sich dann nach Lem-

ma 4.3.10 (vgl. Anhang), dass∫
An

(F (Zn))r dν

nβrL̃r (n)
=

∫
An

(F (Zn))r dν
1
nHr

(
1
n

) ·
1
nHr

(
1
n

)
nβrL̃r (n)

= o (1) .

Beachtet man, dasslimn→∞ ν (X \ An) = 0 ist, so erhält man schließlich∫
X

(
F (Zn)
F (n)

)r

dν = o (1) ,

und folglich auf Grund der Methode der Momente

F (Zn)
F (n)

ν−→ 0 (n→ ∞) .

Abschließend folgt die Behauptung direkt aus Lemma 3.2.3 nach dem Kompaktheits-

satz 1.1.10. �

KOROLLAR 3.2.5. Unter den Voraussetzungen des Theorems 3.2.4 gilt für den norma-

lisierten Kac-ProzessΦn

Φn
L(µ)−→ 0 (n→ ∞) .

Im Folgenden wird das Gleichverteilungsgesetz für den ErneuerungsprozessZn for-

muliert.
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THEOREM 3.2.6 (Gleichverteilungsgesetz für den Erneuerungsprozess).Für eine uni-

forme MengeA seiWn ∼ n · 1
L(n) , wobeiL eine gewisse l. v. F. mitL→ ∞ ist. Dann

gilt
L (Zn)
L (n)

L(µ)−→ U ,

wobei die ZufallsvariableU gleichverteilt auf[0, 1] ist.

BEWEIS. SeiA eine uniforme Menge für ein gewissesf ∈ Pµ. Wir nehmen o. E.

an, dassL streng monoton wachsend und stetig ist. Dann gilt für jedesx ∈ (0, 1)

ν

(
L (Zn)
L (n)

≤ x

)
= ν (Zn ≤ an (x))

=
∫

A

�an(x)�∑
k=0

1A∩{ϕ>n−k}T̂ k (f) dµ,

wobei ν das Wahrscheinlichkeitsmaß mit der Dichtef ∈ Pµ bezeichnet und

an (x) := L−1 (xL (n)) ist. Nach Ericksons Lemma (vgl. Lemma 4.3.11) erhält man

an (x) → ∞ und
an (x)
n

→ 0 für n→ ∞.

Auf Grund der Monotonie der Folge
(
1A∩{ϕ>n}

)
ergibt sich nach der Asymptotik

(1.2.2) einerseits

ν

(
L (Zn)
L (n)

≤ x

)
≤
∫

A
1A∩{ϕ>n−�an(x)�}

�an(x)�∑
k=0

T̂ k (f) dµ

∼ µ (A ∩ {ϕ > n− �an (x)�}) · L (�an (x)�) .
Hieraus und aus Lemma 4.3.6 (vgl. Anhang) folgt

lim sup ν
(
L (Zn)
L (n)

≤ x

)
≤ x.

Andererseits gilt in analoger Weise

ν

(
L (Zn)
L (n)

≤ x

)
≥
∫

A
1A∩{ϕ>n}

�an(x)�∑
k=0

T̂ k (f) dµ

∼ µ (A ∩ {ϕ > n}) · L (�an (x)�) .
Daher erhält man

lim inf ν
(
L (Zn)
L (n)

≤ x

)
≥ x.

Schließlich folgt aus den beiden Abschätzungen

lim
n→∞ ν

(
L (Zn)
L (n)

≤ x

)
= x.

Nun ergibt sich die Behauptung nach dem Kompaktheitssatz mit Lemma 3.2.3.�
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Unter den Voraussetzungen des Theorems 3.2.6 gilt nach Thalers Theorem 3.1.1 und

nach Korollar 3.2.5, dass

Zn

n

L(µ)−→ 0 und
1

Φn

L(µ)−→ ∞.

Jedoch für das Produkt dieser beiden Prozesse ergibt sich folgendes Korollar.

KOROLLAR 3.2.7. Unter den Voraussetzungen des Theorems 3.2.6 gilt

Zn

nΦn

L(µ)−→ U ,

wobei die ZufallsvariableU gleichverteilt auf[0, 1] ist.

BEISPIEL 3.2.8 (vgl. [Tha83]). Seif eine Funktion, definiert durchf (0) = 0, f (x) =
x + x2e−1/x für x > 0. Es seia ∈ (0, 1) durchf (a) = 1 bestimmt. Dann definiert

man die AbbildungT : [0, 1] −→ [0, 1] durch

T (x) :=

{
f (x) , x ∈ [0, a] ,
x−a
1−a , x ∈ (a, 1] .

Offensichtlich erfüllt die AbbildungT die Thaler-Voraussetzungen (1)–(5) im Bei-

spiel 1.2.11. Somit ist jede messbare MengeA ∈ B[0,1] mit λ (A) > 0, welche von0
weg beschränkt ist, eine uniforme Menge. Ferner gilt

Wn ∼ const · n

log (n)
(n→ ∞) .

Daher ergibt sich schließlich nach dem Korollar 3.2.5 bzw. Theorem 3.2.6

Φn
L(µ)−→ 0 bzw.

log (Zn)
log (n)

L(µ)−→ U (n→ ∞) .

3.3. Gleichverteilungsgesetz für den Verbrachte-Zeit-Kac-Prozess

In diesem Teilkapitel studieren wir den normalisierten Verbrachte-Zeit-Kac-Prozess

im Falle, dass die Wander-Rate(Wn (A)) eine l. v. F. ist. Dabei wird vorausgesetzt,

dassA eine uniforme Rückkehrmenge ist. Es wird bewiesen, dass dieser Prozess streng

in Verteilung gegen die Gleichverteilung auf[0, 1] konvergiert. Dazu werden folgende

Lemmata benötigt.

LEMMA 3.3.1. Es seiA eine uniforme Rückkehrmenge fürf ∈ Pµ mitWn ∼ L (n),
wobeiL den Voraussetzungen in Lemma 4.3.11 genügt, und ferner seix ∈ (0, 1) fest

gewählt. Dann gibt es zu jedemε ∈ (0, 1) ein n0 ∈ N, so dass für allen ≥ n0 und

k ∈ [n− an (x) , n] gilt

(1 − ε)
1
Wn

≤ T̂ k (f) ≤ (1 + ε)2
1
Wn

gleichmäßig aufA, wobeian (x) wie in Lemma 4.3.11 definiert ist.



3.3. GLEICHVERTEILUNGSGESETZ FÜR DEN VERBRACHTE-ZEIT-KAC-PROZESS 38

BEWEIS. Gemäß der Proposition 2.2.3 gilt

WnT̂
n (f) −→ 1 µ-f. s. gleichmäßig aufA.

Daher gibt es zu jedemε ∈ (0, 1) ein k0 derart, dass für allek ≥ k0 gilt µ-f. s.

gleichmäßig aufA

(1 − ε)
1
Wk

≤ T̂ k (f) ≤ (1 + ε)
1
Wk

.

Ferner existieren nach Ericksons Lemma 4.3.11 zwei natürlichen Zahlenn1 und n2

mit

n−an (x) ≥ k0 für alle n ≥ n1 und
1

W�n−an(x)�
≤ (1 + ε)

1
Wn

für allen ≥ n2.

Setzt mann0 := max {n1, n2}, so ergibt sich wegen der Monotonie von(Wn), dass

für allen ≥ n0 undk ∈ [n− an (x) , n] gilt

(1 − ε)
1
Wn

≤ (1 − ε)
1
Wk

≤ T̂ k (f) ≤ (1 + ε)
1
Wk

≤ (1 + ε)
W�n−an(x)�

≤ (1 + ε)2

Wn

gleichmäßig aufA. Also folgt die Behauptung. �

LEMMA 3.3.2. SeiA ∈ A eine messbare Menge mit0 < µ (A) <∞. Dann gilt

Ψn ◦ T − Ψn
µ−−−−−−→

lok. stoch.
0.

BEWEIS. Fürε > 0 fest undn ∈ N setzen wir

Kε,n := {ϕ ≤ n ∧ |Ψn ◦ T − Ψn| ≥ ε} .
Aus (3.2.5) folgt für alle hinreichend großenn mit µ(A)

Wn
< ε:

Kε,n ⊂ T−(n+1)A ∩
{
n− Zn ≥ Wn

µ (A)
ε

}
=

⋃
Wn
µ(A)

ε≤k≤n−1

{Zn = n− k} ∩ T−(n+1)A

=
⋃

Wn
µ(A)

ε+1≤k≤n

T−(n−k+1) (A ∩ {ϕ = k}) .

Daµ invariant ist, ergibt sich dann

µ (Kε,n) ≤
n∑

k=
j

Wn
µ(A)

ε+1
kµ (A ∩ {ϕ = k}) ≤ µ

(
A ∩

{
ϕ ≥

⌊
Wn

µ (A)
ε+ 1

⌋})
,

und hieraus

lim
n→∞µ (Kε,n) = 0.
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Dies impliziert:

lim
n→∞ ν (Kε,n) = 0 für alle ν ∈ Pµ.

Auf Grund

lim
n→∞ ν ({ϕ > n}) = 0

erhält man schließlich für alleν ∈ Pµ

lim
n→∞ ν ({|Ψn ◦ T − Ψn| ≥ ε}) ≤ lim

n→∞ ν (Kε,n) + lim
n→∞ ν ({ϕ > n}) = 0,

was zu zeigen war. �

Nun wird das Hauptresultat dieses Teilkapitels formuliert.

THEOREM 3.3.3 (Gleichverteilungsgesetz).Es seiA eine uniforme Rückkehrmenge.

Falls die Wander-Rate(Wn) eine l. v. F. ist, gilt:

Ψn
L(µ)−→ U , (3.3.1)

wobei die ZufallsvariableU gleichverteilt auf[0, 1] ist.

BEWEIS. Es seiA eine uniforme Rückkehrmenge für ein gewissesf ∈ Pµ und

Wn ∼ L (n) für n → ∞, wobeiL eine l. v. F. ist. Wir nehmen ohne Einschränkung

an, dassL stetig und streng monoton wachsend ist. Dann gilt für jedesx ∈ (0, 1)

ν

(
L (n− Zn)
L (n)

≤ x

)
= ν (Zn ≥ n− an (x))

=
∫

A

∑
n−an(x)≤k≤n

1A∩(ϕ>n−k)T̂
k (f) dµ,

wobeian (x) := L−1 (xL (n)) ist. Sei jetztε > 0 vorgegeben. Dann erhält man nach

Lemma 3.3.1 für hinreichend großen:

ν

(
L (n− Zn)
L (n)

≤ x

)
≤ (1 + ε)2

1
Wn

W�an(x)� ∼ (1 + ε)2 x.

Analog gilt für alle hinreichend großenn:

x (1 − ε) ∼ (1 − ε)
1
Wn

W�an(x)� ≤ ν

(
L (n− Zn)
L (n)

≤ x

)
.

Aus den beiden Abschätzungen folgt dann

x (1 − ε)≤ lim inf ν
(
L (n− Zn)
L (n)

≤ x

)
≤ lim sup ν

(
L (n− Zn)
L (n)

≤ x

)
≤(1 + ε)2x.

Da ε beliebig war, ergibt sich schließlich

ν

(
L (n− Zn)
L (n)

≤ x

)
−→ x, n→ ∞, für alle x ∈ (0, 1) . (3.3.2)
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Um die Behauptung (3.3.1) zu schließen, müssen wir noch zeigen, dass

n− Zn
ν−→ ∞ (n→ ∞) . (3.3.3)

Dazu wird zuerst bemerkt, dass (3.3.2) äquivalent zu

ν (n− Zn ≤ an (x)) −→ x, n→ ∞, für alle x ∈ (0, 1) (3.3.4)

ist. Angenommen,(n− Zn) konvergiere nicht stochastisch (bzgl.ν) gegen∞, dann

existiert einε > 0, eine streng monoton wachsende Folgetn ↗ ∞ und einN ∈ N mit

ν (tn − Ztn ≤ N) ≥ ε für alle n ∈ N.

Sei nunx ∈ (0, ε) beliebig, aber fest. Gemäß des Erickson Lemmas gilt dann

limn→∞ an (x) = ∞. Daher gibt es einn0 ∈ N mit

atn (x) ≥ N für alle n ≥ n0.

Somit erhält man

ν (tn − Ztn ≤ atn (x)) ≥ ν (tn − Ztn ≤ N) ≥ ε für allen ≥ n0.

Dies impliziert

lim
n→∞ ν (tn − Ztn ≤ atn (x)) ≥ ε,

was im Widerspruch zu (3.3.4) steht.

Da n − Zn → ∞ stochastisch, lässt sichL schließlich durch jede FunktionL1 mit

L1 (n) ∼ C · L (n) , C > 0 ersetzen. Dies liefert mit Lemma 3.3.2 nach dem Kom-

paktheitssatz die Behauptung. �

BEISPIEL 3.3.4 (vgl. [Tha00]). Wir betrachten die Lasota-Yorke-Abbildung

T : [0, 1] → [0, 1], definiert durch

T (x) :=

{
x

1−x , x ∈ [0, 1
2

]
,

2x− 1, x ∈ (1
2 , 1
]
.

Diese Abbildung genügt den Thaler-Bedingungen (1)–(4) im Beispiel 2.1.1. So ist jede

kompakte MengeA von (0, 1] mit λ (A) > 0 eine uniforme Rückkehrmenge mit

Wn ∼ log (n) (n→ ∞) .

Somit ergibt sich nach dem Theorem 3.3.3, dass

log (n− Zn)
log (n)

L(µ)−→ U .



KAPITEL 4

Ein Grenzwertsatz für Quersummen von Kettenbrüchen

Dieses Kapitel behandelt die zahlentheoretische Anwendung der Ergebnisse aus Ka-

pitel 3. Es wird durch die Farey-Intervallabbildung der Zusammenhang zwischen der

unendlichen Ergodentheorie und der Theorie der Kettenbrüche hergestellt, welches zu

neuen zahlentheoretischen Ergebnissen führt.

Jede irrationale Zahlx ∈ I := [0, 1] \ Q hat eine eindeutige unendliche Kettenbruch-

entwicklung in der Form

x =
1

k1 (x) +
1

k2 (x) + · · ·
.

Dabei sind kn (x) positive ganze Zahlen. Wir betrachten dieGauß-Abbildung

G : I → I, definiert durch

G(x) :=
1
x
−
⌊

1
x

⌋
.

Es ist bekannt, dass für allen ∈ N gilt

kn(x) =
⌊

1
Gn−1x

⌋
.

Dabei bezeichnetGn dien-te Iterierte vonG für n ∈ N0 mit G0 = id.

Offensichtlich bildet(kn)n∈N
eine Folge von Zufallsvariablen auf dem Maßraum

(I,B,P), wobeiB die Borelscheσ-Algebra inI bezeichnet undP ein gewisses Wahr-

scheinlichkeitsmaß aufB ist. Ferner hat jede Zufallsvariablekn einen unendlichen

Erwartungswert bezüglich des auf[0, 1] eingeschränkten Lebesgue-Maßesλ.

In diesem Kapitel untersuchen wir das Fluktuationsverhalten des Prozesses(Xn)n≥1,

gegeben durch

Xn (x) := max

{
p∑

i=1

ki (x) :
p∑

i=1

ki (x) ≤ n, p ∈ N0

}
, x ∈ I, (4.0.5)

d.h. den Prozessn−Xn.

41
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K1

(γ − 1)0

1

11
2

1
4

1
5

1
3

· · ·
ABBILDUNG 4.1.1. Die Farey-AbbildungT und die uniforme Rück-
kehrmengeK1. 0 ist der einzige indifferente Fixpunkt, währendγ− 1
ist ein weiterer Fixpunkt vonT . Dabei bezeichnetγ den Goldenen
Schnitt. Fürn ≥ 2 gilt T (1/(n + 1), 1/n] = (1/n, 1/(n − 1)].

4.1. Die Farey-Intervallabbildung

Wir betrachten dieFarey-AbbildungT : [0, 1] → [0, 1], definiert durch

T (x) :=

{
T0 (x) , x ∈ [0, 1

2

]
,

T1 (x) , x ∈ (1
2 , 1
]
,

wobei

T0 (x) :=
x

1 − x
und T1 (x) :=

1
x
− 1.

Mit den BezeichnungenB (0) =
[
0, 1

2

]
, B (1) =

(
1
2 , 1
]

und J = {0} ersieht man

leicht, dass die Farey-Abbildung die Thaler-Voraussetzungen im Beispiel 1.2.11 er-

füllt. Ferner ist es einfach zu zeigen, dassT̂ (1) = 1 für h (x) := dµ
dλ (x) = 1

x

gilt. Somit bildet ([0, 1] , T,B, µ) ein konservatives ergodisches invariantes dynami-

sches System. Jede vom indifferenten Fixpunkt0 weg beschränkte messbare Menge

A ∈ B[0,1] mit λ (A) > 0 ist eine uniforme Menge. Weiter erhält man

Wn := Wn

((
1
2
, 1
])

=
∫ 1

1
n+2

1
x
dx = log (n+ 2) ∼ log (n) (n→ ∞) .
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Für die Inversen der beiden Zweige setzen wir

u0 (x) := (T0)
−1 (x) =

x

1 + x
,

u1 (x) := (T1)
−1 (x) =

1
1 + x

.

Es ist zu bemerken, dass fürx �= 0 die Abbildungx �→ u0 (x) konjugiert zu der

Rechtstranslationx �→ F (x) := x+ 1 ist; d.h.

u0 = J ◦ F ◦ J mit J (x) = J−1 (x) =
1
x
.

Daher erhält man für dien-te Iterierte

un
0 (x) = J ◦ Fn ◦ J (x) =

x

1 + nx
. (4.1.1)

Außerdem giltu1 (x) = (J ◦ F ) (x).

Nun seiF = {Kn}n≥1 die abzählbare Familie von paarweise disjunkten Teilinter-

vallen von[0, 1], gegeben durchKn :=
(

1
n+1 ,

1
n

]
. Wir setzenK0 := [0, 1), so es ist

leicht zu verifizieren, dassT (Kn) = Kn−1 für allen ≥ 1 gilt.

Die erste Eintrittszeite : I → N im IntervallK1 ist definiert durch

e (x) := min
{
k ≥ 0 : T k (x) ∈ K1

}
.

Der Zusammenhang zwischen der ersten Eintrittszeite und dem ersten Eingangk1 der

Kettenbruchentwicklung ist gegeben durch

k1 (x) = 1 + e (x) und ϕ (x) = k1 ◦ T (x) , x ∈ I. (4.1.2)

Ferner betrachten wir dieinduzierte AbbildungS : I → I, definiert durch

S (x) := T e(x)+1 (x) .

In der Tat gilt für allen ≥ 1

{x ∈ I : e (x) = n− 1} = Kn ∩ I.

Daher ergibt sich durch (4.1.1), dass für allex ∈ Kn ∩ I

S (x) = T n (x) = T1 ◦ T n−1
0 (x) =

1
x
− n =

1
x
− k1(x).

Dies bedeutet, dass die induzierte TransformationS mit der Gauß-Abbildung überein-

stimmt.

Um zu zeigen, dassK1 =
(

1
2 , 1
]

eine uniforme Rückkehrmenge ist, benötigen wir

folgendes Lemma:

LEMMA 4.1.1. Für

D :=
{
f ∈ Pµ : f ∈ C2 ((0, 1)) mit f ′ > 0 undf ′′ ≤ 0

}
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gilt:

f ∈ D =⇒ T̂ n (f) ∈ D für alle n ∈ N.

BEWEIS. Es genügt zu zeigen, dass die Behauptung fürn = 1 gilt. Anschließend

ergibt sich das Lemma durch Induktion. In der Tat hat man fürf ∈ D

T̂ (f) =
1
h
· P̂ (h · f) ,

wobeiP̂ den Frobenius-Perron-Operator vonT bzgl. des Lebesgue-Maßesλ bezeich-

net. Benutzt man die Inversen beider Zweige, so lässt sichP̂ in der folgenden Form

darstellen:T

P̂ (g) = g ◦ u0 ·
∣∣u′0∣∣+ g ◦ u1 ·

∣∣u′1∣∣ , für alle g ∈ L1 (λ) .

Daher gilt für allex ∈ [0, 1]

T̂ (f) (x) =
f
(

x
x+1

)
+ xf

(
1

x+1

)
x+ 1

.

So istT̂ (f) differenzierbar und durch die Monotonie vonf sowief′ ergibt sich dann

T̂ (f)′ (x) =
f ′
(

x
x+1

)
− xf ′

(
1

x+1

)
(x+ 1)3︸ ︷︷ ︸

>0

+
f
(

1
x+1

)
− f
(

x
x+1

)
(x+ 1)2︸ ︷︷ ︸

>0

.

Das bedeutet̂T (f)′ > 0.

Außerdem verifiziert man leicht, dass

T̂ (f)′′ (x) =

f ′′
(

x
x+1

)
+ xf ′′

(
1

x+1

)
+ 2 (x+ 1)

(
(x− 1) f ′

(
1

x+1

)
− 2f ′

(
x

x+1

))
(x+ 1)5

+
2
(
f
(

x
x+1

)
− f
(

1
x+1

))
(x+ 1)3

≤ 0,

was den Beweis abschließt. �

BEMERKUNG 4.1.2. Es wird noch bemerkt, dassD �= ∅ ist, daf = id. ∈ D.

LEMMA 4.1.3. Die messbare MengeK1 =
(

1
2 , 1
]

ist eine uniforme Rückkehrmenge

für jede Funktionf ∈ D, so dassh · f Riemann-integrierbar ist (beachteh = 1
x ).

BEWEIS. Wir haben nur zu zeigen, dass die Funktionenfolge
(
T̂ n (f) |K1

)
mo-

noton fallend ist. Dann folgt die Behauptung unmittelbar aus den Propositionen 1.2.12
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und 2.2.4. In der Tat gilt für allex ∈ K1 undn ∈ N0:

T̂ n+1 (f) (x) =
T̂ n (f)

(
x

x+1

)
+ xT̂ n (f)

(
1

x+1

)
x+ 1

=
1

x+ 1
T̂ n (f)

(
x

x+ 1

)
+

x

x+ 1
T̂ n (f)

(
1

x+ 1

)
.

Gemäß Lemma 4.1.1 ist̂T n (f) konkav und monoton fallend auf[0, 1] für jedes

n ∈ N0, so ergibt sich wegen1
x+1 + x

x+1 = 1 aus der obigen Gleichheit, dass

T̂ n+1 (f) (x) ≤ T̂ n (f)
(

2x
(x+ 1)2

)
≤ T̂ n (f) (x) für alle x ≥

√
2 − 1.

Dies impliziert die Behauptung. �

4.2. Gleichverteilungs- und Große-Deviation-Gesetz

Sei (τn)n∈N
die Folge derRückkehrzeitennachK1; d.h. eine FolgeN-wertiger Zu-

fallsvariablen, rekursiv definiert durch

τ1 (x) := ϕ(x) = min{p ≥ 1 : T p(x) ∈ K1}, x ∈ [0, 1] ,

τn (x) := min{p ≥ 1 : T p+
Pn−1

k=1 τk(x)(x) ∈ K1}, x ∈ [0, 1] .

Der Erneuerungsprozess ist dann gegeben durch

N0 ≡ 0, Nn(x) :=

{
max{k ≤ n : Sk (x) ≤ n}, x ∈ An,

0, sonst,
n ≥ 1,

wobei

An :=
n⋃

k=0

T−kK1, S0 ≡ 0, Sn =
n∑

k=1

τk, n ∈ N.

Es ist wichtig zu bemerken, dass

SNn(x) (x) = Zn (x) :=

{
max

{
k ≤ n : T k (x) ∈ K1

}
, x ∈ An,

0, sonst.
(4.2.1)

Weiter betrachten wir den normalisierten Verbrachte-Zeit-Kac-Prozess

Ψn :=
∑n−Zn

k=0 µ (K1 ∩ {ϕ > k})
µ (An)

=
Wn−Zn

Wn
.

Im nächsten Lemma wird der Zusammenhang zwischen dem ErneuerungsprozessZn

und der QuersummeXn der Kettenbrüche hergestellt.
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LEMMA 4.2.1. Mit den obigen Bezeichnungen gilt für den in (4.0.5) definierten Pro-

zessXn:

Xn (x) =

{
1 + Zn−1, x ∈ An−1,

0, sonst
x ∈ I, n ≥ 1.

BEWEIS. Mit (4.1.2) folgt gemäß der Definition des ProzessesSNn :

Fürx ∈ I ∩Ac
n−1 gilt k1 (x) > n, worausXn (x) = 0 folgt.

Fürx ∈ I ∩An−1 unterscheiden wir zwei Fälle:

1. Fall: Falls der Prozess inx ∈ K1 startet, dann giltk1 (x) = 1 und folglich induktiv

kn (x) = τn−1 (x) für allen ≥ 2.

2. Fall: Falls der Prozess inx ∈ Kc
1 startet, dann erhält mank1 (x) = 1 + τ1 (x) und

somit induktiv

kn (x) = τn (x) für allen ≥ 2.

Daraus ergibt sich die Behauptung. �

THEOREM 4.2.2 (Große Deviation-Gesetz).Für jede Funktionf ∈ D mit h · f
Riemann-integrierbar und jedesa ∈ (0, 1) gilt

ν

(
n−Xn

n
> a

)
∼ − log (a)

log (n)
für n→ ∞. (4.2.2)

Dabei bezeichnetν das Wahrscheinlichkeitsmaß mit der Dichtef .

BEWEIS. a ∈ (0, 1) sei fest. Gemäß des vorherigen Lemmas 4.2.1 gilt offensicht-

lich

ν

(
n− Zn

n
> a

)
∼ ν

(
n−Xn

n
> a

)
(n→ ∞) .

D.h., um die Behauptung (4.2.2) zu beweisen, genügt es zu zeigen, dass

ν

(
n− Zn

n
> a

)
∼ − log (a)

log (n)
, n→ ∞.

In der Tat gilt

ν

(
n− Zn

n
> a

)
=

�n(1−a)�∑
k=0

ν (An ∩ {Zn = k})

=
�n(1−a)�∑

k=0

ν
(
T−k (K1 ∩ {ϕ > n− k})

)

=
�n(1−a)�∑

k=0

∫
K1

1K1∩{ϕ>n−k}T̂ k (f) dµ.
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ε ∈ (0, 1) undδ ∈ (0, 1 − a) seien beliebig, aber fest. Dann schreiben wir

ν

(
n− Zn

n
> a

)
=

�nδ�−1∑
k=0

· · · +
�n(1−a)�∑
k=�nδ�

· · · =: I (n) + J (n) .

Zunächst beobachten wir, dass wegenK1 ∩ {ϕ > n} =
[

n+1
n+2 , 1

]
gilt

µ (K1 ∩ {ϕ > n}) =
∫ 1

n+1
n+2

1
x
dx ∼ 1

n
(n→ ∞) . (4.2.3)

Nun istI (n) abzuschätzen. Durch die Monotonie von
(
1K1∩{ϕ>n}

)
erhält man

I (n) ≤
∫

K1

1K1∩{ϕ>n+1−�nδ�}
�nδ�−1∑

k=0

T̂ k (f) dµ.

Aus (4.2.3) und (1.2.2) ergibt sich dann unter Berücksichtigung der Tatsache, dassK1

eine uniforme Menge fürf ist, für alle hinreichend großenn:

I (n) ≤ (1 + ε)2
�nδ� − 1

n− �nδ� + 1
· 1
log (�nδ� − 1)

∼ (1 + ε)2
δ

1 − δ
· 1
log (n)

für n→ ∞.

Somit

lim sup (log (n) · I (n)) ≤ (1 + ε)3
δ

1 − δ
.

Setzt manδ → 0, so erhält man schließlich

I (n) = o

(
1

log (n)

)
, n→ ∞. (4.2.4)

Es bleibt zu zeigen, dass

J (n) ∼ − log (a)
log (n)

, n→ ∞. (4.2.5)

Zuerst liefert eine ähnliche Argumentation wie im Lemma 3.3.1, dass für alle hinrei-

chend großenn undk ∈ [�nδ� , �n (1 − a)�] gleichmäßig aufK1 gilt

(1 − ε)
1

log (n)
≤ T̂ k (f) ≤ (1 + ε)2

1
log (n)

. (4.2.6)

Betrachten wir die rechte Seite der Ungleichung (4.2.6) sowie die Asymptotik (4.2.3),

so erhält man für genügend großen

J (n) ≤ (1 + ε)2

log (n)
·

n−�nδ�∑
k=n−�n(1−a)�

µ (K1 ∩ {ϕ > k})

∼ (1 + ε)2

log (n)
· log

(
1 − δ

a

)
für n→ ∞,
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welches

lim sup (log (n) · J (n)) ≤ (1 + ε)3 log
(

1 − δ

a

)
impliziert.

Andererseits benutzt man die linke Seite der Ungleichung (4.2.6), so ergibt sich in

analoger Weise, dass

lim inf (log (n) · J (n)) ≥ (1 − ε)2 log
(

1 − δ

a

)
.

Da ε undδ beliebig waren, folgt schließlich (4.2.5).

Aus (4.2.4) und (4.2.5) erhält man dann die Behauptung. �

THEOREM 4.2.3 (Gleichverteilungsgesetz).Für den ProzessXn gilt

log (n−Xn)
log (n)

L(µ)−→ U , (4.2.7)

wobei die ZufallsvariableU gleichverteilt auf[0, 1] ist.

BEWEIS. Mit Lemma 4.1.3 und der Tatsache, dassWn ∼ log (n) ist, ergibt sich

nach Theorem 3.3.3, dass
Wn−Zn

log n
L(µ)−→ U .

Dies liefert, dass

n− Zn
L(µ)−→ ∞

und somit
Wn−Zn

log (n− Zn)
L(µ)−→ 1.

Schließlich folgt die Behauptung unmittelbar aus Lemma 4.2.1. �

KOROLLAR 4.2.4. Offensichtlich gelten die Aussagen der obigen Theoreme für das

auf [0, 1] eingeschränkte Lebesgue-Maßλ (beachteλ ∈ D). Insbesondere erhält man

als direkte Konsequenz des Theorems 4.2.2

n−Xn

n

L(µ)−→ 0,

daλ ∼ µ ist. Ferner folgt aus (4.2.7), dass

n−Xn
L(µ)−→ ∞.



Anhang

Im Anhang werden die wichtigsten Tatsachen über die Theorie der regulären Variation

zusammengestellt, die für das Verständnis dieser Arbeit wesentlich sind. Die hier nicht

bewiesenen Aussagen sind mit Ausnahme des Lemmas 4.3.11 in den Lehrbüchern

[Sen76] bzw. [BGT89] zu finden.

4.3. Regulär variierende Funktionen und Taubersche Sätze

DEFINITION 4.3.1. Eine messbare FunktionR : R+ → R mit R > 0 auf (a,∞) für

gewissesa > 0, heißtregulär variierendeFunktion (r. v. F.) fürx→ ∞ mit Exponent

ρ ∈ R, falls gilt

lim
x→∞

R (λx)
R (x)

= λρ für alle λ > 0.

Eine r. v. F.L mit Exponentρ = 0 nennt manlangsam variierendeFunktion (l. v. F.)

für x→ ∞. In diesem Fall gilt:

lim
x→∞

R (λx)
R (x)

= 1 für alle λ > 0.

Eine messbare FunktionR heißtregulär variierendfür x → 0, falls x �→ R
(

1
x

)
eine

r. v. F. fürx→ ∞ ist.

Eine Folge(un)n≥1 heißtregulär variierendeFolge (ebenfalls abgekürzt mit r. v. F.)

für n→ ∞ mit Exponentρ ∈ R, falls es eine r. v. F.R gibt, so dass

un = R (n) für allen ≥ 1.

BEMERKUNG 4.3.2. Es sei Folgendes zu bemerken:

• R ist genau dann eine r. v. F. für x → ∞ mit Exponentρ ∈ R, wenn es eine

l. v. F.L für x→ ∞ gibt mit

R (x) = xρL (x) , x ∈ R+.

• (un)n≥1 ist genau dann eine r. v. F. fürn → ∞ mit Exponentρ ∈ R, wenn

für alleλ > 0 gilt

lim
n→∞

u�λn�
un

= λρ.

49
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Die beiden folgenden Sätze spielen eine fundamentale Rolle in der Entwicklung dieser

Theorie.

PROPOSITION 4.3.3 (Satz der gleichmäßigen Konvergenz).Es seiL eine l. v. F. für

x→ ∞. Dann gilt für jedes feste Intervall[a, b] mit 0 < a < b <∞

sup
λ∈[a,b]

∣∣∣∣L (λx)
L (x)

− 1
∣∣∣∣ −→ 0 (x→ ∞) .

PROPOSITION4.3.4 (Darstellungssatz).L sei eine l. v. F. fürx → ∞ mit L > 0 auf

(a,∞), a > 0. Dann gibt es einB ≥ a, so dass

L (x) = ψ (x) exp
(∫ x

B

ζ (t)
t

dt

)
für alle x ≥ B,

wobeiψ eine positive messbare beschränkte Funktion auf(B,∞) und ζ eine stetige

Funktion auf(B,∞) ist mit

ψ (x) −→ C ∈ (0,∞) und ζ (x) −→ 0 (x→ ∞) .

Wir werden die folgenden unmittelbaren Konsequenzen benötigen.

LEMMA 4.3.5. Für eine l. v. F.L gelten für alleε > 0

lim
x→∞x−εL (x) = 0 und lim

x→∞xεL (x) = ∞.

LEMMA 4.3.6. Gegeben seien zwei positive Folgen(pn) und(qn) mit pn, qn → ∞, so

dass für alle genügend großenn gilt

0 < K1 <
pn

qn
< K2 <∞ (K1 undK2 sind Konstanten).

Dann folgt

lim
n→∞

L (pn)
L (qn)

= 1.

LEMMA 4.3.7. Für eine langsam variierende Folge (ebenfalls abgekürzt mit l. v. F.)

(ln) gelten für alleε > 0

sup
m≤n

(mεlm) ∼ nεln und inf
m≤n

(
m−εlm

) ∼ n−εln (n→ ∞) .

Der folgende Taubersche Satz wird dazu verwendet, gewisse asymptotische Aussagen

in dieser Arbeit herzuleiten.
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THEOREM 4.3.8 (Karamata-Tauberscher Satz).Gegeben seien eine l. v. F.L für

x → ∞ mit Exponentρ ∈ [0,∞) und eine Folge(bn)n≥0 nichtnegativer reeller Zah-

len derart, dass die Laplace-TransformierteB (s) :=
∑

n≥0 bne
−ns für alle s > 0

existiere. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(1) B (s) ∼ (1
s

)ρ
L
(

1
s

)
für s→ 0.

(2)
∑n−1

k=0 bk ∼ 1
Γ(ρ+1)n

ρL (n) für n→ ∞.

Ist (bn) zusätzlich monoton undρ > 0, dann sind beide Aussagen äquivalent zu

bn ∼ 1
Γ (ρ)

nρ−1L (n) (n→ ∞) .

LEMMA 4.3.9 (Karamatas Lemma).Sei(an) eine r. v. F. mit Exponentρ ∈ R. Dann

gilt für alle p ≥ −ρ− 1

lim
n→∞

np+1an∑
k≤n k

pak
= p+ ρ+ 1.

LEMMA 4.3.10. Gegeben sei(bn)n≥0 eine monoton wachsende Folge nichtnegativer

reeller Zahlen derart, dass die Laplace-TransformierteB (s) :=
∑

n≥0 bne
−ns für

alle s > 0 existiere. Dann gilt

bn = O
(

1
n
B

(
1
n

))
(n→ ∞) .

LEMMA 4.3.11 (Ericksons Lemma [Eri70]). SeiL eine streng monoton wachsende

stetige l. v. F. mitL ↑ ∞. Setzen wir für allex ∈ (0, 1)

at (x) := L−1 (xL (t)) ,

wobeiL−1 die Umkehrfunktion vonL bezeichnet. Dann gilt für jedesx ∈ (0, 1)

at (x) = o (t) und at (x) −→ ∞ (t→ ∞) .
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