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Einleitung

A mes parents,
A mes grand-parents,
A mes arriére-grand-parents,
A mes arriére-arriére-grand-parents,

Das Wortergodischist eine Amalgamierung der griechischen Woregon (Arbeit)

und odos (Weg). Dieses Wort wurde von@.TzMANN zur Formulierung seiner Er-
godenhypothese eingefihRiese behauptet, dass die Trajektorie eines Zustandes im
Phasenraum jeden Punkt auf der Hyperflache konstanter Energie durchlauft. Diese Hy-
pothese ist zwar in dieser Fassung falsch, stellt jedoch den eigentlichen Beginn der
Ergodentheoriedar. Mit der Entwicklung der Mal3theorie Anfang 1930 préasentierten
erst J.WVON NEUMANN [VN32] und kurz darauf G. D. BRKHOFF [Bir31] die ersten
Ergodensatze, die im Wesentlichen besagen, dass die Zeitmittel von Zustandsgrof3en
gleich ihrer Mittel Gber dem Phasenraum sind.

Die moderne Ergodentheorie untersucht das Langzeitverhalten dynamischer Systeme
mittels Methoden der Mal3theorie. Dabei betrachtet man ein mafitheoretisches dyna-
misches System bestehend aus einem MaR@0r, 1), wobeip o-endlich ist, und

einer nichtsingularen Transformatidh: X — X. Ist u endlich, so spricht man von
endlicherErgodentheorie, ist unendlich, vorunendliche Ergodentheorie. Fiir ein er-
godisches mafitheoretisches dynamisches Sysker, A, 1), wobeip ein endliches
T-invariantes Mal3 ist, besagt der Neumannsche Ergodensatz Folgendes:

Snf 1 / y
— ——— [ fd — 0 fur allefeL .
n n(X) Jx : 2 2(1)
Der individuelle Ergodensatz voniBKHOFF besagt:

Suf

1
—_— dyp  fast sicher (f.s.) fur allef € L .

Dabei bezeichne$, f := ZZ;(l) f o T* die so genannte ergodische Summe.

4
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Die unendliche Ergodentheorie wurde wesentlich von BrPE(vgl. [Hop37]) beein-

flusst. Davon zeugt sowohl sein Ergodensatz flr Transformationen mit einem unend-
lichen o-endlichen invarianten Mal3, als auch die nach ihm benannte Zerlegung eines
Systems in einen konservativen und dissipativen Teil. Die unendliche Ergodentheorie
war lange Zeit unstrukturiert, bis in den 1980er Jahren ARGNSON (vgl. [Aar97])

die Theorie systematisierte und unter anderen Begriffe wie ,punktweise dual ergo-
disch” pragte.

Als Beispiel fur die unendliche Ergodentheorie betrachten wir die Tangensfunktion
tan: R — R, z — tan(x). Dieses Beispiel wurde durch eine Frage in den Inge-
nieurwissenschaften motiviert und ist gut geeignet, den Charakter der Grenzwertsétze
der unendlichen Ergodentheorie zu demonstrieren. Dsch, R, tan) wird ein maf3-
theoretisches dynamisches System definiert, wak#as Lebesgue-Mal3 auf der Bo-
relschens-AlgebraB bezeichnet. Es séef eine Zufallsvariable mit Werten iR und
Wahrscheinlichkeitsdicht¢ beziiglich\ und X,, := tan® (X) fur n > 0. Dann lasst

sich X als zufélliger Startpunkt und, als Zustand des Systems nach deen Ite-

ration interpretieren. Damit besitX, eine Wahrscheinlichkeitsdichte, die mit (f)
bezeichnet wird, d.h.

Prob(XneA)_/fD”(f) d\, AecB, n>0.
A

Dabei bezeichneP den Frobenius-Perron-Operator bzyl.Ferner ist die Tangens-
funktion geman Aar97, Korollar 6.4.2] eine exakte Transformation und besitzt ein
unendlichesr-endliches invariantes Maf8 mit der Dichte;l—f( (r) = 1/22. Damit er-
gibt sich (vgl. [Tha95]), dass

/P"(f) d\ — 0 (n—oo) furale AeBmitu(A) <oo
A
und folglich

Prob(|tar* (Xo)| >¢) — 0 (n —o00) fur allee > 0.

Dies zeigt, dass der Iterationsprozéssi (X)) bzgl. jeder absolut stetigen Startver-
teilung stochastisch gegé@rkonvergiert.

Fir die folgenden Diskussionen gel, 1, X, T') ein ergodisches konservatives invari-
antes mafRtheoretisches dynamisches System. Dann gilt fiff all&/ ()

n—1
Saf =) foT" oo fs.
k=0
Dabei bezeichnef; (1) den Raum allep:-f. s. nichtnegativen, integrierbaren Funk-
tionen f mit [ f dp > 0. Auch bei einem unendlichen Maf interessiert man
sich fiir das asymptotische Verhalten der ergodischen Sufjihd=Ur ein beliebiges
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o-endliches Mal} gilt nach dem Ergodensatz vooriH dass fir allef,g € L (1)
mitg > 0
Snf — fX f du f.s
Sng Jx 9 du
Wahlt man in (0.0.1); > 0 mit fx g du = 1, so bedeutet dies, dass die Divergenzrate
von S, f (x) nicht von f, aber mdglicherweise van abhéngt. Fallg. endlich ist, lie-
fert der individuelle Ergodensatz von®kHOFF, dass die Divergenzrate véf) f (z)
sowohl vonf als auch vorr unabhéngig ist. Setzt man aber voraus, gas¥) = co
ist, so gilt stets

(0.0.1)

Sl o fs fur allef e Lt ().
n

AufRerdem gibt es gemaR4r97, Theorem 2.4.1] keine Normierungsfol¢e,) posi-
tiver Zahlen, so dass

%_)/deu f.s. fur allef e L (u).

Jedoch besagt das Darling-Kac-Theorem (v@hrP7, Theorem 3.6.4]), dass immer
eine gewisse Normierungsfolge,,) existiert, so dass fir allg € L (u) der Prozess

Sy f/an in einem schwéacheren Sinn gegen eine nicht degenerierte Zufallsvariable kon-
vergiert. Diese Tatsachen sind grundlegend fir die Entwicklung der unendlichen Er-
godentheorie.

Sowohl fur die endliche wie auch fir die unendliche Ergodentheorie spiekate
Formel(vgl. [Aar97, Kapitel 1.5]) eine zentrale Rolle; fit € Amit0 < p(A) < co

gilt

1 (A)E (4] 4) /Asoduzglwmm{so:nn

= Y uAn{p>n}) = lim pi(An) =p(X), (0.0.2)
n=0

wobei ¢ () = pa(zr) := min{n >1: T"(z) € A}, z € X, die Treffer- oder
Ruckkehrzeibezeichnet und4,, = |J;_, T *A. Fur die endliche Ergodentheorie
bedeutet die Kac-Formel, dass die mittlere Rickkehrzeit nagiroportional zum
Kehrwert vonu (A) ist. Hingegen stellt sich fur die unendliche Ergodentheorie heraus,
dass die Divergenzrate der Reihe bzw. der Folge in (0.0.2) von zentraler Bedeutung fur
die distributionalen Grenzwertsatze in der unendlichen Ergodentheorie ist.

In dieser Arbeit werden wir uns mit konservativen ergodischen invarianten maf3theo-
retischen dynamischen Systemeh, i, X, T') beschéftigen, wobei stets ein unend-
licheso-endliches MaR bezeichnet. Wir betrachten fiile A mit 0 < p(A4) < oo
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denErneuerungsprozess,), -, definiert durch

Zo=0, Zy(x):= n>1

max{k <n: TFz)c A}, z¢c A,,
0, sonst,
und untersuchen das Konvergenzverhalten ausgesuchteg,vahgeleiteter Rick-
kehrzeitprozesse. Fir eine regular variierende Funktion (r. \E'Fr x — oo (vgl.
Anhang, Definition 4.3.1) nennen wir die Prozesse
F(Zy,) und F(n—2Zy,)
F(n) F(n)
(durch F) verzerrte Ruckkehrzeitprozessasbesondere definiert man daormali-
sierten Kac-Prozesals

o . ison (AN {p>k})
n o

w(An)
bzw. dennormalisierten Verbrachte-Zeit-Kac-Prozesls

_ SR r(An{e > k)

B p(Ap) .

Falls A eineuniforme Mengeind dieWander-Ratél}, (4) := u (A,,) eine regulér va-
riierende Folge (r. v. F.) mit Exponefit — «) € [0, 1] ist, so zeigt HALER [Tha98],
dass der Prozess, /n streng in Verteilunggegen die Zufallsvariablg, mit Werten in
[0, 1] und Dichte

v, :

feo () = Sm:a gy (i o 0<x<l1
fir a € (0,1) und &, = 0, & = 1 konvergiert. Insbesondere genugt der Prozess
Zy, fur a = 1/2 dem Arcus-Sinus-Gesetz im Sinne voryNXIN und LAMBERTI
(vgl. [Dyn61], [Lam58]). Das Ziel der hier vorliegenden Arbeit ist es, distributionale
Grenzwertsatze fur Ruckkehrzeitprozesse (verzerrte Ruckkehrzeitprozesse bzw. Kac-
Prozesse) unter geeigneten Voraussetzungen zu beweisen. Es werden Verzerrungen
entwickelt, so dass man fir die kritischen Félle= 0 und o = 1 nicht degenerierte
Resultate erhalt. Dabei wird ein Gleichverteilungsgesetz fir den Erneuerungsprozess
Z, fur den Falloe = 0 (Theorem 3.2.6) sowie fur den normalisierten Verbrachte-Zeit-
Kac-Prozessl,, im Fallea = 1 (Theorem 3.3.3) bewiesen. Ferner wird der Zusam-
menhang zwischen der unendlichen Ergodentheorie und der Theorie der Kettenbriiche
hergestellt, welches zu neuen zahlentheoretischen Ergebnissen fuhrt. Dabei spielt die
Farey-Intervallabbildung eine fundamentale Rolle. Einige der Ergebnisse liegen als
Preprint vor (vgl. KS59] bzw. [KS09]).

Der Aufbau dieser Arbeit stellt sich wie folgt dar:
Im ersten Kapitel, welches sich in zwei Teilkapitel gliedert, werden die begrifflichen
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Grundlagen der Arbeit gelegt. Teilkapitel 1.1 fuhrt in die unendliche Ergodentheorie
ein und stellt Ergebnisse bereit, die fir den Fortgang der Arbeit von Relevanz sind.
Im Teilkapitel 1.2 werden uniforme Mengen definiert und die Thaler-Intervallabbil-
dungen | diskutiert. Diese Intervallabbildungen besitzen unendtiebrdliche invari-

ante Maf3e und garantieren die Existenz uniformer Mengen. Als wichtiges Beispiel die-
ser Klasse von Intervallabbildungen wird die Farey-Abbildung untersucht (vgl. Teil-
kapitel 4.1).

Im zweiten Kapitel werdemniforme Rickkehrmengeaingefiihrt. Die Eigenschaften
solcher Mengen werden spater dazu genutzt, konkrete Konvergenzaussagen fir den
normalisierten Verbrachte-Zeit-Kac-Prozess (vgl. Theorem 3.3.3) sowie fur den Fluk-
tuationsprozess der Quersumme von Kettenbriichen (vgl. Theorem 4.2.3) zu beweisen.
Das erste Teilkapitel stellt einen Typus von Intervallabbildungen (Thaler-Intervallab-
bildungen II) mit indifferentem Fixpunkt bei und zwei wachsenden vollen Zweigen

vor. Dabei wird das asymptotische Verhalten der Fdlg),>o untersucht. Diese
Klasse von Intervallabbildungen motiviert dann im zweiten Teilkapitel den neuen Be-
griff uniformer Ruckkehrmengen. Dabei werden diese Mengen inklusive ihrer Eigen-
schaften behandelt. Es wird gezeigt, dass jede uniforme Rickkehrmenge stets eine
uniforme Menge ist. Eine Umkehrung dieser Aussage liefert die Proposition 2.2.4 un-
ter zusatzlichen Voraussetzungen. Mit Hilfe dieser Proposition wird spéter im Kapi-
tel 4 bewiesen, dass das Inter\,(a}L 1] eine uniforme Rickkehrmenge fir die Farey-
Intervallabbildung ist, was den Grundstein fir die zahlentheoretischen Anwendungen
legt.

Kapitel 3 befasst sich mit Konvergenzaussagen fir Rickkehrzeitprozesse bzgl. Men-
gen, die die Eigenschaften aus Teilkapitel 1.2 bzw. Teilkapitel 2.2 erftllen (uniforme
Mengen bzw. uniforme Ruckkehrmengen). Im ersten Teilkapitel wird zunachst in Pro-
position 3.1.3 gezeigt, dass, falls der ProZgss: in Verteilung gegen eine Zufallsva-
riableY” konvergiert mit Werten if0, co] und ohne Atome bei oderco, der verzerrte
ProzessF (Y,,) /F(n) fur jede r. v. F.F' mit Exponents € R auch in Verteilung
gegen die Zufallsvariabl&” konvergiert. Dieses wahrscheinlichkeitstheoretische Re-
sultat wird dann dazu verwendet, die Konvergenzaussagen im Theorem 3.1.4 flr die
Kac-Prozesse in dem Fall zu beweisen, dass die Wander-Rate eine r. v. F. mit geeig-
netem Exponentefll — «) € [0, 1] ist. Dabei genugen die Kac-Prozessedii= 1/2

dem Arcus-Sinus-Gesetz. Im zweiten Teilkapitel werden verzerrte Rickkehrzeitpro-
zesseF (Z,) /F (n), wobei F' eine r. v. F. mit Exponent > 0 ist, fur den Fall un-
tersucht, dass die Wander-Rate eine r. v. F. mit Expohést. Da Z, /n in diesem

Fall streng in Verteilung gegem konvergiert, liefert das oben erwahnte wahrschein-
lichkeitstheoretische Resultat keine Aussagen Uber das asymptotische Verhalten der
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Prozesse' (Z,) /F (n). Fur 5 > 0 wird dann mit Hilfe der Methode der Momen-

te im Theorem 3.2.4 gezeigt, daBYZ,) /F (n) lokal stochastisch bzg}: gegen0
konvergiert. Dazu wird zunachst die Proposition 3.2.2 entwickelt, welche sowohl ei-
ne entscheidende Rolle bei der Beweisfiihrung des oben erwédhnten Theorems 3.2.4
spielt, als auch von eigenem Interesse fur die Theorie der regularen Variation ist. Ins-
besondere konvergiert der normalisierte Kac-Proggssireng in Verteilung gegen

Fir den Fall3 = 0 konvergiert der Prozess, / (n®,,) streng in Verteilung gegen die
auf|0, 1] gleichverteilte Zufallsvariabl&/ (vgl. Korollar 3.2.7). Teilkapitel 3.3 widmet

sich dem Konvergenzverhalten von normalisierten Verbrachte-Zeit-Kac-Prozé&ssen

fur den Fall, dass die Wander-Rdté, (A) eine langsam variierende Folge ist. Dabei
wird vorausgesetzt, das$ eine uniforme Riuckkehrmenge ist. Mit Hilfe der Eigen-
schaften solcher Mengen wird dann im Theorem 3.3.3 gezeigt, dass der Pipzess
dem Gleichverteilungsgesetz gentigt. Dies heil3t, dgsstreng in Verteilung gegen

die auf|0, 1] gleichverteilte Zufallsvariabl& konvergiert. Dieser Grenzwertsatz wird
ferner im nachsten Kapitel dazu genutzt, die Konvergenzaussage im Theorem 4.2.3 fr
den Fluktuationsprozess der Quersumme von Kettenbriichen zu folgern.

Das letzte Kapitel ist der zahlentheoretischen Anwendung gewidmet. Dabei wird durch
die Farey-Intervallabbildung der Zusammenhang zwischen der unendlichen Ergoden-
theorie und der Theorie der Kettenbriiche hergestellt. In der Tat besitzt die Farey-
Intervallabbildung die Eigenschaft, dass die induzierte Transformation auf der uni-
formen MengeKk; := (%, 1] mit der Gaul3-Abbildung Ubereinstimmt. Somit lassen
sich die Rickkehrzeiten nadty durch die Eingange der Kettenbruchentwicklung aus-
druicken. Dabei werden wir das Fluktuationsverhalten des Prozgsses.,, gegeben

durch
p

X, (z) :—max{Zki(m’) : Zki(a:)gn, peNo}, x el
i=1 i=1

untersuchen. Im Teilkapitel 4.1 werden die dynamischen Eigenschaften der Farey-
Abbildung behandelt. Es wird mit Hilfe des Lemmas 4.1.1 sowie der Proposition 2.2.4
gezeigt, das#(; eine uniforme Rickkehrmenge ist. Im Teilkapitel 4.2 wird schliel3lich
demonstriert, wie sich die Konvergenzaussage fir den normalisierten Verbrachte-Zeit-
Kac-Prozess im Theorem 3.3.3 auf den Fluktuationsprogess X,,),,~., Ubertragen

lasst. Ferner wird ein Gesetz der grof3en Deviationen flr den Pr()zéséfn)n>1 be-
wiesen, welches préazise Informationen tber die Verteilung(xon X,,) /n fUrE;roBe

n gibt.
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KAPITEL 1

Grundlegende Begriffe und Satze

In diesem Kapitel werden die Grundziige der unendlichen Ergodentheorie in dem Um-
fang beschrieben, wie dies fur das Verstandnis und als Grundlage fir den weiteren
Verlauf dieser Arbeit notwendig ist. Fir weitere Details verweisen wir auf die Lehrbi-
cher JAar97] und [Den05 Teilkapitel 5.6].

Im Folgenden bezeichnétX, A, 1) stets einen Mafdraum, wobgiein unendliches
c-endliches Mal3 ist.

1.1. MalfStheoretische dynamische Systeme

DEFINITION 1.1.1. Eine messbare Transformatibn: X — X auf dem MalRraum
(X, A, 1) heifdt:

(1) nichtsingular,falls p (7! (A)) = 0 fur jedesA € A mit p (A) = 0 gilt;
(2) p-invariant, falls p (771 (A)) = 1 (A) fiir jedesA € A gilt.

Eine nichtsingulare Transformatidh auf dem Maflrauni X, A, 1) heiRtergodisch,
falls gilt:

Ac A T7H(A)=Amody = p(A) =0 oder pu(X\A)=0.

NoTATION 1.1.2. Mit (A, u, X, T) wird ein maf3theoretisches dynamisches System
bezeichnet, wobél eine nichtsingulare Transformation ist.

DEFINITION 1.1.3. SeiA, u, X, T) ein maltheoretisches dynamisches System.

(1) Eine messbare Mengd/ C X nennt manwandernd,falls die Familie
{T—™ (W) : n € Ny} aus paarweise disjunkten Mengen besteht.

(2) Eine messbare MengP C X mit der Eigenschaft, dass jede wandernde
Menge positiven Males f. s. i enthalten ist, heil3t dedissipativeTeil
des Systems (bzgl. der Transformatiéh und wird mit D (T') bezeichnet.
Ihr KomplementC (T') := X\ D (T") nennt man dekonservativerieil des
Systems.

(3) Die Transformatior™ hei8tkonservatiyfalls C(T") = X modu.

11



1.1. MASSTHEORETISCHE DYNAMISCHE SYSTEME 12

THEOREM 1.1.4 (Maharams SatAfr97], Theorem 1.1.7).Es sei(X, A, u, T) ein
mafitheoretisches dynamisches SystesheiT” p-invariant ist. Falls eseine messbare
MengeA mit i (A) < oo gibt, so dass

X=[JT7(4) modp
n=0

gilt, dann istT" konservativ.

DerINITION 1.1.5. Gegeben seien ein malitheoretisches dynamisches System
(A, u, X, T) und der Rauni; (u) aller reellwertigeru-integrierbaren Funktionen auf
X. Dann heil3t die lineare Abbildung

vpoT™1
T:Ll(u)%Ll(M)afHT(f)iz%

wobeiv, das signierte Maf3 mit Dicht¢ bezuglichy bezeichnetTransfer-Operator
(manchmal auclrobenius-Perron-Operatogenannt). Er ist durch

/T(f)-gd,u—/f-gonu fiir alle f € Ly (1) undg € Lo (1)
X X

eindeutig bestimmt. Dabei bezeichrgt (1) den Raum aller reellwertigen messbaren
u-f. s. beschrankten Funktionen akif

)

Offensichtlich lasst sich der Definitionsbereich des Transfer-Operators auf den Raum
der nichtnegativen messbaren Funktionen ausdehnen.

PrROPOSITION1.1.6 (JAar97], Proposition 1.2.2, 1.3.2)Flr ein mal3theoretisches dy-
namisches Syste(w, i, X, T) sind die folgenden drei Aussagen aquivalent:

(1) T ist konservativ und ergodisch.
(2) Furalle f € LT (n) :={f € L1 (n) : f>0pfs., [y fdu>0}gilt

ifoT”:oo u-f.s.

n=0

(3) Furalle f € L (u) gilt
ZT” (f) =00 pu-f.s.
n=0

Dabei bezeichnef™ = ToT™ 1 bzw.T™ = T'oT™ ! die induktiv definierte
n-te Iterierte vonI’ bzw.T" (n > 1) mit 70 = id. bzw.7° = id.

Bei der Untersuchung eines stochastischen Prozesses, der durch eine nichtsingulare
Transformation definiert ist, stellt sich die Frage, inwiefern sein asymptotisches Ver-
halten von der Startverteilung abhéngt. In dieser Situation iskKdempaktheitssatz
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von AARONSON hilfreich; dieser besagt, dass die Konvergenz in Verteilung bezuglich
einesabsolut stetigen Wahrscheinlichkeitsmales unter geeigneten Voraussetzungen zu
demselben asymptotischen Verhalten bezuglitdr absolut stetigen Wahrscheinlich-
keitsmal3e flhrt.

NOTATION 1.1.7. Mit
P, := {v : v WahrscheinlichkeitsmaR auf mit v < u}

wird der Raum der beziglicph absolut stetigen Wahrscheinlichkeitsmal3e auf dem
Messraum(X, .A) bezeichnet. Diese Wahrscheinlichkeitsmal3e stellen die zulassigen
Startverteilungen fir die durch die Iteration vérdefinierten Prozesse dar.

Das SymbolP,, wird auch zur Bezeichnung der Menge der zugehdrigen Dichten ver-
wendet.

DEFINITION 1.1.8. Es seief4, i, X) eino-endlicher MalRraumy, : X — [—o0, 00]
(n > 1) eine Folge messbarer numerischer Funktionen Yireine Zufallsvariable mit
Werten in[—oo, oo] (nicht unbedingt auX definiert).

(1) Seiv ein Wahrscheinlichkeitsmal® auf. Die Folge(f,) heil3t konvergent
in Verteilungbzgl. v gegenY, kurz f, - Y, falls

/Xgofndu—>E(g(Y)) fur alleg € C ([—o0, x]) .

(2) Die Folge (f,) hei3t streng konvergent in Verteilung gegert’, kurz

£ 2y falls

fo —— Y  fur allev e P,.

BEMERKUNG 1.1.9. Insbesondere gilt fiir € [—o0, o] Folgendes:f,, konvergiert
genau dann streng in Verteilung gegemwenn f, lokal stochastisctbzgl. ;» gegenc

. K
konvergiert, kurzfn T ©
THEOREM 1.1.10 (KompaktheitssatApr97], Prop. 3.6.1).Sind (A, u, X, T') ein er-
godisches mafitheoretisches dynamisches Sy&feeme Zufallsvariable mit Werten
in [—oo,00]und f,, : X — [—00,00] (n > 1) eine Folge von messbaren numerischen
Funktionen, so dass

m
ol — _
fn fn lok. stoch.

Dann gilt folgende Aquivalenz:

5y s S Y fur ein gewisses € P,.
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1.2. Uniforme Mengen

Von nun an wird fir den weiteren Verlauf dieser Arbeit stets vorausgesetzt, dass
(A, u, X, T) ein konservatives ergodisches invariantes dynamisches System ist. Ins-
besondere bedeutet dies nach Hac-Forme) dass der Mittelwert der Rickkehrzeit

zu einer Menge endlichen positiven Malkeendlichist.

In dieser Arbeit verwenden wir die Konventiomin () := oo undmax @ := 0.

DEFINITION 1.2.1. Fir eine messbare Mende= A mit i (A) > 0 sei
o(z)=pa(r):=min{n>1: T"(x) € A}, zeX. (1.2.1)

Furx ¢ A heilRty dieerste Trefferzeivon A; fir = € A heildty die erste Ruckkehrzeit
nachA.

BEMERKUNG 1.2.2. Fur eine messbare Mengee A mit 0 < p(A) < oo ist es

sinnvoll, ¢ als Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsragh, A, 114) zu be-

trachten, wobejis (F) := “(:22])5), E € A. Dann erhélt man nach der Kac-Formel

E(@IA)Z/wdqu%zoo

Eine zentrale Rolle in dieser Arbeit spielt des Weiteren die Wander-Rate.

DEFINITION 1.2.3. Fird € Amit0 < u(A) < oo sei 4, = J;_, T *A. Dann
heil3t die Folge

die Wander-Ratevon A.

BEMERKUNG 1.2.4. Esist zu bemerken, dass fiir alle P, gilt

lim v(A,) =1 und v({y <oo}) =1,

n—oo

daT konservativ und ergodisch ist.

Ferner wird der Zusammenhang zwischen der Wander-Rate und der Rickkehrzeit
durch die folgenden Gleichungen hergestellt:

Wn(A):Z,u(Aﬂ{g0>k}):/min(gp,n+1)du (n>0).
k=0 A

Fur den weiteren Verlauf der Untersuchung wird folgende Definition benétigt:
DEFINITION 1.2.5. Eine messbare Mengec A mit0 < u(A) < oo heifdtuniform
far f € P, falls es eine positive reelle Folgé, ), -, gibt, so dass

1 n—1

EZT’“ (f) — 1 pf.s. gleichmaRig aufi.
k=0
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Die MengeA heiRtuniforme Mengefalls sie uniform fir ein gewissef € B, ist.

Fur den weiteren Verlauf dieser Arbeit bendétigen wir folgende Notation:
NOTATION 1.2.6. Gegeben seien zwei nichtnegative Fol@ggn und (b,).

e a, ~ b, = by, >0fur allen > ng und lim, . 3> = 1.
e a,=o0(b,) & b, >0fur alen > nyund lim, =0

e a,=0(b,) &= b, >0flr allen > N und sup,>y (Z—Z) < 0.

DerFINITION 1.2.7. Die Transformatiofi’ heif3t punktweise dual ergodisciialls es
eine Folge(b,),,-, positiver Zahlen gibt, so dass

n—1

1 ~— » .

EZT’“(}”) — /fdu f.s. fur alle f € Ly ().
k=0

Die Folge(b,,),,~; wird Rekurrenzfolgeon 7" genannt.

BEMERKUNG 1.2.8. Die Rekurrenzfolgéb,),, -, ist bis auf einen Proportionalitats-
faktor und asymptotische Aquivalenz eindeutig bestimmt. Ferner gilt

b, — oo und — —0 (n — o0).
n

PROPOSITION1.2.9 (JAar97], Prop. 3.7.5).Falls fiir ein gewisse§ € L] (1) und
eine Folge(b,,),,~, positiver Zahlen gilt

n—1
1 .
EZT’“(f) — /fd,u, f.s.
k=0
auf einer Menge3 € A mit i (B) > 0, dann istT" punktweise dual ergodisch.

BEMERKUNG 1.2.10. Aus der Proposition 1.2.9 und dem Satz von Egorov (&tf9p,
Seite, 250]) folgt, das¥ genau dann punktweise dual ergodisch ist, wenn sie uniforme
Mengen besitzt.

Im Folgenden werden als wichtiges Beispiel die VORATER eingefuhrten Inter-
vallabbildungen betrachtet, die zur Existenz von unendliche@mdlichen invarianten
Mal3en sowie uniformen Mengen fiihren.

BEISPIEL 1.2.11 (Thaler-Intervallabbildungen THa83]). Sei¢ = {B(i): i € I}

eine endliche oder unendliche Familie von paarweise disjunkten Teilintervallen von
[0,1] mit A (U,e; B(i)) = 1, wobei A das Lebesgue-MaR auf der Borelschen
o-Algebra By, ;) bezeichnet. SeT" : [0,1] — [0, 1] eine Abbildung, die die folgen-
den Bedingungen erfullt:
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(1) Fur allei € I ist T|p(; zweimal differenzierbar und es gilt (B (i)) =
[0,1];

(2) Es gibt eine nichtleere endliche TeilmendecC I derart, dassB (j) fur
jedesj € J genau einenndifferenten Fixpunkt; (d.h. ein Fixpunkt mit
T' (z;) = 1) enthalt;

(3) Zu jedeme > 0 gibt es eine reelle Zahp(¢) > 1, so dass fir alle
2 € Uier B0)\Ujey (2 — &, +2) gilt [T (2)] > p (e);

(4) Esgibteing > 0, sodass flyj € J T" auf (z; — n,z;) N B (j) féallt und auf
(xj,xz; +n) N B(j) wachst;

() (%‘2 ist auf(J,.; B (i) beschrankt.

Wie von THALER ([Tha80] bzw. [Tha83]) gezeigt istl” eine konservative ergodische
Transformation bezilglich und hat ein eindeutiges unendlichegndliches invarian-
tes Mal3u, welches zu\ aquivalent ist (d.hA € B qj, 1 (A) =0 < A(A) = 0).
Ferner besitzt die Dichtgf eine Versiom der Gestalt

U fur allex € [0,1)\ {z; : j e J},
oyt —uj ()
jedJ

wobeiu; := (T]B(j))*l (j € J) undhg eine stetige positive Funktion afff, 1] ist.
PROPOSITION1.2.12 ([Tha95]). Es seiT : [0,1] — [0, 1] eine Thaler-Intervallabbil-

dung |. Dann gibt es eine Folge,) positiver Zahlen derart, dass fur alle Riemann-
integrierbaren Funktionem auf [0, 1] gilt

n—1
1 N
Ezpk(u) — (/ud)\>h
k=0
gleichméRig auf kompakten Teilmengen {@n] \ {z; : j € J}. Dabei bezeichne?
den Frobenius-Perron-Operatdozgl. A.
KOROLLAR 1.2.13. Unter den Voraussetzungen der Proposition 1.2.12 folgt wegen
. 1.
™ (f) = EP” (f-h) fur alle f € Ly () undn >0,
dass jede messbare Mendec By, ;) mit A (A) > 0, die von den indifferenten Fix-
punkten weg beschrankt ist, eine uniforme Menge ist.
BEMERKUNG 1.2.14 ([Tha95]). Es seiT eine Thaler-Intervallabbildung |, so dass
zusatzlich fur allg € J

T(z)=zFaj|z—z;P 4o (]x - a:j\pj”q) (x — xj),
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mit a; > 0 undp; > 1. Dann gilt firp := max {p; : j € J}

n —
by, ~ const - { 18’ p="1
n'/?. p>1.

Das folgende wichtige Resultat wird in den nachsten Kapiteln benétigt. Fir Definitio-
nen und weitere Details zu regulér variierenden Funktionen bzw. Folgen wird auf den
Anhang verwiesen.

PrRoOPOSITION 1.2.15 (Par97], Prop. 3.8.7). Fur eine uniforme Menged qilt:
Die Normierungsfolgeb,,) ist genau dann eine regulér variierende Folge (r. v. F.)
mit Exponenty, wenn(W,,) eine r. v. F. mit Exponentl — «) ist. In diesem Fall gilt

a € [0,1] und
n

F(l+a)T(2-0)
KOROLLAR 1.2.16. Ist (b,,) (bzw.(V,, (A))) eine r. v. F.,, dann gilt

by Wi ~ (n — 00). (1.2.2)

Wi (A) ~ Wa (B)  (n— o)

fur jede uniforme Mengé.

Wir schlieBen dieses Kapitel mit folgender Bemerkung:

BEMERKUNG 1.2.17. Im Allgemeinen sind die Folgé¢h,) und (W, (A4)) nicht regu-
lar variierend. Jedoch fur die Thaler-Intervallabbildungen | gilt nddtaB3, Theorem
3] stets, dass fur alle uniformen MengdnB

Wy, (A) ~ W, (B) (n — 00).



KAPITEL 2

Uniforme Rickkehrmengen

In diesem Kapitel wird der Begriff uniformer Rickkehrmengen eingefihrt, welche
eine wesentliche Rolle im Theorem 3.3.3 spielen werden.

2.1. Motivation: Thaler-Intervallabbildungen I

Fur die im Beispiel 1.2.11 untersuchten Intervallabbildungen | wurden Aussagen tber
das asymptotische Verhalten der Fo(@Z;(l) ]3’“> . gemacht. Nun werden wir uns

im Folgenden mit der Frage des asymptotischen Verhaltens der@é?g)gpo selbst
beschaftigen. Dazu betrachten wir eine Klasse von Intervallabbildungen mit indiffe-
rentem Fixpunkt bed und zwei wachsenden vollen Zweigen, die gewissen Vorausset-
zungen genigen. Ein konkretes Beispiel, das in die Klasse der Thaler-Intervallabbil-
dungen Il fallt, wird im Beispiel 3.3.4 vorgefuhrt.

BEIspIEL 2.1.1 (Thaler-Intervallabbildungen ITha00Q]). Sei7 : [0,1] — [0,1] eine
Abbildung mit indifferentem Fixpunkt bed und zwei wachsenden vollen Zweigen.
Wir setzenl, := (0,¢) undl; := (c, 1), wobeiT monoton aufl;, j = 0, 1 ist. Ferner
nehmen wir an, dask zusatzlich den folgenden Voraussetzungen genigt:

(1) Furjedes: € {0,1} besitztT|;, eineC*-Fortsetzungsfunktiofl’|;, auf dem
AbschlussT, von I, so dasgT|r,)" > 0 undT (I;) = [0,1].

(2) T istin einer Umgebung vof konvex.

(3) T hat ein unendliches-endliches invariantes MaRaquivalent zu\, so dass
die Dichtej—’; eine Versiom der Gestalt

h) =29 e

P
besitzt, wobep > 1 und g eine positive stetige Funktion von beschrénkter
Variation ist.
(4) Die Funktion
hoT-T'
V=

ist auf I monoton wachsend.

Dann istT eine konservative ergodische Transformation bezgli¢tgl. [ThaOQ]).

18
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PROPOSITION2.1.2 ([Tha0Q]). SeiT : [0,1] — [0, 1] eine Thaler-Intervallabbildung
aus Beispiel 2.1.1 und := ]lo . Dann gilt fur alle Riemann-integrierbaren Funktien

W (fe,1]) P () — (W / udA)h

gleichmégig auf kompakten Teilmengen yori|.

2.2. Definition uniformer Riickkehrmengen

Diese Klasse von Intervallabbildungen motiviert den neuen Begriff uniformer Rick-
kehrmengen.

DEFINITION 2.2.1. Eine messbare Mengee A mit0 < u(A) < oo heifdt eine
uniforme Rickkehrmenge fiire 7, falls es eine monoton wachsende Falgg,,-
positiver reeller Zahlen mif, T co gibt, so dass

b1 (f) — 1 p-f.s. gleichmaRig aufl.

Sie heil3t einauniforme Rickkehrmengglls sie eine uniforme Rickkehrmenge fur
ein gewissey € P, ist.

Offensichtlich gilt fur die Thaler-Intervallabbildungen II, dass jede messbare Menge
A € Bjy;p mit A (A) > 0, die von0 weg beschrankt ist, eine uniforme Riickkehrmenge
ist.

LEMMA 2.2.2. Jede uniforme Rickkehrmengedst eine uniforme Menge.

BEWEIS. SeiA eine uniforme Riickkehrmenge ffirc P,. Dann gibt es zu jedem
fest vorgegebenenc (0, 1) einny derart, dass fur alle > ng gilt
(1-— s)bi <T"(f) < (1+ s)bi u-f. s. gleichmaRig aufi.

n

Setzt manf := 7m0 (f) € P, und beachteb, T oo, so ist die Funktionenfolge
(T" (f)) . u-f. s. gleichmaRig beschrankt adf DaT konservativ und ergodisch
ist, gilt ferner nach Proposition 1.1.6

OOAkN: -1. S.
kZﬂ)T(f) 00 uf.s

Somit ergibt sich wegen

[ (f) — 1 pf.s. gleichmaRig auft
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und der gleichmagigen Beschranktheit der Funktionenf@?}é(f)) " dass

nz

Tk (f) — 1 p-f.s. gleichmé&Rig aufl.
ZkObkaO () u-f.s. gleichméaRig a

Dies bedeutet, das$ eine uniforme Menge fufist, was zu zeigen war. d

Die folgende Proposition stellt —analog zu Proposition 1.2.15 fur den Fall unifor-
mer Mengen— den Zusammenhang zwischen der Normierungsfalgaus Defini-
tion 2.2.1 und der Wander-Rate fiir uniforme Riickkehrmengen her; sie wird in Teilka-
pitel 3.3 zur Herleitung des Gleichverteilung-Grenzwertsatzes herangezogen.

PROPOSITION2.2.3. Fiir eine uniforme Ruckkehrmengeund fiir 3 € [0, 1) gilt: Die
Normierungsfolggb,) ist genau dann eine r. v. F. mit Exponeftwenn(11,,) eine
r. v. F. mit demselben Exponenten ist. In diesem Fall hat man

by ~ W, T (1 =0T (1+p) (n — 00).

BEWEIS. SeiA eine uniforme Ruckkehrmenge fifirc 2, mit Normierungsfolge
(bn). Fur alles > 0 setzen wir:

Q(S) — Z:U’(Aﬂ{@>n})€fns,

o p(A)
U(s) = > v(T"A)e™, (2.2.1)
n=0

wobei v das Wahrscheinlichkeitsmaf? mit der Dichtdezeichnet. Ohne Einschran-
kung nehmen wir an, da{é’” (f) \A> eine gleichmaRig beschrankte Funktionenfolge
ist. In der Tat gilt

n:—UTkA UT (An{p>n—Ek}),

wobei die Mengerl™* (AN {p >n—k}), 0 < k < n, paarweise disjunkt sind.
Daher erhalt man

/ 1Aﬂ{<p>n—k} dp, n >0,
4k=0

und folglich mit Hilfe der Produktregel fur Laplace-Transformierte

o0

Z y (A e — / <Z Tn —ns) <Z 1Aﬂ{go>n}€_ns> du.
n=0

n=0
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Da ( )
- v(T—"
()~
w(A)

folgt wegen der gleichmaRigen Beschranktheit der Funktionen((ff@éf) \A) , dass

(n — o0) u-f. s. gleichméaRig aufi,

DI (f)e ~ Us) (s —0)  p-f.s. gleichmaRig aufl.
o 1 (A)
Daraus ergibt sich mit den Bezeichnungen aus (2.2.1), dass
Y v An)e ™ ~U(5)Q(s) (s —0).
n=0

Dalim,, ., v (4,) = 1, gilt auRerdem

3 R T
T;]V(An)e apupe—iad (s —0).

Schlieflich erhalt man

% ~U()Q(s)  (5—0). (2.2.2)
Ist b, ~ nPL (n) fir 3 € [0,1), wobei L eine langsam variierende Funktion (I. v. F.)
fir x — oo ist, so gilt nach Karamatas Lemma (vgl. Anhang, Lemma 4.3.9)

n—1 _
nl B

Zl/ (T_kA) ~ QT)L(W)M (A).

k=0
Somit erhédlt man aus der Asymptotik (2.2.2) nach dem Karamata-Tauberschen Satz
(KT-Satz, vgl. Anhang, Theorem 4.3.8), dass

1 1\" <1>
S)~ - L|- ’
0O~ rr=gaem ()
! b
F(1-pra+p"
Nun seiW,, ~ n”L (n) fur 3 € [0,1), wobei L eine gewisse I. v. F. fix — oo
bezeichnet. Aus (2.2.2) folgt dann nach KT-Satz

und weiter
Wy, ~

nt=~

n—1
y —k:A ~ =
kZO (T ) r@2-8)T0+p)L(n)

p(A).

Da
1

3
|

=)=

)

v (T_kA> ~ p(A) ”il
k=0

B
Il

0
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(by,) monoton undl — 3 > 0 sind, erhalt man weiter durch den KT-Satz
1 n=F
bu  T(1=B)T(1+5)L(n)

Dies impliziert
by ~T'(1L =) (14 5) Wh,
und hieraus folgt die Behauptung. O

In der n&chsten Proposition wird unter zusatzlichen Voraussetzungen die Umkehrung
von Lemma 2.2.2 gezeigt.

PROPOSITION2.2.4. Sei A eine uniforme Menge fiif. Falls die Wander-Rat€l;,)
eine r. v. F. mit Exponeritl — «) fir o € (0, 1] und die FoIge(T" (f) ]A) o schlief3-

lich monoton fallend ist (d.h.; es gibt eig > 0, so dass(T” (f) |A> N monoton
fallend ist), dann istd eine uniforme Ruickkehrmenge. In diesem Fall gOiIt

1

D = T

p-f.s. gleichméaRig aud.

BEWEIS. A\, € R seien fest, aber beliebig niit< \ < 7. Setzen wir
VTL = ZTk (f) ’
k=0

so gilt dank der Monotonie der Funktionenfoléé" (f) \A)

flon) Vi — Vi) F1 ()

fur alle gentigend groRBen Dabei ist|z| :=max{n € Z : n <z}, z € R.

Ferner gibt es wegemnnn| — |[nA\] ~ n(n— ) zu jedem festere € (0,1)
einmg € N mit

n(l—e)(n—XA) <|nn]—[n\] <n(l+e)(n—2A) far allen > my.
Damit folgt fur alle genligend grofRen dass

nT Ll (f) Vingl = Vinal _ LAl (f)
Va Va - Va

(I=g)(n-A) < (L+e)(n—2).

Da
Vi) — Vinaj
Va
erhalt man einerseits
I n* —A®

— =AY fiurn — oo u-f. s. gleichméaRig aufl,

u-f.s. gleichméafig aufl.
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Setzen wim — A unde — 0, dann folgt

oA < liminf M p-f.s. gleichmé&Rig aufl.
Andererseits gilt analog '
lim sup w < an®! p-f. s. gleichméaRig aufl.
Da A undn beliebig w;ren, ergibt sich fir beliebiges> 0
w — ac! p-f. s. gleichméaRig aufl.

SchlieB3lich erhalt man wegen

Vine| ~ ¢*Vy  p-f.s. gleichmaBig auft und |nc| ~en  (n — o)

far m = |nc|
T r|nc|
mTVm(f) — L";CJ T 7 () VK’;J — o p-f.s. gleichmaRig aufl.

Hieraus ergibt sich nach (1.2.2) unmittelbar die Behauptung.

23



KAPITEL 3

Ruckkehrzeitprozesse

In diesem Kapitel werden wir uns mitickkehrzeitprozessdefassen, die durch kon-
servative ergodische-invariante Transformationen hinsichtlich Mengen definiert sind,

die gewisse Eigenschaften erfillen (uniforme Mengen bzw. uniforme Ruckkehrmen-
gen). Insbesondere betrachten wir den normalisierten Kac-Prdzessvie den nor-
malisierten Verbrachte-Zeit-Kac-Proze$s. Dabei werden Grenzwertsatze entwik-

kelt, die das asymptotische Verhalten dieser Prozesse fur den Fall beschreiben, dass
die Wander-Rate eine r. v. F. mit Exponémt— «) € [0, 1] ist.

3.1. Arcus-Sinus-Gesetz fiir Kac-Prozesse

Fur eine messbare Menge € A mit 0 < p(A) < oo betrachten wir im weiteren
Verlauf der Arbeit derErneuerungsprozesss, ), -, definiert durchz, = 0,

Z(x) = max{k <n: TF(x) € A}, z€ A, :=Up_oT"A,
) o, sonst,

Fur diesen Prozess gilt das Arcus-Sinus-Gesetz vomkIN und LAMBERTI.

THEOREM3.1.1 (Thalers Dynkin-Lamberti-SatZ§a98]). SeiA eine uniforme Men-
ge. Falls die Wander-Rat@¥,,) eine r.v. F. mit Exponentl — «) fir « € [0, 1] ist,

dann gilt
Zn L(p)

— 5017
n
wobeié&,, fir a € (0,1) die Zufallsvariable mit Werten ifo), 1] und Dichte

sin To 1
fﬁa (x) - I — (1 — x)om

O<z<l1
T

bezeichnet, un¢y =0, & = 1.

Die Verteilung vort,, wird die generalisierte Arcus-Sinus-Verteiluggnannt.

Fir eine r. v. FF flir £ — oo nennen wir die Prozesse
F(Z,) und F(n—2y,)
F(n) F(n)
(durch F) verzerrte Rickkehrzeitprozessesbesondere definieren wir

24
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DEFINITION 3.1.2. Unter denmormalisierten Kac-Prozesbzw. demnormalisierten
Verbrachte-Zeit-Kac-Proas versteht man den Prozess

Siro (AN {p > k})

o= 1 (Ay)

bzw. den Prozess P
Sia n(An{p > k)
(An)

Das folgende wahrscheinlichkeitstheoretische Resultat wird dazu genutzt, konkrete
Konvergenzaussagen fur den Prozésssowie ¥,, unter bestimmten Voraussetzun-
gen zu treffen.

v, =

PROPOSITION3.1.3. Gegeben seieff?, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraunl;, : 2 —
[0, 0], (n > 1) eine Folge von messbaren Funktionen dheine Zufallsvariable mit
Werten in[0,co] und P (Y =0) = 0 = P (Y = o0). Dann gilt fur jede r. v. EF fur
x — oo mit Exponenfi € R folgende Implikation:

Yo By o FY) ® yp

BEWEIS. Es ist bekannt, dass es fur jede r. v.HFmit Exponents € R eine
l. v. F. L gibt mit F (z) = 2°L (z) fur alle z > 0 (vgl. Anhang). Um die Behauptung
Zu beweisen, gentigt es daher zu zeigen, dass
LY, p
L((n)) — 1.
In der Tat gilt fir alled > 0und K > 0mité < K

Y,
lim inf P <5 <2< K) >1-Csk.
n

Gemal des Satzes von gleichméaRiger Konvergenz fur I. v. Fen. (vgl. Anhang, Propo-
sition 4.3.3) gibt es zu jedem> 0 ein ny mit

L (A\n)
L(n)
Somit gilt far alle genUgend grof3en

P(Zey =)= r (= =m),

lim sup P ( LL((Y)) > 5) < Csk

folgt. DaCs x — 0 fur § — 0 und K — oo, ergibt sich die Behauptung. O

n > ny

—1' <e fiur alle A €[4, K].

3

woraus
1

Diese Proposition lasst sich nun auf Thalers Arcus-Sinus-Satz anwenden.
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ABBILDUNG 3.1.1. DieGrenzverteilungsdichtg¢y, des normali-
sierten Kac-Prozesses fir verschiedene Wertewoa (0,1). Fur
a = 0 bzw. 1 ist die extreme Verteilung das Dirac-Ma{$ bzw. §;

(fur o = 0 vgl. Korollar 3.2.5).

THEOREM 3.1.4 (Arcus-Sinus-Gesetz{segeben sei eine uniforme Mengdeso dass
die Wander-RatélV,,) eine r. v. F. mit Exponertl — «) fir a € [0, 1] ist. Dann folgt:

(1) Falls0 < « < 1, gilt fur den normalisierten Kac-Prozess

L(p)

¢, — X,

wobei X, fur a € (0,1) die Zufallsvariable mit Werten ifo), 1] und Dichte
1 sin7a 1

1—Oé T xlli%j (1_xﬁ)a’

bezeichnet, un&; = 1 (siehe Abbildung 3.1.1).

(2) Falls 0 < a < 1, erhalt man fur den normalisierten Verbrachte-Zeit-Kac-
Prozess

O<zr<l1

fx. (x) =
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ABBILDUNG 3.1.2. DieGrenzverteilungsdichtgy, des normali-
sierten Verbrachte-Zeit-Kac-Prozesses fur verschiedene Werte von
a € (0,1). Fira = 0 bzw. 1 ist die extreme Verteilung das Dirac-
MaR §; bzw. die Gleichverteilung aup, 1] (fuir « = 1 vgl. Theo-

rem 3.3.3).

wobeiY,, fir « € (0, 1) die Zufallsvariable mit Werten if9), 1] und Dichte

1 i 1
fra (z) = snTe O<z<l1

1—a
l—-a (1—xﬁ) o

bezeichnet, unély = 1 (siehe Abbildung 3.1.2).

BEWEIS. Mit F'(z) := W|,, folgen die Behauptungen direkt aus der Proposi-
tion 3.1.3. O

BEMERKUNG 3.1.5. Wir bemerken, dass far € (0,1) folgende Identitaten in Ver-
teilung gelten

on g (5&)170‘ und Ya g (1 - fa)lia .
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Insbesondere besitzen die ZufallsvariablenundY: die Arcus-Sinus-Verteilung mit
2 2

Dichte 5 .
() = =——, 0<z<l1.
(L2

[N

3.2. Verzerrte Rickkehrzeitprozesse

In diesem Abschnitt untersuchen wir die verzerrten RUckkehrzeitproﬁ_%%?e die

durch r. v. FenF mit Exponenter3 > 0 gegeben sind, im Falle, dass die Wander-
Rate eine r. v. F. mit Exponeitist. Man hat zu beachten, dass die Proposition 3.1.3 in
diesem Fall keine Aussage Uber das asymptotische Verhalten solcher Prozesse liefern
kann. Ferner wird eileichverteilungsgesefiir den Erneuerungsprozegs bewie-

sen.

Zunéchst werden einige Vorbereitungen getroffen. Wir beginnen mit einer gleichma-
RBigen Version des Karamata-Lemmas (vgl. Anhang, Lemma 4.3.9).

LEMMA 3.2.1. Gegeben se(f)n21 eine monoton wachsende Folge nichtnegativer
reellwertiger Funktionen auf einem beliebigen Radmso dass fir eine gewisse
l.v. F.(I,) undp > 0 gilt

fn~nPl, (n—o0) gleichmaBig auf Y.

Dann folgt fur allep > —p — 1

i
nooo S TP

BEWEIS. Zunachst sep + p + 1 > 0. Dann gibt es zu jedem > 0 einny Mit

=p+p+1 gleichmaflig auf Y.

n>ng = (1—¢e)nfl, < fn(y) <(1+¢e)n’l, fur alley €Y.

Da die Folg€( f,,) monoton wachsend ist, gilt

anrlfn np+1fn
2 k=g KPS Dy KPS
Fir beliebiges aber festese (0,p + p + 1) und fur alley € Y erhédlt man dann mit
Hilfe des Lemmas 4.3.7 (vgl. Anhang)

gleichmaRig aul.

i Pfe(y) < (1+e) i KPP,

k=no k=ng
n
< (1+2) sup (K)o ke
no<k<n k—n,
=no
1
~ (l4e) ————prtrtly,

p+p+1—2A
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Daher ergibt sich fur alle hinreichend grof¥en

n

1
P <1 2 p+p+1ln.
> AW < Qe

k=ng
In analoger Weise erhalt man auch fiir gJle Y und alle hinreichend grol3en

n

1
kP >(1—g) ———— pptrtly, 3.2.1
2 WA 206 e (3.2.1)
Da X > 0 unde > 0 beliebig waren, folgt schlief3lich
lim su Ltz i () — ! =0
n—00 yeg npte+ll, p+p+1 B

Also gilt die Behauptung fip + p + 1 > 0.

Furp+ p+ 1 =0und\ > 0 beliebig, aber fest gilt gemaf der Ungleichung (3.2.1)
szwn@w>a_@2

npte+1 ln by ’

lim sup
n—=o0 ey

woraus die Behauptung fir — 0 folgt. O

Dieses Lemma wird nun dazu verwendet, die folgende Proposition, welche auch von
eigenem Interesse flr die Theorie der regularen Variation ist, zu beweisen.

PROPOSITION 3.2.2. Es seien(ay),,~; €ine r. v. F. mit Exponent: € R, (fy),>;

eine Folge nichtnegativer reellwertiger Funktionen auf einem beliebigen Raund

E, =" _, fm, Fo := 0. Ferner nehmen wir an, dass figr> 0 mita + p > 0 gilt
F, ~ n’l, (n — o0) gleichmaRig auf Y,

wobeil,, eine I. v. F. ist. Dann folgt

Zmén amfm p
—
anFy, a+p

gleichmafig auf Y.

BEWEIS. Zunachst sei,, := n®* mit a > —p. Durch partielle Summation gilt

S () = (0 + D) Fu () — 3 B () A(m®)  fir alley €Y,

m<n m<n

wobei A (m®) := (m 4 1) — m®. Das bedeutet

(n+1)% F (y) (n+1)% Fy (y)
DaA (m®) ~ am® ! (m — o), ergibt sich nach Lemma 3.2.1, dass

gleichmaRig aub”.

(n+1)“F, —>oz—|—p
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Dies impliziert, dass
ngn mafm P
oY —
(n)* F, a+p
Fira, := n%l,, a« > —p, wobei(l,,) eine |. v. F.ist und\ € (0, a + p) beliebig, aber
fest erhalt man mit Hilfe des Lemmas 4.3.7 und (3.2.2) einerseits gleichmanig auf

> mlpfm = > mmO M fin
m<n m<n
< &u><ﬂTVm) E:vna_Aﬂn
msn m<n
-
a+p—XN
woraus fur festes > 0 und hinreichend grof3e gleichmafig aut” folgt

(n — o0) gleichmaRig aul. (3.2.2)

~ n%l,F,

> m<n M m fm p o __Ep

n®l, F, a+p—A" a+p—X\
Andererseits gilt analog gleichmaRig auf

m%y,fre > Inf (Mm%, mete £,
( )

m<n
m<n - m<n
~ Ol Fy—
a+p+e
woraus fir festes > 0 und hinreichend grof¥e gleichmafig aut” folgt
2omen M mfm p T
n®l, F, at+p+X T atp+ N

Lasst man\ gegerD gehen, so folgt die Behauptung unmittelbar aus den beiden obigen
Beobachtungen. O

Um den Kompaktheitssatz vonsRoNsoNauf die hier untersuchten Prozesse anwen-
den zu kénnen, bendétigen wir folgendes Lemma:

LEMMA 3.2.3. Gegeben seien eine messbhare MeAge A mit0 < u (A) < co und
eine r. v. E.F mit Exponent3 > 0 und F' (¢) — oco. Dann gilt

7y F(ZnoT) = F (Z0) —— 0. (3.2.3)

BEWEIS. Seiy die in (1.2.1) definierte Treffer- oder Riickkehrzeit. Gemal} des
Darstellungssatzes fur I. v. Fen. (vgl. Anhang, Prop. 4.3.4) sowie Bemerkung 4.3.2
gibt es ein gewisseB > 0, so dass

F(z) = 2% () exp (/; @ dt) fur allexz > B, (3.2.4)
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wobei v eine positive messbare beschrankte Funktion|Bufo) und ¢ eine stetige
Funktion auf{B, oo) ist mit

¢ () — C e (0,00) und ((z) —0  (z—o0).
Ohne Einschrankung nehmen wir an, dasséei(0, 1) existiert mit
IC ()| <6 fur allet > B.
Aus (3.2.4) gilt dann

F (z) ~ CzPexp (/x@dg (x — 00).

Wir definierenF (z ) := CaPexp ( - C(tt) dt) fir z > B und zeigen zunachst, dass
die Behauptung des Lemmas ﬂﬂrgllt. Fiure > 0 setzen wir

Km:_{@«nA _ (FZ oT) — F (Zy)

> 5} (neN).
Wegen

Zn(z) =1, ze{p<n}nT-F A
n, ze Tt 4

folgt

K.n C ({so <nynT-HATn {ﬁzn) (F(Zn) - F(Z,-1)) = e}>

U (T—(n+1)Am {szn) (ﬁ (n) — ﬁ(zn)) > 5}> .

Da F' eine monoton wachsende r. v. F. ist ufig— oo u-f. s, gilt dann

1 (F(Z) - F(2,-1)) < i

(ﬁ (Zy) — F (Zn — 1)) 0 pfs.
Daraus folgt fur alles € P,
lim v <{90 < n} N T*(nJrl)AC N { Nl (ﬁ (Zn) - ﬁ(Zn - U) > 5}) =0.

o0 F (n)
(3.2.6)
Firn > B hinreichend groR3 seﬂn = {w Zn (w) > B}. Dann gilt fur allew € A,

ﬁ(n)—ﬁ(zn(w)):cexp< C )t )

n ex ! £ — w))?
[ p</Zn(w)t ) (zn<>>].
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Dal¢ ()| < 6 auf[B, c0) ist, gibt es ferner eine Konstantg, so dass gilt
F(n) = F (Zy @) < Cs (00 = (Za (@)**) = E.

Nun unterscheiden wir zwei Féalle
1. Fall: Fur 3 4+ 6 > 1 erhalt man durch den Mittelwertsatz

E<Cs(B+08)n" T (n—Z,(w)).
2.Fal: Furp 4+ 6 < 1 qilt £ < Cs (n— Z, (w)) . Daraus folgt

T_<n+1>m{w>g} _—
F(n) N

c T-"DAN{n—Z, > cae}

= U {Zo=n-knT "4
cne<k<n—1

= U merunie =k,
cnet+1<k<n

F(n)
" WITI1C;(B19)
¢n := CsF (n). Wegen der Wahl vom gilt in beiden Faller;, — oo fir n — oc.

Somit ergibt sich unter Berticksichtigung de#invarianz vonu

M(T—<n+l>,4m{ﬁ1n) (ﬁ(n)—ﬁ(zn))zg} N An>

n

< ) uAn{e=k})

k=|cne+1]|
< p(Anfe 2 [eae +11})

—0 fiur n — oo.

wobei wir im ersten Falle, setzen und im zweiten Fall

Daraus folgt fur alle € P,

lim v | T~ AN

)
und schlieBlich wegehim,, . v (A%) =
1

lim v <T<n+1 AN F(n 15 ﬁ(Zn)) > 5}) = 0.

—_
N
Sh
S
|

Bk
)

N—
\Y%

)
N——
D
&
N———

n—~oo
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Daher und aus (3.2.6) ergibt sich fir allec B, wegenlim,, .o, v ({¢ > n}) = 0,
dass

({ﬁ(ZnOT)ﬁ(Zn) })
lim v = > ¢ < lim v (K. p) + nli_)rg(ju ({p >n})

= 0.
Dies liefert nach Bemerkung 1.1.9 die Behauptung (3.2.35f[]r
Nun folgern wir die Behauptung (3.2.3) fiit, indem man fur
Ypi=F(ZyoT)—F(Z,) und Y, :=F (Z,oT)—F(Z,)

zeigt, dass N
YTL YTL M
— - —— 0

F (n) F (TL) lok. stoch.
In der Tat gilt wegen¥ (z) ~ F (z) fiir # — oo und Z, — oo p-f. s, dass esf. s. zu
jedemw € X und vorgegebenen > 0 einng := ng (w, €) gibt mit

(1=2) FZ@) S FZn@) < (145) F(Zu@) Ynzno

und

(1—g)ﬁ(znoT(w)) < F(ZpoT (W) < (1+§)ﬁ(znoT(w)) Y n > no.

Daraus folgt fur allex > ny

Vo (@) = Ya @) < 5 (F(ZuoT @)+ F (Zy @))

und schlieRlich auf Grund der Monotonie vBn
?n (w) . Y, (w)
F(n) F(n)

<e

: Vo) _ Ya@)) i -
I?les bedeutet, das der.Proz@%m Fm) ) u-f. s. gegerd konvergiert und folg
lich auch lokal stochastisch bzgl.

Damit folgt wegenF' (n) ~ F (n) die Behauptung (3.2.3) fufr. O

Jetzt wird der erste Hauptsatz dieses Abschnitts bewiesen, woketliwde der Mo-
mente(vgl. [Bil79, Seite 344]) verwendet wird.

THEOREM 3.2.4 (Grenzwertsatz flr verzerrte RickkehrzeitprozesEs)seiA eine
uniforme Menge. Ist die Wander-Rdt#,) eine r. v. F. mit Exponent, so gilt fur jede
r. v. F. F" mit Exponents > 0:

Fog 0 (o).
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BEWEIS. SeiA eine uniforme Menge fir ein gewissgsc B, mit Normierungs-
folge (b,). Da Z, — oo p-f.s. und es fur jede r. v. B mit Exponentg > 0 eine
monoton wachsende r. v. F; gibt mit F' (z) ~ Fj (z) fir  — oo, nehmen wir ohne
Einschrdnkung an, dads monoton wachsend ist und keine Singularitadibesitzt.
Fur alles > 0 undr € Ny setzen wir

(e 9]

o = 3 ([ @@ a)er,

n=0
wobeir das Wahrscheinlichkeitsmaf3 mit der Diclfte 7, bezeichnet. In der Tat gilt
fur aller, n > 0 folgende Gleichungskette:

n

/ (F(Za) dv = S (F(E) v(Au0 {Z, = k})
An k=0

= S F®) v (T AN >n-k))

k=0
= [ Y tungesnoiy (F(R)TH(F) dp.
Ak=0
Somit:
o= | (Z 1A”{“”>"}em> (Z (F () T (1) ) i
n=0 n=0

Da(b,,) eine |. v. F. undF' eine r. v. F. mit Exponent > 0 ist, folgt nach der Proposi-
tion 3.2.2, dass fur alle > 0

ho (F (k)" T* (f)
bn (£ (n))"
Daraus folgtu-f. s. gleichm&Rig aufi:

00 n—1 00
> (Z (F (k)" T* (f)) e =o <Z bn (£ (n))" 6_“) (s —0).
n=1

n=1 \k=0

— 0 p-f.s. gleichméaRig aufi.

Nun seieri¥,, ~ nL (n) undF (n) ~ nPL (n), wobeiL und L gewisse |. v. Fen. sind.
Nach dem KT-Satz gilt

ni)u (An{p>n})e™ ~ <l> L (l) o0, @27

S S
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Ferner wegen

Sl (F () T (fle ™ > onet ( oo (F (k)" T* (f)) e "
Yoo bn (F'(n))" e7ns D (Zz;é by (F (k))r> o—ns

ity (SRS (F () T* () e
2 onz1 bn (F (n))" e7n
2 onet bn (F'(n))" e
o2 (Sizh b (F (k)7) e
erhalt man nach dem KT-Satzf. s. gleichmaRig auft

- T rm e — o r 1 o ET (%) 5 —
g(F(n))T (f) = (r(ﬁ +1)<8> L(%)> (s —0). (3.2.8)

Daher und aus (3.2.7) folgt:

H, (s) = o (r (Br+1) (%)ﬁm ir (%)) (5 0).

Dadie FoIge(fAn (F (Zn))" du) monoton wachsend ist, ergibt sich dann nach Lem-
ma 4.3.10 (vgl. Anhang), dass

Ja, (F(Zn))" dv Ja, (F(Zn))" dv ' 1H, (1)

AL (n) 10, () Pl (n)

Beachtet man, dasian,, ., v (X \ A,) = 0 ist, so erhélt man schlief3lich

[ (Fa) a=ot,

und folglich auf Grund der Methode der Momente

F(Z,) v

F (n) — 0 (n — ).
Abschlieend folgt die Behauptung direkt aus Lemma 3.2.3 nach dem Kompaktheits-
satz 1.1.10. ]

KOROLLAR 3.2.5. Unter den Voraussetzungen des Theorems 3.2.4 gilt fir den norma-
lisierten Kac-Prozes$,,

CDRMO (n — 00).

Im Folgenden wird das Gleichverteilungsgesetz fir den Erneuerungsprgzéss
muliert.
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THEOREM 3.2.6 (Gleichverteilungsgesetz flr den Erneuerungsproz€ss)eine uni-

forme Menged seilV, ~ n - ﬁ wobeiL eine gewisse I. v. F. mit — oo ist. Dann
gilt

L(Zn) £w) o7

L(n)

wobei die ZufallsvariabldJ gleichverteilt aufl0, 1] ist.

BEWEIS. SeiA eine uniforme Menge fiir ein gewissgsc P,. Wir nehmen o. E.
an, dasd. streng monoton wachsend und stetig ist. Dann gilt fur jedes(0, 1)

V(L<Z0<<x) = Y (Zn < an (@)

L(n) —
-/,

wobei v das Wahrscheinlichkeitsmal3 mit der Dichfe € 7, bezeichnet und
an (z) := L™ (2L (n)) ist. Nach Ericksons Lemma (vgl. Lemma 4.3.11) erh&lt man

an () 0

n

Auf Grund der Monotonie der FoIg(alAm{@n}) ergibt sich nach der Asymptotik
(1.2.2) einerseits

L(Z,) ) /
v <z < 1 n—|an(x
<L(n) =v) = [ ntenm@n 2

~ pAnfe>n—lan (2)]}) L(lan (2)]).
Hieraus und aus Lemma 4.3.6 (vgl. Anhang) folgt

lim sup v (LL((i")) < x) <.

Andererseits gilt in analoger Weise

lan(z)]
L(Z, .
v < L((n)) < x> > /AlAﬂ{go>n} > TH(f) dp

k=0
~ p(An{p >n})- L(lan (2)]).

lan(z

()]
1Am{go>n—k}Tk (f) du,
k=0

flr n — oo.

an () — oo und

lan(z

)
T (f) dp

Daher erhélt man
L(Zy)

L@)Sx)z”

Schlieflich folgt aus den beiden Abschéatzungen

(B <)

Nun ergibt sich die Behauptung nach dem Kompaktheitssatz mit Lemma 3.2.3l

lim inf v (




3.3. GLEICHVERTEILUNGSGESETZ FUR DEN VERBRACHTE-ZEIT-KAC-PROZESS 37

Unter den Voraussetzungen des Theorems 3.2.6 gilt nach Thalers Theorem 3.1.1 und
nach Korollar 3.2.5, dass

QMO und LL(—“zoo
n P,

Jedoch fur das Produkt dieser beiden Prozesse ergibt sich folgendes Korollar.

KOROLLAR 3.2.7. Unter den Voraussetzungen des Theorems 3.2.6 gilt
Zn L)
—_—
nd,
wobei die ZufallsvariabldJ gleichverteilt aufl0, 1] ist.

U,

BEISPIEL 3.2.8 (vgl. [Tha83]). Seif eine Funktion, definiert durch(0) = 0, f (z) =
x + z2e~ /% fir z > 0. Es seia € (0,1) durch f (a) = 1 bestimmt. Dann definiert
man die Abbildundl : [0, 1] — [0, 1] durch

m)::{ f(@), xe0.a,

= ze(al].

1—a’
Offensichtlich erfullt die Abbildungl’ die Thaler-Voraussetzungen (1)—(5) im Bei-
spiel 1.2.11. Somit ist jede messbare Menge B ;) mit A (A) > 0, welche von0
weg beschrankt ist, eine uniforme Menge. Ferner gilt

Wy, ~ const - (n — 00).

log (n)
Daher ergibt sich schlie3lich nach dem Korollar 3.2.5 bzw. Theorem 3.2.6

d,, M log (Zn) E(—u)> U (n — 00).
log (n)

0 bzw

3.3. Gleichverteilungsgesetz fur den Verbrachte-Zeit-Kac-Prozess

In diesem Teilkapitel studieren wir den normalisierten Verbrachte-Zeit-Kac-Prozess
im Falle, dass die Wander-Rat#/,, (A)) eine |. v. F. ist. Dabei wird vorausgesetzt,
dassA eine uniforme Rickkehrmenge ist. Es wird bewiesen, dass dieser Prozess streng
in Verteilung gegen die Gleichverteilung dof 1] konvergiert. Dazu werden folgende
Lemmata bendtigt.

LEMMA 3.3.1. Es seiA eine uniforme Ruckkehrmenge ffic P, mit W,, ~ L (n),
wobei L den Voraussetzungen in Lemma 4.3.11 genigt, und fernersei, 1) fest
gewahlt. Dann gibt es zu jedeme (0, 1) einny € N, so dass fir allex > ng und
k€ n—a,(x),n]gilt
1 . 1
l—e)— <TF ()< (1+4¢e)*—
(=) <THH <1+

gleichmaRig aufd, wobeiq,, (z) wie in Lemma 4.3.11 definiert ist.
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BEwEIS. Gemal der Proposition 2.2.3 gilt
W,T"(f) — 1  p-f.s. gleichmaRig aufl.

Daher gibt es zu jedema € (0,1) ein ky derart, dass fur all& > ky gilt u-f. s.
gleichmafig aufd

1 .
1—e)— <TF(fy< (1 —.
(=) 5 <THP) < (142)
Ferner existieren nach Ericksons Lemma 4.3.11 zwei natirlichen Zahlend ns
mit

. 1 1 ..
n—ay (x) > ko fur allen >n; und —— < (1+¢)— fur allen > ny.
Win—an(@)] Wr
Setzt mam := max {n1,ns}, So ergibt sich wegen der Monotonie voi,,), dass

fur allen > no undk € [n — a, (z),n] gilt

1 1 - 1 (1+¢) (1+¢)?
l—g)— <(1—¢)—<TF(f)<(1+e)— < <
(-9 U= <P <U+e g < ———=<
gleichmafig aufd. Also folgt die Behauptung. O

LEMMA 3.3.2. SeiA € A eine messbare Menge mit i (A) < oo. Dann gilt

U, 0T -0, —* 0.
lok. stoch.

BEWEIS. Fire > 0 fest undn € N setzen wir
Ks,n = {Wgn A |‘I’nOT—‘I/n| 25}

Aus (3.2.5) folgt fur alle hinreichend grorSezrmit%i) <e:

14
K., c T g n {n — 7y > —”e}
’ p(A)

= U {Zo=n-k}nT A4

W,
Tye<k<n—1

= U 7 ""Un{e=k}).

Aayet1<k<n

Da . invariant ist, ergibt sich dann

n

pra) s Y wlante=i) <p(anfex | Taerll).

k:U{—g)eHJ

und hieraus
lim p(K.,)=0.

n—o0o
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Dies impliziert:
lim v(K.,)=0 fir allev eP,.
n—oo
Auf Grund
lim v({y >n})=0
n—oo
erhalt man schlieBlich fur alle € P,
lim v ({|Vp,oT —¥,| >¢}) < lim v(K.p)+ lim v({p >n}) =0,
n—~oo n—~oo n—oo

was zu zeigen watr. a

Nun wird das Hauptresultat dieses Teilkapitels formuliert.

THEOREM 3.3.3 (GleichverteilungsgesetzEs seiA eine uniforme Ruckkehrmenge.
Falls die Wander-RatélV,,) eine |. v. F. ist, gilt:

L(p)

v, ™ U, (3.3.1)

wobei die ZufallsvariabldJ gleichverteilt aufl0, 1] ist.

BEWEIS. Es seiA eine uniforme Ruckkehrmenge fiir ein gewisges 7, und
W, ~ L(n) fir n — oo, wobei L eine I. v. F. ist. Wir nehmen ohne Einschrankung
an, dasd. stetig und streng monoton wachsend ist. Dann gilt fur jedes(0, 1)

V(ng> = v (Zn>n—an(x))

L(n)
= /A Z 1Aﬂ(go>n—k)Tk (f) dp,

n—an(z)<k<n

wobeia, (z) := L~! (xL (n)) ist. Sei jetzte > 0 vorgegeben. Dann erh&lt man nach
Lemma 3.3.1 fir hinreichend grofe
L (n — Zn) 2 1 2
Analog gilt fur alle hinreichend groRemn
1 L(n—2Z,)
— <p|l—— <.
Wi < (M <)
Aus den beiden Abschatzungen folgt dann
L(n—2,) - <li
711 (n) <z |<lmsupv

Dac« beliebig war, ergibt sich schlieflich

x(l—e)~(1—-¢)

L(n—2y,)

x(l—e)gliminfy( L)

< x> <(1+¢)%a.

v (% < x> —x, N — 00, fur allex € (0,1). (3.3.2)
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Um die Behauptung (3.3.1) zu schlie3en, missen wir noch zeigen, dass
n—2Z, = oo (n — c0). (3.3.3)
Dazu wird zuerst bemerkt, dass (3.3.2) aquivalent zu
vin—2Z, <ap(x)) —x, n— o0, fur allex € (0,1) (3.3.4)

ist. Angenommen(n — Z,,) konvergiere nicht stochastisch (bzg). gegenco, dann
existiert eine > 0, eine streng monoton wachsende Fadjge” oo und einN € N mit

v(th, —Zy, <N)>¢ far allen € N.
Sei nunz € (0,¢) beliebig, aber fest. GemaRl des Erickson Lemmas gilt dann
lim,,—, o a, (x) = co. Daher gibt es eimy € N mit
at, (¥) > N fur allen > ny.
Somit erhélt man
v(tn — Zy, <ap, (v) > vty — Zt, <N)>¢ far allen > ng.
Dies impliziert

lim v (t, — Z;, < ay, (x)) > ¢,

n—~oo

was im Widerspruch zu (3.3.4) steht.

Dan — Z,, — oo stochastisch, lasst sich schliel3lich durch jede Funktiof, mit
Li(n) ~C-L(n),C > 0 ersetzen. Dies liefert mit Lemma 3.3.2 nach dem Kom-
paktheitssatz die Behauptung. O

BeispieEL 3.3.4 (vgl. [Tha0Q]). Wir betrachten die Lasota-YorkeAbbildung
T :10,1] — [0, 1], definiert durch

T 1
T =] T €0l
20 -1, ze(3,1].

Diese Abbildung gentigt den Thaler-Bedingungen (1)—(4) im Beispiel 2.1.1. So ist jede
kompakte Menged von (0, 1] mit A (A) > 0 eine uniforme Rickkehrmenge mit

W, ~ log (n) (n — 00).
Somit ergibt sich nach dem Theorem 3.3.3, dass

log (n — Zy,) LW, 7
log (n) '



KAPITEL 4

Ein Grenzwertsatz fur Quersummen von Kettenbriichen

Dieses Kapitel behandelt die zahlentheoretische Anwendung der Ergebnisse aus Ka-
pitel 3. Es wird durch die Farey-Intervallabbildung der Zusammenhang zwischen der
unendlichen Ergodentheorie und der Theorie der Kettenbriiche hergestellt, welches zu
neuen zahlentheoretischen Ergebnissen fihrt.

Jede irrationale Zaht € I := [0,1] \ Q hat eine eindeutige unendliche Kettenbruch-
entwicklung in der Form
1

xr =

k‘l ($)+W

Dabei sind &, () positive ganze Zahlen. Wir betrachten d@&auf3-Abbildung
G : 1 — 1, definiert durch
1 1
a1 |

X
Es ist bekannt, dass fiir allec N gilt

oo () = {ﬁJ .

Dabei bezeichnet™ die n-te Iterierte vonG fir n € Ny mit G° = id.

Offensichtlich bildet(k,),,. €ine Folge von Zufallsvariablen auf dem MaRraum
(I, B,P), wobeiB die Borelscher-Algebra inl bezeichnet undP ein gewisses Wahr-
scheinlichkeitsmald auB ist. Ferner hat jede Zufallsvariablg einen unendlichen
Erwartungswert bezuglich des g0f 1] eingeschrankten Lebesgue-Males

In diesem Kapitel untersuchen wir das Fluktuationsverhalten des Pro2e&sgs,,
gegeben durch

p

P
Xy (z) := max {Z ki (x) - Z ki(z) <n, pe NO} , zel (4.0.5)
i=1

i=1
d.h. den Prozess — X,.

41
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f\/\/\/_\ K,
S T

ABBILDUNG 4.1.1. Die Farg-AbbildungT und die uniforme Rick-
kehrmengéex. 0 ist der einzige indifferente Fixpunkt, wahrend- 1
ist ein weiterer Fixpunkt vorY’. Dabei bezeichnet den Goldenen
Schnitt. Fim > 2gilt 7(1/(n + 1),1/n] = (1/n,1/(n — 1)].

0

4.1. Die Farey-Intervallabbildung

Wir betrachten did=arey-Abbildungd” : [0, 1] — [0, 1], definiert durch

wobei

Mit den Bezeichnungem (0) = [0, 3], B(1) = (3,1] undJ = {0} ersieht man
leicht, dass die Farey-Abbildung die Thaler-Voraussetzungen im Beispiel 1.2.11 er-
fillt. Ferner ist es einfach zu zeigen, ddsél) = 1 fir h(z) = % (r) = L

xT

gilt. Somit bildet([0,1],T, B, 1) ein konservatives ergodisches invariantes dynami-
sches System. Jede vom indifferenten Fixpuhkieg beschrankte messbare Menge
A € Bjp,;) mit A (A) > 0 ist eine uniforme Menge. Weiter erhalt man

Wn::Wn<<%,1D:/t %dleog(nm)wog(n) (n — 00) .

n+2
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Fur die Inversen der beiden Zweige setzen wir

w () = ()" (1) =1,

_ 1

uy (z) = (T) ' (z) = T

Es ist zu bemerken, dass fiir # 0 die Abbildungz — wuy (x) konjugiert zu der

Rechtstranslation — F (z) := x + 1ist; d.h.

ug=JoFolJ mit J(z) =J ! (z) =

Daher erhéalt man fur die-te lterierte
T
14 nax

ug (x) =JoF"oJ(x)= (4.1.1)

AuBRerdem giltuy (z) = (J o F) (z).

Nun seiF = {Ky},., die abzahlbare Familie von paarweise disjunkten Teilinter-
1 1

vallen von|[0, 1], gegeben durcl,, := (n—ﬂ, 5} . Wir setzenKj := [0,1), so es ist
leicht zu verifizieren, das§ (K,,) = K,,— fur allen > 1 gilt.
Die erste Eintrittszeit : I — N im Intervall K; ist definiert durch

e(x):= min{k: >0: TF (z) € Kl}.

Der Zusammenhang zwischen der ersten Eintrittszeitd dem ersten Eingarig der
Kettenbruchentwicklung ist gegeben durch

ki(x)=14e(x) und ¢(x)=koT(x), zel (4.1.2)
Ferner betrachten wir dieduzierte Abbildungs : T — I, definiert durch
S (x) := T@+ (z).
In der Tat gilt fur allen > 1
{zel: e(x)=n—-1}=K,NL

Daher ergibt sich durch (4.1.1), dass fir alle K, N1

S(m):T"(x):Tlngf_l(x):i—n:é—kl(x).

Dies bedeutet, dass die induzierte Transformasionit der Gaul3-Abbildung Uberein-
stimmt.

Um zu zeigen, das&; = (3, 1] eine uniforme Riickkehrmenge ist, benétigen wir
folgendes Lemma:

LEMMA 4.1.1. Fir
D:={feP,: feC*(0,1)) mitf >0undf’ <0}
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gilt:
feD = T"(f)eD fir ale neN.

BEWEIS. Es genigt zu zeigen, dass die Behauptung:fér 1 gilt. AnschlieRend
ergibt sich das Lemma durch Induktion. In der Tat hat manffér D
. 1 -
T(f)=7 Ph-1),

wobei P den Frobenius-Perron-Operator Vbrbzgl. des Lebesgue-MaRadezeich-
net. Benutzt man die Inversen beider Zweige, so lasstRihder folgenden Form
darstellen:T

P(Q)ZQOUO"UB‘—FQOM'|u’1|, fur alleg € Ly (\).

Daher gilt fir allex € [0, 1]

T rf (L
TUM@—f@“lifQ“)

So istT (f) differenzierbar und durch die Monotonie vgrsowie f ergibt sich dann

2) —zf (2= 1Yz
T(f)/(x) _ f <m+1(1+ 1*)); (:c-i-l) n f (x+22+ 1];2<ac+1> '

>0 >0

Das bedeutef’ (f)' > 0.

AuRRerdem verifiziert man leicht, dass

T(f)" (=) =
r () o7 () 200+ (=07 (k) 27 ()

(@ +1)°
2 () -7 (&) _,
(z+1)° -
was den Beweis abschliel3t. O

9

BEMERKUNG 4.1.2. Es wird noch bemerkt, daBs+ () ist, daf = id. € D.
LEMMA 4.1.3. Die messbhare Meng&; = (%, 1] ist eine uniforme Rickkehrmenge

fur jede Funktionf € D, so dass: - f Riemann-integrierbar ist (beachte= %).

BEWEIS. Wir haben nur zu zeigen, dass die Funktionenfc(@“é (f) ]K1> mo-
noton fallend ist. Dann folgt die Behauptung unmittelbar aus den Propositionen 1.2.12
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und 2.2.4. In der Tat gilt fir alle € K7 undn € Ny:

T (f) (551) + 2T () (551)
z+1

1 . x T - 1
= ™ ™ .
x+1 (f)(x+1>+x+1 (f)(:):—l—1>
GemaR Lemma 4.1.1 ist™ (f) konkav und monoton fallend auf), 1] fiir jedes
n € Ny, so ergibt sich wegeg}ﬁ + 47 = 1 aus der obigen Gleichheit, dass

T (f) (@)

2z
(4 1)
Dies impliziert die Behauptung. g

T”H(f)(x)gim(f)( >§T”(f)(x) fir allex > v2 —1.

4.2. Gleichverteilungs- und GroR3e-Deviation-Gesetz

Sei (7,),,cy die Folge deRickkehrzeitemach K; d.h. eine FolgeN-wertiger Zu-
fallsvariablen, rekursiv definiert durch

71 () = px)=min{p>1: TP(z) € K1}, =z€]0,1],
Tn(x) = min{p >1: TP+ @ () e K1}, ae[0,1].

Der Erneuerungsprozess ist dann gegeben durch

k<n : < A,
Ny =0, No(z) = { max{k <n : Sy (z) <n}, ze€ 0>,
0, sonst,
wobei . .
A= JT7"K,  S=0, Sp=> m mneN
k=0 k=1
Es ist wichtig zu bemerken, dass
max{kgn: TF (x) EKl}, x € Ay,
SN (x = Z, (z) = 4.2.1
N ( )(95) () { 0, sonst. ( )

Weiter betrachten wir den normalisierten Verbrachte-Zeit-Kac-Prozess
_ S nE N {e > k) Wag,

p(Ap) W,
Im néchsten Lemma wird der Zusammenhang zwischen dem Erneuerungspzess

und der Quersummg&,, der Kettenbriiche hergestellt.

v, :
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LEMMA 4.2.1. Mit den obigen Bezeichnungen gilt fiir den in (4.0.5) definierten Pro-
zessX,,:

X, () ={ Lo @€ A, zel, n>1
" 0, sonst e

BEWEIS. Mit (4.1.2) folgt gemalR der Definition des ProzesSgs:
Furz e In AS_, gilt k; (z) > n, worausX,, (z) = 0 folgt.
Firxz € 1IN A,,_; unterscheiden wir zwei Falle:
1. Fall: Falls der Prozess in € K; startet, dann gilk; (x) = 1 und folglich induktiv
kp () = 71 () fur allen > 2.

2. Fall: Falls der Prozess im € K¥ startet, dann erhélt man (z) = 1 + 7 (z) und
somit induktiv
kn () = 1 () fur allen > 2.

Daraus ergibt sich die Behauptung. a

THEOREM 4.2.2 (Grol3e Deviation-Gesetz):ur jede Funktionf € D mit h - f
Riemann-integrierbar und jedesc (0,1) gilt

9 (A S B -5 R (4.2.2)
n log (n)

Dabei bezeichnet das Wahrscheinlichkeitsmafd mit der Diclfte

BEWEIS. a € (0, 1) seifest. GemalR des vorherigen Lemmas 4.2.1 gilt offensicht-

lich
n— Zn n— X,
V( >a>~y( >a> (n — 00).
n n

D.h., um die Behauptung (4.2.2) zu beweisen, genlgt es zu zeigen, dass

v n_Zn>a NLg(a), n — 00.
log (n)

In der Tat gilt

[n(l—a

V(”_Z”>a> = Z)Jy(Anﬂ{Zn:k:})

k=
[n(1-

—~

o

)
y (T‘k (Kin{p>n— k}))

S

Il
(]

N
Il
=)

1—a)]

- / 1K10{go>nfk}Tk (f) dp.
—0 JIKi

[n

S

Eod
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€ (0,1) undé € (0,1 — a) seien beliebig, aber fest. Dann schreiben wir

[né|—1 [n(l—a)

n— Zn B .
v ( - > a) = Z -+ Z : )+ J(n).
k=0 =[nd]
Zunéchst beobachten wir, dass wedém {¢ > n} = [Z—j;%, 1] gilt
bl 1
H(Klﬂ{¢>n})=/n+15dx ~— (n—o). (4.2.3)

n+2
Nun ist7 (n) abzuschétzen. Durch die Monotonie {dnk, ,>n}) erhélt man

[nd]—1
I(n) S/ Liinfpsntioins)y > TF(f) dp.
K k=0

Aus (4.2.3) und (1.2.2) ergibt sich dann unter Bertcksichtigung der Tatsachdgdass
eine uniforme Menge fuf ist, fur alle hinreichend grol3em

5 |[ndl—1 1
Tn) = (4e) 53T g (na] = 1)
~ (1+¢)? 1;:; ’ logl(n) fir = oo.

Somit 5
limsup (log (n) - I (n)) < (1+¢)? 5

Setzt mary — 0, so erhalt man schlief3lich

1
Es bleibt zu zeigen, dass
—log (a)
J(n) ~ Tog (1) n — 00. (4.2.5)

Zuerst liefert eine ahnliche Argumentation wie im Lemma 3.3.1, dass fir alle hinrei-
chend groRem undk € [[nd]|, [n (1 — a)]] gleichmaRig aufs; gilt
1
=9 e ) log ()
Betrachten wir die rechte Seite der Ungleichung (4.2.6) sowie die Asymptotik (4.2.3),
so erhalt man fur gentigend grofie

<TR(f) < (1+¢) (4.2.6)

n—|nd|

2
(110;(2)) - ) wKin{p >k}
k=n—|n(1—a)]

(14¢)? 1-9
log (n) log a

J(n)

> fur n — oo,
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welches 1-9
lim sup (log (n) - J (n)) < (1 +¢)” log (%)

impliziert.

Andererseits benutzt man die linke Seite der Ungleichung (4.2.6), so ergibt sich in
analoger Weise, dass

liminf (log (n) - J (n)) > (1 — )% log (ié> .
a
Dac undé beliebig waren, folgt schliel3lich (4.2.5).
Aus (4.2.4) und (4.2.5) erhalt man dann die Behauptung. a

THEOREM4.2.3 (Gleichverteilungsgesetzlrir den ProzessK, gilt

log (n — Xn) L(w)
_— 4.2.7
log (n) U7 ( )

wobei die ZufallsvariabldJ gleichverteilt aufl0, 1] ist.

BEwEIs. Mit Lemma 4.1.3 und der Tatsache, daBs ~ log (n) ist, ergibt sich

nach Theorem 3.3.3, dass
anZn L)
— = U.
logn

Dies liefert, dass

n—Zp M 00

und somit
Wo-z, L) 4
log (n — Zy,) '
Schliel3lich folgt die Behauptung unmittelbar aus Lemma 4.2.1. a

KOROLLAR 4.2.4. Offensichtlich gelten die Aussagen der obigen Theoreme flir das
auf0, 1] eingeschrénkte Lebesgue-Maffbeachte\ € D). Insbesondere erhalt man
als direkte Konsequenz des Theorems 4.2.2

n— X, L(_,g) 0,

n
da ) ~ p ist. Ferner folgt aus (4.2.7), dass

n— X, M 00



Anhang

Im Anhang werden die wichtigsten Tatsachen Uber die Theorie der regularen Variation
zusammengestellt, die fiir das Verstandnis dieser Arbeit wesentlich sind. Die hier nicht
bewiesenen Aussagen sind mit Ausnahme des Lemmas 4.3.11 in den Lehrbiichern
[Sen76 bzw. [BGT89] zu finden.

4.3. Regular variierende Funktionen und Taubersche Satze

DEFINITION 4.3.1. Eine messbare Funktidgh: Rt — R mit R > 0 auf (a, o) flr
gewisses: > 0, heidtregular variierendeFunktion (r. v. F.) flirz — oo mit Exponent
p € R, falls gilt

lim =\ fur allex > 0.
soo0 R ()
Eine r. v. F.L mit Exponentp = 0 nennt mariangsam variierend&unktion (I. v. F.)

fur x — oo. In diesem Fall gilt:

lim R ()

P 1) =1 fiar allex > 0.

Eine messbare FunktioR heiRtregular variierendfiir = — 0, falls z — R(1) eine
r.v. F flirr — oo ist.

Eine Folge(u,),,~, heiitregular variierendeFolge (ebenfalls abgekurzt mitr. v. F.)
fur n — oo mit Exponentp € R, falls es eine r. v. FR gibt, so dass

u, = R(n) fur allen > 1.
BEMERKUNG 4.3.2. Es sei Folgendes zu bemerken:

e Ristgenau dann eine r. v. Rifz — oo mit Exponentp € R, wenn es eine
I.v. F. L fUr z — oo gibt mit

R(x) =2L(z), x€cRT.

e (un),>; ist genau dann eine r. v. F. fiar — oo mit Exponentp € R, wenn
fur alle A > 0 gilt
u
lim —2
n—oo  Up

AP,

49
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Die beiden folgenden Satze spielen eine fundamentale Rolle in der Entwicklung dieser
Theorie.

PROPOSITION4.3.3 (Satz der gleichmafligen KonvergenEg seilL eine I. v. F. fur
x — oo. Dann gilt fir jedes feste Intervalt, b] mit0 < a < b < oo
L (\z)

L)

sup — 0 (x — 00).

AEla,b]

PROPOSITION4.3.4 (Darstellungssatz)L sei eine I. v. F. firr — oo mit L > 0 auf
(a,0), a > 0. Dann gibt es eiB > a, so dass

L(z) = o (z) exp (/B@dt) fur alles > B,

wobei) eine positive messbare beschrankte Funktion(@foo) und ¢ eine stetige
Funktion auf( B, co) ist mit

Y (zr) — C € (0,00) und ((z) —0 (r — 00).

Wir werden die folgenden unmittelbaren Konsequenzen bendtigen.

LEMMA 4.3.5. Fur eine . v. F.L gelten fur alles > 0

lim 27 °L(x) =0 und lim 2°L (z) = oo.

T— 00 T— 00

LEMMA 4.3.6. Gegeben seien zwei positive Folgen) und(g,,) mitp,,, ¢, — oo, SO
dass fur alle gentgend gro3engilt
0< K; < Pn < Ko <0 (K7 und K, sind Konstantep
qn

Dann folgt

LEMMA 4.3.7. Fur eine langsam variierende Folge (ebenfalls abgekirzt mit I. v. F)
(1) gelten fur alles > 0

sup (m°l,,) ~ nfl, und igf (m™ln) ~ n"%ly, (n — 00).
m<n m<n

Der folgende Taubersche Satz wird dazu verwendet, gewisse asymptotische Aussagen
in dieser Arbeit herzuleiten.
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THEOREM 4.3.8 (Karamata-Tauberscher Satf3egeben seien eine I. v. E fir
x — oo mit Exponenp € [0, 00) und eine Folggb,),,~, hichtnegativer reeller Zah-
len derart, dass die Laplace-Transformierig(s) := _Zn>0 bpe~" fur alle s > 0
existiere. Dann sind folgende Aussagen aquivalent: -

(1) B(s) ~ (1)L (L) furs—o.

(2) Sh=g br ~ ﬁn% (n) fir n — oo.

Ist (b,,) zuséatzlich monoton una > 0, dann sind beide Aussagen aquivalent zu

b, ~

" T(p)
LEMMA 4.3.9 (Karamatas Lemmapei(a,) eine r. v. F. mit Exponeng € R. Dann
gitfurallep > —p—1

nP~1L (n) (n — 00).

. np+1an
lim

= = 1.
nese S kPay, pt+p+

LEMMA 4.3.10. Gegeben se@bn)nZO eine monoton wachsende Folge nichtnegativer
reeller Zahlen derart, dass die Laplace-Transformieflds) = > ., b,e™"" fur
alle s > 0 existiere. Dann gilt

bn:O(%B <%>> (n — 00).

LEMMA 4.3.11 (Ericksons Lemm&EFfi70]). SeilL eine streng monoton wachsende
stetige I. v. F. mit. 1 co. Setzen wir fur alle: € (0,1)

a; (z) == L™ (zL (1)),
wobeiL~! die Umkehrfunktion vori bezeichnet. Dann gilt fur jedese< (0, 1)

ai(x) =o0(t) und a;(z) — o0 (t — 00).
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