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1. Einleitung

Sobald in der pharmazeutischen Forschung ein Wirkstoff zur Behandlung einer
Krankheit oder eines Krankheitssymptoms identifiziert wurde, wird nach einer
geeigneten Darreichungsform fiir den Patienten gesucht. Oft sind orale
Formulierungen mit kontrollierter Wirkstofffreisetzung besonders vorteilhaft, da sie
es erlauben, Wirkstoffspiegel iiber einen lidngeren Zeitraum im therapeutischen

Bereich zu erzielen.

Nach oraler Gabe einer Arzneimittelformulierung héngt der zeitliche Verlauf der
Wirkstoffkonzentrationen im Blut im wesentlichen von drei Prozessen ab: der
Freisetzung des Wirkstoffes im Magen-Darm Trakt, dem Transport ins Blut, und der
Elimination des Wirkstoffes aus dem Blut. Die Uberfiihrung des Wirkstoffes ins Blut

erfolgt dabei hdufig so schnell, dass dieser Schritt vernachlédssigt werden kann.

Mittels der Theorie der linearen Systeme (Langenbucher, 1982a; Veng-Pedersen,
1988a, 1988b) ldsst sich zeigen, dass unter bestimmten Umstidnden die Funktion, die
den Konzentrationsverlauf nach oraler Gabe der Formulierung beschreibt, sich als
Faltung (Konvolution) zweier Funktionen ergibt, von denen eine die Freisetzung und
eine die Elimination des Wirkstoffes beschreibt. In der Terminologie der linearen
Systeme werden diese drei Funktionen Response-Funktion, Input-Funktion, und
Impuls-Response genannt. Bei der statistischen Analyse pharmakokinetischer Daten
stellt sich hdufig die Aufgabe, aus Messdaten fiir zwei der drei genannten Funktionen
Informationen iiber die dritte abzuleiten. Dabei wird die Berechnung des oralen
Konzentrationsprofils (Response-Funktion) bei bekannter Elimination und Frei-
setzung, als Konvolution bezeichnet. Die Bestimmung der Wirkstofffreisetzung
(Input-Funktion) aus dem Konzentrationsverlauf nach oraler Gabe und bei bekannter
Elimination hingegen wird Dekonvolution genannt. Rechenverfahren zur Konvolution
und Dekonvolution, die keine parametrische Form der drei genannten Funktionen
voraussetzen, werden in der biopharmazeutischen Literatur gemeinhin ,,numerisch*

genannt.

Da die Durchfithrung von Konvolutionen und Dekonvolutionen eine héufige und
wichtige Aufgabe bei der Entwicklung von Arzneimittelformulierungen ist, gibt es in
der mathematischen und pharmazeutischen Literatur zahlreiche Veroffentlichungen

dazu (z.B. Langenbucher, 1982b; Gillespie, 1997; O’Hara et al, 2001). In den




Arbeiten zu diesem Thema werden aber vorwiegend pharmazeutische oder
numerische Aspekte der benutzten Verfahren diskutiert. Trotz der hohen praktischen
Bedeutung hat das Thema bis jetzt nur in sehr geringen Umfang Eingang in die
statistische Literatur gefunden (Dunne, O’Hara, Devane, 1999; Mauger, Chinchilli,
1997).

In dieser Arbeit werden numerische Verfahren zur Konvolution und Dekonvolution
als statistisches Schitzproblem betrachtet. Ziel ist es, Schitzer fiir die Input- und
Response-Funktion anzugeben, ihre asymptotische Verteilung herzuleiten und
verschiedene Ansidtze zur Schitzung ihrer asymptotischen Varianz zu diskutieren.
Ferner sollen asymptotische Konfidenzintervalle fiir die ZielgroBen angegeben

werden.

Im Anschluss an diese Einleitung wird im zweiten Kapitel zunidchst der
biopharmazeutische Hintergrund der betrachteten Problemstellung erldutert. Die
Funktionen, die die Freisetzung des Wirkstoffes, seine Elimination und den
Konzentrationsverlauf nach oraler Gabe der Arzneimittelformulierung beschreiben,
werden definiert und es werden die Bedingungen prézisiert, unter denen die
letztgenannte Funktion sich als Faltung der beiden anderen darstellen ldsst. Ferner

wird das dieser Arbeit zu Grunde liegende statistische Modell erldutert.

In Kapitel 3 werden Schitzer fiir die Response-Funktion und die Input-Funktion
vorgeschlagen, die sich an in der biopharmazeutischen Literatur bekannten Verfahren
zur Konvolution und Dekonvolution anlehnen. Die asymptotischen Eigenschaften des
Schitzers fiir die Response-Funktion werden unter der vereinfachenden Annahme
diskutiert, dass Messungen fiir die Input-Funktion und die Impuls-Response zu
dquidistanten und identischen Zeitpunkten vorliegen. Eine entsprechende Annahme
wird fiir den Schitzer der Input-Funktion gemacht. Dies ermoglicht es, relativ

einfache Formeln fiir die Schétzer und ihre asymptotische Varianz anzugeben.

Da stets nur endlich viele Beobachtungszeitpunkte zur Verfiigung stehen, konnen
selbst im statistischen Idealfall fehlerfreier Messungen die Response- und die Input-
Funktion nicht exakt bestimmt werden. Es wird gezeigt, dass die Schitzer fiir diese
Funktionen jeweils fast sicher gegen einen Grenzwert konvergieren, der als

numerische Approximation der Zielfunktionen aufgefasst werden kann. Die




asymptotische Verteilung der Schitzer wird diskutiert und asymptotische Konfidenz-

intervalle fiir die ZielgroBen werden angegeben.

Zur Schitzung der asymptotischen Varianz der Schitzer fiir die Response- und Input-
Funktion werden verschiedene Verfahren basierend auf der Delta-Methode und dem
Jackknife-Verfahren untersucht. Bei letzterem werden zwei Ansitze diskutiert. Die
Jackknife-Varianz vom Typ I stiitzt sich auf bekannte Vorschldge aus der Literatur,
und es wird untersucht, inwieweit diese auf das vorliegende Problem angewendet
werden konnen. Beim Typ Il wird ein neuer Ansatz vorgeschlagen, der versucht, dem
speziellen Umstand Rechnung zu tragen, dass bei den im Rahmen dieser Arbeit
betrachteten Situationen hédufig mehr Messungen pro Untersuchungseinheit als
Untersuchungseinheiten vorliegen. Die Jackknife-Varianz vom Typ II unterscheidet
sich vom Typ I durch eine unterschiedliche Festlegung dessen, was bei der Bildung
der Pseudostichproben als eine Beobachtung aufgefasst wird. Wihrend z.B. beim
TypI alle Konzentrationsmessungen eines Probanden als eine Beobachtung
angesehen werden, wird beim Typ II eine einzelne Konzentrationsmessung zu einem
bestimmten Zeitpunkt als Beobachtung interpretiert. Mit einem #hnlichen Ansatz
konnte Pigeot (1991) Jackknife-Schitzer in der Kontingenztafelanalyse verbessern.
Zum Abschluss des dritten Kapitels werden mogliche Abschwéchungen der Annahme

dquidistanter und identischer Messzeitpunkte diskutiert.

Kapitel 4 beschiftigt sich mit der Schitzung der Response- und Input-Funktion in
allgemeineren Versuchdesigns, bei denen diese Voraussetzung nicht mehr gegeben

ist.

Um Informationen iiber das Verhalten der Schitzer in praxisnahen Situationen zu
gewinnen, wird in Kapitel 5 eine Simulationsstudie durchgefiihrt. Dabei wird der
Frage nachgegangen, wie gut die Grenzwerte der Schitzer die Response- und Input-
Funktion approximieren und ihr Verhalten bei in der Praxis iiblichen Fallzahlen
untersucht. Neben den zuvor theoretisch diskutierten Varianzschitzern wird bei der
Simulation auch das Bootstrap-Verfahren als mogliche Alternative zur Jackknife-

Methode beriicksichtigt.

Zur Illustration der in dieser Arbeit diskutierten Methoden beschreibt Kapitel 6
beispielhaft die Schitzung der Wirkstofffreisetzung aus einer Theophyllin

Retardformulierung.




Kapitel 7 fasst die wichtigsten Ergebnisse dieser Arbeit zusammen, diskutiert ihre
Anwendung in praktischen pharmakokinetischen Untersuchungen und weilit auf
weitere mogliche Aufgabenstellungen im Zusammenhang mit numerischen Verfahren

zur Konvolution und Dekonvolution hin.




2. Hintergrund und statistisches Modell

2.1. Hintergrund

Neben der Suche nach geeigneten Wirkstoffen zur Behandlung von Krankheiten, ist
die Entwicklung optimierter Darreichungsformen das Hauptanliegen der
pharmazeutischen Forschung. Insbesondere bei der Behandlung chronischer
Krankheiten, bei denen es nicht darauf ankommt, einen kurzfristigen Effekt zu
erzielen, sondern die Wirkstoffspiegel im Blut iiber einen moglichst langen Zeitraum
im therapeutischen Bereich zu halten, werden héufig orale Formulierungen mit

kontrollierter Wirkstofffreisetzung eingesetzt.

Nach oraler Gabe muss der Wirkstoff zundchst im Magen-Darm Trakt aus der
Formulierung freigesetzt und ins Blut transportiert werden bevor er eine Wirkung
erzielen kann. Die Uberfiihrung des Wirkstoffes aus dem Magen-Darm Trakt ins Blut
erfolgt hdufig so schnell, dass die Dauer dieses Schrittes vernachlidssigt werden kann.
Die Freisetzung des Wirkstoffes kann vom Hersteller auf verschiedene Weise
beeinflusst werden. Zum Beispiel ist es moglich, die in der Formulierung enthaltene
Wirkstoffmenge in verschiedene Portionen aufzuteilen, die dann mit sich
unterschiedlich schnell auflosenden Hiillen umgeben werden. Die Freisetzung des
Wirkstoffes wird in der Regel als kumulative Freisetzungsfunktion angegeben. Sie
stellt den Anteil des freigesetzten Wirkstoffes an der in der Formulierung enthaltenen

Gesamtwirkstoffmenge in Abhédngigkeit von der Zeit dar.

Neben der Freisetzung hingt der zeitliche Verlauf der Wirkstoffkonzentrationen nach
oraler Gabe einer Arzneimittelformulierung davon ab, wie schnell der Wirkstoff vom
Korper aus dem Blut eliminiert wird. Er kann entweder unveridndert ausgeschieden
oder iiber metabolische Zwischenschritte abgebaut werden. Um die Elimination des
Wirkstoffes aus dem Blut zu ermitteln, wird er iiblicherweise einer Anzahl von
Probanden intravends (iv) verabreicht. Durch das direkte Einbringen des Wirkstoffes
ins Blut wird der Prozess der Freisetzung umgangen, und die zu verschiedenen
Zeitpunkten gemessenen Wirkstoffkonzentrationen stellen unverfilscht den zeitlichen

Verlauf der Wirkstoffelimination aus dem Blut dar.

Ist der zeitliche Verlauf der Freisetzung und der Elimination des Wirkstoffes bekannt,

stellt sich die Frage, wie daraus das Konzentrationsprofil nach oraler Gabe der




untersuchten Darreichungsform, d.h. der zeitliche Verlauf des kombinierten
Freisetzungs- und Eliminationsprozesses, ermittelt werden kann. Mittels der Theorie
der linearen Systeme (Langenbucher, 1982a; Veng-Pedersen, 1988a, 1988b) kann
gezeigt werden, dass unter der Annahme der Giiltigkeit des Superpositionsprinzips
dieses Problem durch die Berechnung eines Konvolutionsintegrals geldst werden
kann. Das Superpositionsprinzip besagt, dass die Konzentrationen von
Wirkstoffdosen, die zu verschiedenen Zeitpunkten in das Blut eingebracht werden,
sich additiv iiberlagern. Dies gilt unter anderem fiir alle Wirkstoffe, deren Elimination
durch eine sogenannte lineare Kinetik, z.B. einem Kompartiment-Modell mit

Eliminationsraten erster Ordnung, beschrieben werden kann.
Wir nehmen fiir die folgenden Untersuchungen an, dass das Superpositionsprinzip
anwendbar ist. Dann ist das Konzentrations-Zeit Profil cpo(t) nach oraler Applikation

einer Formulierung, fiir die die kumulative Wirkstofffreisetzung durch die Funktion
o (t) und die Wirkstoffelimination aus dem Blut durch die Funktion g (1)

beschrieben wird, gegeben durch (Langenbucher, 1982a):
¢,(t) = m() Fa () = [u(t—uw)-a'(w du= [ u@t-uwdaw).
0 0

Hierbei sind cpo(t), o (t) und x(t) Funktionen der Zeit und o '(¢) ist die
Ableitung von @ (¢) nach der Zeit. In der Terminologie der linearen Systeme ist
p (1) die Impuls-Response, ¢ '(¢) die Input-Funktion und ¢, () die Response-
Funktion. Die Berechnung von c[m(t) aus g (t) und o '(t) oder o (t) ,d.h. die
Bestimmung des Konzentrationsprofils bei bekannter Elimination und Freisetzung,
wird als Konvolution bezeichnet. Die Berechnung von « '(t) oder o (t) aus
p(t) und ¢, (r), dh. die Bestimmung der Wirkstofffreisetzung bei bekanntem

Konzentrationsverlauf nach oraler und intravendser Gabe, wird Dekonvolution
genannt. Mathematische Eigenschaften des Konvolutionsintegrals, die im
Zusammenhang mit pharmakokinetischen Modellen von Interesse sind, finden sich

z.B. in Veng-Pedersen (1988b).

Wir werden fiir unsere Untersuchungen entweder annehmen, dass Beobachtungen fiir

u(t) und o (t) verfiigbar sind und dass das Ziel die Schitzung der Response-




Funktion ¢ pa(t ) ist (Konvolution) oder wir werden voraussetzen, dass Beo-
bachtungen fiir z(7) und ¢ ,,(7) vorliegen, wobei dann das Ziel die Schiitzung

der kumulativen Input-Funktion ¢ () ist (Dekonvolution).

Im folgenden Beispiel werden zwei hdufig benutzte Funktionen zur Beschreibung der

Wirkstoffelimination und —freisetzung vorgestellt.

Beispiel 2.1

Die Elimination des Wirksoffes nach intravendser Gabe erfolge entsprechend einem

Ein-Kompartiment-Modell mit einer Eliminationsrate erster Ordnung

u(t)=Dg exp(=k 1),

wobei D die Dosis, V das Verteilungsvolumen und k, die Eliminationsrate
bezeichnet. Fiir die Freisetzung des Wirkstoffes wird eine Freisetzungskurve erster
Ordnung zu Grunde gelegt

a(t)=1-exp(—k, -t).

Dann ergibt die Berechnung des Konvolutionsintegrals fiir die Wirkstoff-
konzentrationen nach oraler Gabe folgende Response-Funktion:

t

¢, (1) =[P exp(=k,-(t=u)) -k, -exp(—k, u) du

0

= D"/—kfl-exp(—ke -t).lexp((ke —k,)-u)du
= DV'—“exp(—ke 1) 'ﬁ(wp((ke ~ k) 1)~ 1)
= Vﬂkek_—”k(l-(exp(—ka t) —exp(—k, -t)).

Dies ist die iibliche Funktion zur Beschreibung der Wirkstoffspiegelkonzentrationen
in einem FEin-Kompartiment-Modell mit Input in ein Depotkompartiment, einer

linearen Absorptionsrate  k, und einer linearen Eliminationsrate k, (siehe

Abbildung 2.1).
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Abbildung 2.1 Ein-Kompartiment-Modell mit Depot (D) - und Eliminationskompartiment (E)

Die Funktion ¢, (#) ldsst sich alternativ auch als Losung des Differential-

gleichungssystems

dc,(t)

— =k, e, (1),
dt P

d cpo(t)

P =ka-cD(t)—ke-cp0(t)

mit der Anfangsbedingung ¢ ,, (0) = 0 herleiten, mit dem das Kompartiment-

Modell beschrieben werden kann. Hierbei beschreiben dann c,(f) und c  (¢) die

po
Konzentrationsverldufe im Depot- bzw. Eliminationskompartiment. Ein jeweils
typischer Verlauf der Funktionen U (t ) , 0 (t)und ¢ po (t ) ist in Abbildung 2.2

dargestellt.
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Abbildung 2.2 Exemplarischer Verlauf der Funktionen aus Beispiel 2.1 mit D=1, V=10, ke=0.1, ka=0.2
_m(t), ...cpolt) Wirkstoffkonzentrationen (linke Achse)

o (1) kumulative Freisetzung (rechte Achse)

Neben den im Beispiel genannten Funktionen gibt es zahlreiche weitere, die
routineméfBig zur Beschreibung der Wirkstoffelimination und -freisetzung benutzt
werden (siehe z.B. Meier, Rettig, Hess, 1981). Zur Modellierung der Elimination
werden hiufig Linearkombinationen von Exponentialfunktionen benutzt oder
Funktionen, die als Losung von Differentialgleichungen beschrieben werden. Zur
Beschreibung der kumulativen Freisetzung werden monoton nichtfallende Funktionen
benotigt, die an der Stelle null den Wert null annehmen und im Grenzwert mit
wachsendem Argument gegen eins streben. Daher werden hier hiufig
Verteilungsfunktionen nichtnegativer Verteilungen wie z.B. der logarithmischen

Normalverteilung oder der Weibullverteilung benutzt.

Neben ihrer Bedeutung fiir die Entwicklung oraler Arzneimittelformulierungen,
spielen Konvolutionen und Dekonvolutionen auch eine zentrale Rolle im Rahmen von
sogenannten in vitro/in vivo Korrelationen (IVIVC). Dabei wird versucht, die
Freisetzung des Wirkstoffes in einem Riihrgefda als Modell fiir die Freisetzung im
menschlichen Gastrointestinaltrakt zu benutzen. Gelingt es, das in vitro Experiment so
zu gestallten, dass die Freisetzungen in vitro und in vivo gut korrelieren, kann dieser

Zusammenhang in vielfacher =~ Weise nutzbringend angewendet werden.




Invitro /in vivo Korrelationen werden z.B. in der Produktion und in der

Qualitdtskontrolle von Arzneimitteln verwendet.

Die Freisetzung der Wirkstoffes im menschlichen Korper kann in der Regel nicht
direkt beobachtet werden. Daher kann die Freisetzung in vitro nur mit der Freisetzung
in vivo korreliert werden, wenn diese zuvor mittels Dekonvolution bestimmt worden
ist. Ist eine in vitro /in vivo Korrelation erfolgreich etabliert, kann damit zwar die
Freisetzung des Wirkstoffes im menschlichen Korper vorhergesagt werden, aber nur
mittels Konvolution konnen aus der Freisetzung die eigentlich interessierenden

Wirkstoffspiegel nach oraler Applikation der Formulierung bestimmt werden.

In vitro / in vivo Korrelationen sind in der pharmazeutischen Industrie so bedeutsam,
dass die US amerikanische Food and Drug Administration (FDA) zu diesem Thema
eine eigene Richtlinie herausgebracht hat (FDA, 1997). Laut einer Erhebung der FDA
enthielten von 1982 bis 1992, 9 von 60 Zulassungsantrigen fiir Wirkstoff-
formulierungen mit verzogerter Freisetzung (extended release) eine in vitro /in vivo
Korrelation, wihrend es von Oktober 1994 bis 1995 bereits 9 von 12

Zulassungsantrigen waren.

Der Umstand, dass Konvolution und Dekonvolution eine zentrale Rolle bei
in vitro /in vivo Korrelationen einnehmen, unterstreicht die Bedeutung der in dieser

Arbeit erfolgten Betrachtung dieser Verfahren als statistisches Schitzproblem.

2.2. Notation und statistisches Modell

Fir die in dieser Arbeit dargestellten statistischen Modelle zur Schétzung der
Konzentrationen nach oraler Gabe der Arzneimittelformulierung (Response-Funktion)
und zur Schitzung der Wirkstofffreisetzung (Input-Funktion) vereinbaren wir
folgende Notation. Weitere hédufig benutzte Symbole sind dariiber hinaus im Anhang

B gelistet.

Konzentrationsmessungen nach intravendser (iv) Applikation (Impuls-Response)

L(t) Konzentrationsfunktion nach iv

Applikation

10



t.,j=0,1,....om,t, =0 Zeitpunkte der Konzentrationsmessungen

nach iv Applikation, 7, < , <...< t

m

Cij = Ci (tj ),i=1,...,n, Konzentration zum Zeitpunkt l; beim
Jj=0,....m i-ten Probanden
Ci = (Cio s Cim ), i =1,...,n  Vektor der Konzentrationsmessungen

nach iv Applikation beim i-ten Probanden
Y. =7, (t j ) = Iln ( C, ) Natiirlicher Logarithmus von C;

Y = (Y PR £ ), i=1,....n Vektor der logarithmierten Konzentratio-

nen nach iv Applikation beim i-ten

Probanden

E.,i=1,....,n, j=0,...,m Messfehler assoziiert mit Yl.j

€, = (8,-07---’85,")’ i=1,...,n Vektor mit Messfehlern nach iv

Applikation fiir i-ten Probanden

Kumulative Freisetzung (Input-Funktion)

a(t) Kumulative Freisetzungsfunktion

*

t; ,j=0,1,....m ,t, =0 Zeitpunkte fiir die Beobachtung der
kumulativen Freisetzung,

t, <t, <...<t,.

Aij = A, (tj ),i=1,....,n , Kumulative Freisetzung zum Zeitpunkt
j=1,....,m", A, (0)=0 t j fiir die i-te Untersuchungseinheit

A, = ( A,,....,A, . ), Vektor der kumulativen Freisetzung fiir
i=1,....,n ’ die i-te Untersuchungseinheit

X, =X, (f;) =In(A;) Natiirlicher Logarithmus von A,

11



Vektor der logarithmierten kumulativen

Freisetzungswerte fiir die i-te

Untersuchungseinheit

Messfehler assoziiert mit A ;

Vektor mit Messfehlern

fiir i-te Untersuchungseinheit

Konzentrationsmessungen nach oraler Applikation (Response-Funktion)

¢, (1)

Konzentrationsfunktion nach oraler

Applikation

Zeitpunkte der Konzentrationsmessungen

nach oraler Applikation,

xS X

ty, <t <..<t ..

Konzentration nach oraler

Applikation zum Zeitpunkt # j* beim

i-ten Probanden
Vektor der Konzentrationsmessungen

beim i-ten Probanden.

Natiirliche Logarithmen von B;

Vektor der logarithmierten Konzentratio-

nen nach oraler Applikation beim i-ten

Probanden

Messfehler assoziiert mit Z ;;




k% %k %k .
E. = (8 P < ), Vektor mit Messfehlern nach oraler

im**

i=1,...,n Applikation fiir i-ten Probanden

Fiir die Schitzung der Response-Funktion ¢ ,,(#) (Konvolution) setzen wir die

Modellannahmen V; und fiir die Schidtzung der Input-Funktion « (1)

(Dekonvolution) die Annahmen V, voraus. Ferner nehmen wir fiir beide Fille an, dass

die Annahmen V; - V5 erfiillt sind.

V, : Kumulative Freisetzung (Input-Funktion):

- o (t) stetig differenzierbar, & (0) = 0, & () monoton nicht fallend,

lima(t) =1

t—oo

SA;=a(r)exp(e;) = X, =1In(A;)=In(a(r,))+e;

i )

-€,.....€,. ~iid , E{e;} =0, Var{e]} =L " = (o)

n* i,j=1,..m*

V, : Konzentrationsmessungen nach oraler Applikation (Response-Funktion)

- cpo(t) stetig differenzierbar, CPO(O) = 0, lim c,,(t) =10, Cpo(t) >0

- B, =c¢,,(t;) 'eXp(EZ*) = Z; ln(Bij) - ln(cpo(tf))+ 8’*!*

e, ... e ~iid, E{el} =0,Var{e } =X =0, ..

JJ

V3 : Konzentrationsmessungen nach iv Applikation (Impuls-Response)

- U (t) stetig differenzierbar und streng monoton fallend, t (7) > 0
SCy=u(t;)exp(e;) = Y, =1In(C,)=1In(u(t;))+e,

-€,,...,€, ~iid , E{e,;} =0,Var{e,} =X =(0°.),

n JJ
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V4 : Stochastische Unabhiéngigkeit der Fehler

Konvolution: E,,...,€,,E,. ,82* st.u
bzw.
Dekonvolution £,,...,€ ,Ef*,...,é‘*i* st.u.

n

Fiir asymptotische Uberlegungen nehmen wir weiterhin an, dass die Anzahl der

Messwiederholungen in konstantem Verhiltnis wichst.

Vs_: Asymptotisches Modell

Konvolution: N =n+n — oo, —=1>0, —=1 >0
N N

bzw.

Dekonvolution: N =n+n — oo, *>k=)~>0,NM=7L >0

Bei den weitaus meisten Methoden zur Bestimmung von Konzentrationen (Assays),
wichst der Messfehler mit den gemessenen Werten. Daher wird in den
Modellannahmen V; - V3 fiir die Konzentrationen nach intravenoser und oraler
Applikation des Wirkstoffes und die kumulative Wirkstofffreisetzung ein
exponentielles Fehlermodell unterstellt. Aus der Reihenentwicklung der
Exponentialfunktion ergibt sich unter Vernachldssigung der Terme zweiter und

hoherer Ordnung exp(e;) =1+¢€;. Damit erhélt man z.B. fiir die Konzentrationen
nach intravendser Applikation C; = u(z;)-(1+¢€;), d.h. die Verwendung eines

exponentiellen Fehlermodells entspricht fiir nicht zu gro3e Fehler der Annahme eines
proportionalen Fehlers. Da ein exponentieller Fehler der Messwerte einem additiven
Fehler auf der logarithmischen Skala entspricht, werden wir im Folgenden mit den
logarithmierten Konzentrationswerten rechnen. Die logarithmische Transformation
hat ferner den Vorteil, in der Regel die Schiefe der beobachteten Werte zu reduzieren
und zu einer anndhernd symmetrischen Verteilung zu fithren. Dies ist fiir
asymptotische Betrachtungen von Vorteil, da symmetrische Verteilungen sich besser

durch Normalverteilungen approximieren lassen als schiefe.
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3. Versuchdesigns mit dquidistanten und identischen
Messzeitpunkten

In Kapitel 3.1 beschiftigen wir uns mit der Schitzung der Response-Funktion, wobei

wir vorldufig die zusitzliche Annahme machen, dass Messungen fiir die Impuls-

Response und die Input-Funktion zu gleichen, &dquidistanten Messzeitpunkten

vorliegen. Ein heuristisch motivierter Schitzer fiir die Response-Funktion wird

vorgestellt. Seine asymptotischen FEigenschaften und verschiedene Ansitze zur

Schitzung seiner asymptotischen Varianz werden diskutiert.

In Kapitel 3.2 wenden wir uns der Schitzung der Input-Funktion zu, wobei wir,
analog zu Kapitel 3.1, zundchst die Annahme machen, dass Messungen fiir die
Impuls-Response und die Response-Funktion zu gleichen, &quidistanten
Messzeitpunkten vorliegen. Ein Schitzer fiir die kumulative Input-Funktion wird
vorgeschlagen, und seine asymptotischen Eigenschaften werden unter besonderer

Beriicksichtigung der Schitzung der asymptotischen Varianz diskutiert.

Kapitel 3.3 diskutiert einige mogliche Abschwichungen der Voraussetzung gleicher

und dquidistanter Messzeitpunkte.
3.1.  Schiitzung der Response-Funktion

Die im Folgenden vorgestellten Methoden zur Schitzung der Response-Funktion und
der Input-Funktion konnen insofern als nichtparametrisch bezeichnet werden, als dass
fir die Funktionen, die zur Beschreibung der Wirkstofffreisetzung und der
Konzentrationsverldufe nach intravendser und oraler Dosierung benutzt werden, d.h.

a(t), u(t) und cpo(t), keine parametrisierte Form unterstellt wird.

Um einen Schitzer fiir die Response-Funktion ¢, () herzuleiten, nehmen wir an,

dass o ' (1) durch eine stiickweise konstante Funktion approximiert werden kann:

a'(ty=a, Vit _,<t<t,

Aus mathematischer Sicht bedeutet diese Annahme, dass wir fir & (#) zwischen

den  Messzeitpunkten  eine  lineare  Interpolation  durchfithren.  Vom

pharmakokinetischen Standpunkt aus ldsst sie sich so interpretieren, dass die
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zwischen zwei Beobachtungszeitpunkten in den Korper eingebrachte Dosis
gleichmidfBig im Sinne einer Kinetik 0. Ordnung, wie z.B. bei einer Infusion mit

konstanter Infusionsrate, eingebracht wird.

Mit dieser Annahme ergibt sich fiir das Konvolutionsintegral zu einem Zeitpunkt

the{t, .}
cpo(tj.) = fu(tj —u)-a'(u)du
0

j
zZai ,Lt(tj.—u)du

Numerische Verfahren zur Berechnung des Konvolutionsintegrals bei denen
Freisetzungsraten mit AUC-Flichen (AUC = Area Under the Curve) multipliziert
werden, sind in der biopharmazeutischen Literatur seit den 70er Jahren als "Point-

Area" Methoden bekannt (z.B. Vaughan, Dennis, 1978).

Um aus dem numerischen Verfahren einen statistischen Schitzer fiir die erwartete
Konzentration nach oraler Gabe zum Zeitpunkt ? ; € {t 1* younl :1*} abzuleiten,
miissen Schitzer fiir die Freisetzungsraten a; und die partiellen Flichen unter der

Konzentrations-Zeit Kurve definiert werden.

Als Schitzer fiir die Freisetzungsrate im Zeitintervall (¢ l.*_l , 1 l* ] definieren wir:

dy=exp(X.)/1,
(ii:eXP(X.iZ_efp(X.i1),i:2,,,,,m, o= 1 & -
(ti _ti—l) n" =

Bei der Schitzung der AUC im Intervall (7 j -1 j b, —t 7_1 ] ist zu beachten, dass

J

die Konzentrationen nach intravendser Gabe nicht notwendigerweise zu den durch die

16



Intervallgrenzen bestimmten Zeitpunkten gemessen werden. Dies ist entweder durch
ein geeignetes Versuchsdesign sicherzustellen oder die Konzentrationswerte an den

Intervallgrenzen miissen, z.B. durch Interpolation, geschitzt werden.

In diesem Kapitel machen wir die zusitzliche Annahme, dass Messwerte fiir die
Konzentrationen nach intravendser Gabe (Impuls-Response) und die Freisetzung

(Input-Funktion) zu gleichen, dquidistanten Zeitpunkten vorliegen:

Diese Annahme impliziert

t = j-At,j=0,1,....m,

t,—t,=t,,=(j—i)At ¥V j=0,1,....m,i=0,1,..,j.

Als Schitzer fiir die AUC im Zeitinterval (ti, t J.] greifen wir auf einen Vorschlag von

Gagnon und Peterson (1998) zuriick:

exp(¥.(1,)) = exp(¥.(1,))
AR Y_( )

AUC, ., =(t;=1)

1
Y.(t;) = ;Z Y, (), j=1,...m.

k=1

Die Verwendung der geometrischen Mittel bei der Definition von @, und AUC(, )

beriicksichtigt das zu Grunde gelegte exponentielle Fehlermodell. Die spezielle Form

von AUC([ ) ist besonders geeignet im Fall einer exponentiellen Abnahme der

Spiegel im jedem Teilinterval (Gagnon und Peterson, 1998).

Durch Einsetzen von ¢, und AUC, _, , _, in
Jhe T

j
cpo(tj) =~ Z a,; - AUC(II__,,_’,I__I,__I)
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erhalten wir folgenden Schitzer fiir die Response-Funktion, d.h. die Konzentrationen

des Wirkstoffs nach oraler Gabe:

¢,(1;)= i a,-AUC, ., , .,

i=1
_esn{Tls 1)) exn{T(,)
?'(t/ _tl)_?-(t./)

)) | exp(z(tj -1 )) - exp(f(tj - ti—l))

'( | | | =),
I exp f(tj_l) —exp Z(tj)
I (TR
+ j exp( X. )—exp(X .exp(f'(t-""'))_GXP(E(t./‘—iJrl))
;( p(X.;)—exp -i—l)) f(t,,-_i)—f(f,-_,-ﬂ) '

Die statistischen Eigenschaften von 6pn(tj) als Schitzer fir c,(z;) werden im

Folgenden diskutiert. Dabei ist allerdings zu beachten, dass selbst im statistischen

Idealfall fehlerfreier Konzentrationsmessungen, d.h. €, = 8; =0Vi,j die Zielgroe
¢,,(t;) nicht exakt bestimmt werden kann, da auch dann die Funktionswerte von

a(t) und w(t) nur zu den Messzeitpunkten ¢,,...,7, bekannt sind. Daher definieren

wir die GroBe ¢, (¢z;), die eine Approximation des zu schitzenden

Konvolutionsintegrals basierend auf den Messzeitpunkten darstellt:

,u(tj_,') _.u(tj—i+1)
ln,u(tj_i) _ln.u(tj—iﬂ) .

’c“po(tj) = i(a(ti) —al(t,_)):

1

Diese Definition wird durch Lemma 3.1 gerechtfertigt, in dem dargelegt wird, dass

fur eine verfeinerte Zerlegung des Integrationsintervalls ¢, (f) gegen c,,(¢)

konvergiert.

Lemma 3.1

Gegeben seien die auf R, stetig differenzierbaren Funktionen a(u), w(u) und

¢,():=p()*a'(t) mit den in V; und V3 vorausgesetzten Eigenschaften. Ferner
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seien fiir festes >0 die Punkte O=¢,¢,....t, ,,¢t,=t gegeben mit
t;=j-At,At=t/m und ¢, (¢t) und c,(7) seien definiert wie oben angegeben. Dann
gilt:

lim ¢, (t,)=c,,(1).

m— o

Beweis:

Es gibt mehrere allgemein akzeptierte, aber nicht dquivalente, Definitionen des
Riemann-Stieltjes Integrals. Wir beziehen uns auf die Definition, wie sie in Apostol
(1964, S. 192, Definition 9.1) gegeben ist.

Da u(u) nach Voraussetzung Vs streng monoton fallend ist, ist fiir festes Ar >0 die

Funktion

Inp(z, ;) —Inpu(z,  + At) (x—1 )}

f(x)=u@,.,) -exp{— Ar

auf dem Intervall 7, , <x <t . + At streng monoton fallend. Wegen

[, )= u,) und f(, , +Ar)=pu,  +Ar)

folgt fiir 7, . <x<t,_. +At

Wt )2 f ()2 e, + A1)

Integrieren ergibt:

uit, - A2 [ f () dez pa, +An- Ar

o ut )z Hl) TG, +AD

> > u(t,  + At
Inu(z, ) —Inu(z, , +Ar) He )

m—i

und da a(u) nach Voraussetzung V; monoton nicht fallend ist, folgt weiter

(a(r) - a(t, - An)u(, )
p(t,,_;) — kG, + At)

>
Inu(t, ) —Inu(t, . + Ar)

m

(a(t,)—a(t, — Ar))

gk

> Y (a(t,)—ot, — An)uct,,_, + Ar)

l

19



= y (au(t,) — ou(t, = An))u(t —t,)

:u(l-mﬂ') B ;u(tmfi + At)
Inu(t, ) —Inu(t, . +Ar)

(ou(t,) — ou(t; — An))u(t — (1, — At))

>

m

(a(t,)—a(t, — Ar))

l

>

gk

l

m

(a(ti) - (X([[ - At)) SUP, _nr<usy, ‘I,L(l‘ —u)

g
iyg

i=l

>

m ~ _ M, ) — K, +At)
2 (ot — ot — An)) - u(t, ) —Inp,  +An)

>) (a(r)—o(t, = An)inf, .., H(t—u).

™~

1

Da p(u) nach Voraussetzung Vi stetig ist, und o(u) nach Voraussetzung V;
monoton nicht fallend und somit auf dem Intervall [O,t] von beschriankter Variation

ist (Apostol, S. 163, Satz 8.5), existiert das Riemann-Stieltjes Integral
J 1t~y daru)
0

(Apostol, S. 212, Satz 9.27). Fiir m — o konvergieren in der letzten Ungleichungs-
kette nach Riemanns Bedingung iiber die Konvergenz der Ober- und Untersummen
die erste und die letzte Summe gegen dieses Integral (Apostol, S. 206, Satz 9.19) und

somit auch der Term in der Mitte. Da nach Voraussetzung V; o(u) stetig

differenzierbar ist, gilt ferner

[t = uy dec(uy = [ (e = w)-a' (u) du

0 0

(Apostol, S. 197, Satz 9.7) und es folgt die Behauptung. ®

3.1.1. Asymptotische Verteilung des Schiitzers

Der folgende Satz diskutiert die asymptotischen Eigenschaften des Schitzers fiir die

Response-Funktion ¢, (t j) .
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Satz 3.2 (Asymptotische Verteilung des Schiitzers fiir die Response-Funktion)

Unter den Voraussetzungen V| und V3-Vs besitzt der Schitzer é[m(t j) die folgenden

asymptotischen Eigenschaften:

i) ¢,,(t;) konvergiert fast sicher gegen Epo(t j), d.h.
llviinmcpo(tf)zcﬂﬂ(t.f) f.s.,
i) épo(t j) ist asymptotisch normalverteilt, d.h.

D(VN"(¢,,(1))=2,,(t)) ) =222 N(O.Var, {2,,(t)}).

Eine Formel fiir die asymptotische Varianz Var, {é(t i )} ist im Beweis angegeben.

Beweis:

1) Nach dem starken Gesetz der grolen Zahlen (siehe z.B. Serfling, 1980, S. 27) gilt

fiir die Vektoren der Mittelwerte

[ X, (1) X.(1) Ina(t,)
X == | =|: —rm s f.s.
n =i >
Xk(tj) X,(tj) Ina(t,)
und
V) ) [ Tile) Ing(t,)
_ 1 : :
Y., =— =| = — f.s.
! nio Yk(t/'—l) Yo(tj—l) Inpu(t; )
ne)) L)) L)
und somit
I a Yj»”4< N*—o0 '
Zy=| P | (Ina(t,).....Inau(z,), Inpa(ty).....Inpa(e, ) Inpa(e )} f.s.
j.n
Die Funktion f;
fj:%“” SR, (Vs VW W, W) =
exp(w,) —exp(w, U exp(w._...)—exp(w, .
exp(vy)- P TIP3 (e, )= exp(y, )it Z PO
W, =W, i Wiiet Wi
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erfiillt die Voraussetzungen des Satzes A.1 im Anhang A. Wegen
[z x)=¢,()

und

£i(Ina(ty). . na(e ). In (it (e ;) In (e ) = €, (1)

ergibt sich durch Anwendung des Satzes A.1 die Behauptung.

i1) Nach der multivariaten Version des zentralen Grenzwertsatzes (siehe z.B. Serfling,

1980, S. 28) sind die Mittelwertsvektoren asymptotisch normalverteilt:

D(Vn'(X,,.~E(X,,))) 2> NO.5)).

D(Vn(Y,,-E{Y,,}) )—2=5 N(O.X))

mit

E{X,,.}=(lna(r),....Ina (),

E{Y, b= (Inp(te),....lnp(e;, ), Inp(e))),
und

(g2 jxi
Zj_(le kol=1 jEER )

.....

.....

Wegen der Unabhiingigkeit der Mittelwertsvektoren X i Y, und der Annahme Vs

> jn

folgt

((X. . X. . 0 (A 'Y 0
D| VN°| | L™ |-E{ " Mo AN : ! ,
kel e O 0 2]

woraus sich durch Anwendung des Fehlerfortpflanzungsgesetzes mit der Funktion f;

aus Teil i) des Beweises ergibt:
D( VN (8,,(1) -2, (1)) )% N(0,Var, {¢,,(1,)})

mit
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0 AT

b, - {af,(u) afj(u))
u=E{x;

) A 0 |
Var,{¢,,(t))} =D, - D, ",
J

av, T 0w,

Fiir die Ableitungen von f; erhilt man:

of . (u) exp(w, ,,,)—exp(w, ;) exp(w, ,)—exp(w,, )
J — eXp(Vi) . J J _ J J ,

I, Wi~ Wi Wi-i = Wj-iz1
fiiri=1,..., j—1
of . (u -
)f; ( ):exp(vi)-exp(wl) exp(wo)’
v, ‘ w, — W,

und mit der Notationsvereinbarung exp(vo) =0

of (w) _ (exp(v,) —exp(v,.,)): —exp(wy)(w, = wp) = (exp(;m —exp(wy))(=1) |
ow, (w, —wy,)

afj (u) _ (eXP(V,-_i+1) _ CXP(Vj_i )) exp(w, )(Wi - Wi—l) - (exp(zwi) —exp(w,_ )) ,
ow, (Wi - Wi—l)

) . £_ exp(w,)(W,,, = w;) = (exp(w,,,) —exp(w, ))(_I)J

+(exp(v i) —exp(v; ) ( )2
Wi =W,

of ;) _ exp(v)- —exp(w,_)(w, - Wj—1)+(exfz’(wf) —exp(w,;))) ’

’ (1w =wp)

exp(w; )(wj_1 W, ) - (exp(wj_l) —exp(w;_, ))
(Wj—l - Wj—z)z ,

aJ;,(u) e, [ exp(w,)(w, ~w, ,)~(expOw, ) - exp(w,l))}

2
(1w, = w;0)

+(exp(v,) —exp(v)) [

Wi

Einsetzen der Erwartungswerte
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ergibt mit v, =lno(z,),i=1,...,j,w, =Inu(¢,),i =0,1,..., j, und den abkiirzenden

Schreibweisen @, =Ilnu(t,)—Inp(s,_),i=1,....j und &, =pu(t,)—ut,_,),

i=1,..,7j:
of . (u j~i —
fj( ) :a(tl)iﬁ— g"'j,flﬁiriZI,..,j_la
aVi —E(X, 7 ) j—i+l j=i
afj(u) :a(l‘-)'i-
ov. o ! o,
I lu=E{X; Y )

Weiterhin erhilt man:

of . _
];/(”) =((X(tj)—06(tj_l))'( ,u(to)a;f"gl)’
"o U=E{X} Y0} @,
of; () _ M), =, —H(1)D;, +6
awi u=E(X; 0¥} _(a(tj_i“) a(tj_i)) ( a); (a(t ) o, " 1)) i+12 ’
firi=1,...,j -2,
afj(”) —alt,). ( —H(t; )0, 5 } ( alt) -, )) (.u(tj—l)wj—;_éj—l),
ow | o’ 0.
I =B, 0¥ ) J -
of; () —a(t)- u(t)o, =g,
ow; o ! o’ '
u=E{X; .Y ,} J
Durch Einsetzen dieser Terme in
. l*_le. 0 '
VarA{cpo(tj)}: ij- 0 1-y -ij
J
L 9f(u) df ;(u) )
=4 Z v . ajv O
k.l=1 k u=E{(X; .7; ) ! =E{X; .Y ,)
I of. of .
+/1“Z—];"(u) : ];’(u) Yo
ki=0 OWo | _pix, .7 Wi luce(x, .70

ergibt sich nun die asymptotische Varianz des Schitzers. W
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Bemerkung

Sind die Fehler homoskedastisch und unkorreliert, d.h. £=0°-1 , und " =01

m?

vereinfacht sich die oben angegebene Formel fiir die asymptotische Varianz wie folgt:

Var,{c,,(t,)}

2

of ; (u)

J
k=1 aVk

=10 .[am)i] D) (a(zk)-[—é“‘“ —5’—"]]
0, o= o, ®;

_.u(to)wl + 51 jz

1

— A,*_] -62* .

+A" o -((a(tj)—a(tj_]))-

+A7 0% i |:(a(tjk+l) -, )) ' (‘u(tk )60,; — é_k j"‘ (Of(fj—k )~ a(lf—k—l)) ‘ (_‘u(tk )wk+; +e j:|
k=1 ' ' o '

k a)k+]

uo, - ]2

J

+A7" o’ ~[Oc(tl)~

Obwohl die asymptotische Varianz des Schitzers ¢, (¢;) noch von unbekannten

Parametern abhingt, ist die oben angegebene Formel niitzlich fiir die Planung von

pharmakokinetischen Untersuchungen. Werden Annahmen {iiber die Funktionen o(?)

und u(t) und die Varianzparameter 6> und ¢ getroffen, kann z.B. die Fallzahl und

die Anzahl der Messzeitpunkte so festgelegt werden, dass bei der Schitzung von

¢,,(t;) eine vorgegebene Genauigkeit erreicht wird.

Bevor basierend auf der asymptotischen Normalverteilung des Schitzers ¢, (¢;)
Konfidenzintervalle fiir 'c“po(t j) berechnet und statistische Tests durchgefiihrt werden

konnen, muss noch ein Schitzer fiir die asymptotische Varianz angegeben werden.
Eine naheliegende Methode besteht darin, die unbekannten Parameter in

Var,{¢,(t;)} durch konsistente Schitzungen zu ersetzen.

Mit Var,{c,,(t,)} bezeichnen wir im Folgenden den Varianzschitzer, der sich ergibt,
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wenn man die unbekannten Modellparameter Gf/, ij*, u(e,), a(t;) in

Var,{¢,,(t;)} = D (’1*_12? 0 ] D,
ary\¢,, . = f,'. N . /5
re A 0 A7'E

(vgl. Satz 3.2) durch folgende Schitzer ersetzt:

1
n -1

G = Y (X - X)X, - X, ii'=1..,],
k=1

A 1 & _ _
co.,=——) (Y,-Y)Y.-Y.), i,i'=0,..,j,
ii n_lg( ki )( ki ) J
at)=exp{X.}, i=L...j,
,u(t,‘) = GXP{Z}, = 07---’j .
Der folgende Satz diskutiert die asymptotischen Eigenschaften des Schitzers 6po(t j)

unter Verwendung der geschiitzten asymptotischen Varianz.

Satz 3.3 (Asymptotische Eigenschaften des Schitzers fiir die Response-Funktion)

Unter den Voraussetzungen V; und V3-Vs besitzen die Schitzer élm(tj) und

Var,{c,(t,)} die folgenden asymptotischen Eigenschaften:

i) Var,{c,,(t,)} konvergiert fast sicher gegen Var,{¢,(t,)}, d.h.

po po

A}giﬁgledrA {c,,(t;))y=Var,{c,(t,)} f.s..

(z;)} asymptotisch standard-normalverteilt,

ii) 6po(tj) ist standardisiert mit Var,{c,,

d.h.

D \/F{Cpo(tj)gpo(tj)J N* oo N(O,l) .

Var,{¢,,(t,))

ii) Mit ¢, (1)t u_yp 1[Var, {¢,,(t )}/ N", wobei u,_,, das 1-a/2 - Quantil der

po

Standard-Normalverteilung bezeichnet, ist ein asymptotisches Konfidenzinterval fiir

Epo(t j) zum Niveau 1—a gegeben, d.h. es gilt

26



P(&,, (1)) =ty VAT, (C,, UV N ST, (1)) SE, (1) F 1y 5|Var,(E,, (t )} N

A S5 l-a.

Beweis:

i) Da die asymptotische Varianz VarA{épo(t ;)} eine stetige Funktion der unbekannten

2

Modellparameter o,

o, . u(1,), a(t,) ist und diese durch streng konsistente Schitzer
ersetzt wurden, folgt die Behauptung aus Satz A.1, Anhang A.

i1) Aus 1) ergibt sich

1% - (1,
lim aArA{cA””( )} =1 f.s
Ni=eVar,{c,,(1;)}

Mit Satz 3.2 erhdlt man durch Anwendung des Satzes von Slutsky (siche z.B.
Serfling, 1980, S. 19) die Behauptung:

D[ W[c,w(t,.)—s,mu,.)VarA{cma»}J} v MO

Var,{¢,, (1)} Vir,{¢,(t,)}

iii) Folgt aus ii). M

Der in Satz 3.3 diskutierte Varianzschitzer VdrA{épo(tj)} besitzt bereits unter der

vereinfachenden Annahme identischer und dquidistanter Messzeitpunkte eine recht
unhandliche Form. Insbesondere im Hinblick auf flexiblere Versuchdesigns, bei
denen die vereinfachende Annahme &dquidistanter und identischer Messzeitpunkte fiir
die Impuls-Response und die Response-Funktion wegfillt, wire eine Methode der
Varianzschitzung vorteilhaft, die nicht die explizite Berechnung des Gradienten
verlangt. Es bietet sich an, die Gradienten numerisch zu approximieren, wie es z.B. in

der SAS Prozedur PROC NLMIXED praktiziert wird (SAS Institute Inc., 1999b).

Mit dem folgenden Lemma wird dieses Vorgehen theoretisch gerechtfertigt:

Lemma 3.4

Sei V,,V,,... eine Folge unabhingig und identisch verteilter k-dimensionaler

27



Zufallsvektoren mit 9= E{V,}, X =Var{V,}. Sei T, = h(‘7n) eine Funktion des Mittel-
wertes mit 2: R* = R, x=(x,,...,x,) = h(x), V() sei definiert in einer Umgebung
von ¥, VA(¥)#0 und Vh(x) sei stetig an der Stelle ©. Ferner sei A ,ne N, eine
Folge reeller Zahlen mit A, #0V ne N und limA, =0. Dann gilt:

n—o0

D lim WV, +A, -e)—hV, —A, -e) =%(19)f.s. mit ¢ =(0,...,1,...,0).
n—>co 2A, ox, —_—

Ist h(x) in einer Umgebung von ¢ zweimal stetig differenzierbar und gilt

lim \/; A, =0 folgt weiter:

n—o0

ii) 1im\/2(h(v" tA, ) —h(, -4, 4) —%(‘7,1)]=0 Fos.

n—oo 2A ox;

n 1

i) D (\/ﬁ (h(v" R ;; M=) g—h(ﬁ)n —2= 5 N(0,DED")
‘xi

n

mitDz( oh oh J

¥),...,——(V
axl.axl( ) axiaxk( )
Beweis:

i) Da VA(x) in einer Umgebung von ¥ existiert, gibt es nach dem Mittelwertsatz ein

& zwischen V, und V, + A -el und ein {, zwischen V, und V, — A -e! mit

h(V. +A, -e)—hV)) . Oh
n n n — Vh Al —
und
h(V)—h(V —A, -e}) ., oh
n n n — Vh - .
Addition ergibt

h(V,+4,-¢)=h(V,=A,-¢) 1(0h .\ 0oh
2A 2 [ax[ (S.)+ ox, (C")J

n

Da &, zwischen V, und V, + A, -e. liegt und ferner limV, =9 f.s. und limA, =0

n—»oo n—co
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gilt, folgt im&, = f.s., entsprechend gilt im{, =® f.s.. Aus der Stetigkeit der

partiellen Ableitungen an der Stelle ©¥ folgt durch Anwendung des Satzes A.1,
Anhang A:

lim — (Vh(cf )+ Vh((,))=Vh®) f.s.,

woraus sich die Behauptung ergibt.

ii) Nach dem Satz von Taylor gilt

2
T+, -60) = HT) + VAT, + 2y P10
i=1 Xi

T, =8, ¢}) =h{T,) - VT, 4 Y Ty
o

= l

Zieht man die zweite Gleichung von der ersten ab und dividiert durch 2A , ergibt

sich

hV,+A, ) =h(V, =A,-¢;) h o PhE) )
2A axi(v) 4(2 Z J

n i=1

Da h(x) in einer Umgebung von ¢ zweimal stetig differenzierbar ist, sind die

partiellen Ableitungen zweiter Ordnung in einer Umgebung von ¢ beschrinkt. Da

ferner nach Voraussetzung gilt lim \/_ A =0, folgt die Behauptung.

n—sco

iii) Aus der asymptotischen Normalitit von V, folgt durch Anwendung des Satzes

A.2, Anhang A mit der Funktion —

i

D(\/_ (gj (v,)- oh (ﬁ)j}ﬂ—) N(0,DED"),

wobei D definiert ist wie oben angegeben. Zusammen mit ii) liefert dies die

gewiinschte Behauptung (siehe z.B. Génsler und Stute, 1977, S. 68). ®
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Bemerkung

of

1) Die Form des Schitzers fiir a—(ﬁ) in Teil 1) des Lemmas 3.4 ist motiviert durch
X.

l

folgenden bekannten Sachverhalt aus der numerischen Mathematik (siehe z.B. Holzer,
2002): Soll die Ableitung einer Funktion # an einer Stelle x numerisch approximiert

werden, dann gilt bei Verwendung der Vorwirts-Differenzenformel

_ u(x+h)—u(x)

u'(x) +0(h),

withrend bei Verwendung des zentralen Differenzenquotienten gilt

_u(x+h)—u(x—h)
- 2h

u'(x) +O0(h%).

Im ersten Fall ist der Fehler also proportional zu / , im zweiten proportional zu h>.

i1) Bei praktischen Anwendungen des Satzes ist zu beachten, dass fiir A, nicht zu
kleine Werte eingesetzt werden sollten, da es sonst durch die begrenzte
Zahlendarstellungsgenauigkeit von Computern zu numerischen Problemen kommen
kann. Beim numerischen Differenzieren mittels des in Teil 1) der Bemerkung
erwihnten zentralen Differenzenquotienten auf einer 32-Bit-Computeranlage mit
doppelt genauen Gleitkommazahlen wird {iblicherweise 4 nicht kleiner als
5-107° (Holzer, 2002) gewihlt. Dies gibt einen Hinweis, dass diese Grenze auch von

A, nicht unterschritten werden sollte.

Im folgenden Satz wird das Lemma zur Schitzung der asymptotischen Varianz von

¢,,(t;) angewendet.

Satz 3.5 (Varianzschiitzung der Response-Funktion mit numerischer

Approximation des Gradienten)

Gegeben sei die Situation von Satz 3.2 mit der dort definierten Funktion f;.

A,,ne N, sei eine Folge reeller Zahlen mit A, #0V ne N und limA =0.

n—o0

Ferner sei
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p oY L
i\ oy, " ow,

mit

ai’\jz fj()?j»n*+An 'e;’Yj,n)_fj(Yj’n*_An 'ej"?j,n)

b l=1” b 9

v, oA /
af] :fj()?j,n*’y +A el]ill) f(X ,n*? ]n_A e;ill) :0 ]
ow 24, el
und
Z‘_(Ai*)” =1y’ ij(c}z)”_o .....
Dann ist
1% N { A (t )} DA [A _li? 0 Ij ,

aI’A ch j = n,fj' 1w ) l’l,fj

0 A%,

ein streng konsistenter Schitzer fiir die asymptotische Varianz von Var, {6[,0 ()}, dh.

es gilt:

lim Var, {8, (1)} =Var,{é,,(t)}  f.s..

Beweis:

Da die Funktion f; in der Umgebung von E {X i Y n} stetige partielle Ableitungen
besitzt (siche Beweis zu Satz 3.2), folgt die Behauptung aus der strengen Konsistenz

von i‘,i und ZA‘, i und durch Anwendung des Lemmas 3.4. ®

Analog zu Satz 3.3, kOnnen mit jedem streng konsistenten Schitzer der

asymptotischen Varianz asymptotische Konfidenzintervalle fiir ¢,,(¢;) hergeleitet
werden. Eine alternative Moglichkeit, die asymptotische Varianz von ¢, (¢;) zu
schiitzen ohne die partiellen Ableitungen der Funktion f, berechnen zu miissen,

bietet die Jackknife-Methode, die im folgenden Kapitel betrachtet wird.
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3.1.2. Jackknife-Verfahren

Das Jackknife-Verfahren wurde von Quenouille (1949, 1956) eingefiihrt als eine
Methode zur Korrektur des Bias von Schitzern in der Zeitreihenanalyse. Tukey
(1958), auf den auch der Name ,,Jackknife* zuriickgeht, hat vorgeschlagen, es zur
Varianzschidtzung einzusetzen. Seitdem sind die Eigenschaften des Verfahrens in
zahlreichen Veroffentlichungen diskutiert worden (z.B. Gray und Schucany, 1972;
Miller, 1974). So wurde die kritische Voraussetzung Tukeys, dass die zu Konstruktion
der Jackknife-Varianz benotigten Pseudowerte als unabhingig angenommen werden
konnen, hinsichtlich ihrer Konsequenzen fiir die FEigenschaften des Verfahrens
untersucht. Thorburn (1977) und Shi (1984) haben zwar gezeigt, dass die
Pseudowerte unter gewissen Umstdnden asymptotisch unkorreliert sind, und damit
Tukeys Annahme im gewissen Sinne bestitigt, aber die Jackknife-Varianz erwies sich

in manchen Fillen sogar als inkonsistent.

Die Idee des Jackknife-Verfahrens besteht darin, Pseudostichproben durch Auslassen
von Beobachtungen aus einer vorliegenden Stichprobe zu bilden. Aus diesen konnen
Wiederholungen der betrachteten Statistik berechnet und ihr Bias und ihre Varianz
geschitzt werden. Damit gehort es, wie z.B. auch das Bootstrap-Verfahren, in die
Klasse der Resampling-Methoden. Shao und Tu (1995) haben eine Monographie
verfasst, die u.a. diese beiden Verfahren zusammen bespricht. Das Bootstrap-
Verfahren bietet ebenfalls die Moglichkeit, Varianzen von Statistiken zu schétzen, fiir
die kein expliziter Varianzschitzer bekannt ist. Es liefert oft noch konsistente
Schitzungen, wenn die Jackknife-Varianz nicht mehr zu sinnvollen Ergebnissen fiihrt.
In der in dieser Arbeit betrachteten Situation, in der Funktionen von Mittelwerten
betrachtet werden, bendtigt das Bootstrap-Verfahren allerdings stirkere
Voraussetzungen als die Jackknife-Varianz. Die in Satz A.3, Anhang A, genannten
Voraussetzungen, die die Konsistenz des dort beschriebenen Jackknife-
Varianzschitzers garantieren, sind nicht ausreichend, um auch die Konsistenz des
Bootstrap-Varianzschitzers zu sichern. Hierzu sind weitere Annahmen nétig, z.B.
iiber die Verteilung der maximalen Differenz zwischen der untersuchten Statistik
berechnet aus der Originalstichprobe und berechnet aus einer Bootstrap-Stichprobe

(sieche Shao Tu, 1995, Seite 87). Zudem ist das Bootstrap-Verfahren in der Regel
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numerisch aufwendiger als das Jackknife-Verfahren, da mehr Wiederholungen der in
Frage stehenden Statistik berechnet werden miissen. Shao und Tu (1995, Seite 70)
kommentieren zum Vergleich der beiden Methoden: “Thus, for variance estimation

with a smooth 7 , the jackknife is preferred over the bootstrap because of both

theoretical and computational reasons*.

Bevor wir die Anwendung des Jackknife-Verfahrens zur Schitzung der

asymptotischen Varianz des Schitzers ¢, (¢;) diskutieren, geben wir zunéchst eine

po

formale Definition des Jackknife-Schitzers und der Jackknife-Varianz.

Definition 3.6 (Pseudowert, Jackknife-Schitzer und Jackknife-Varianz)

Seien V,,,...,V,;,....,V,y,....,V,, N =kl, k,leN, unabhidngige, identisch F-verteilte
Zufallsvariablen, 9 € ® c R . Ferner sei sl V5...,V,,) ein Schitzer fiir ¢ und
1§i=@N’I(VH,...,VU,...,VHI,...,VHI,VM1,...,VM,,...,Vkl,...,VH) ein Schitzer des
selben Typs berechnet unter Auslassung der Beobachtungen V,,...,V,,. Dann
bezeichnet

J=kO—(k=1)-8,, i=1,..,k,

den zur i-ten Gruppe gehorenden Pseudowert,

den Jackknife-Schdtzer von ¥ und

1 k 2
V()= D ;(Ji ~J)

die Jackknife-Varianz.

Bemerkung 3.7

Die Jackknife-Varianz ldsst sich alternativ angeben als
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Zur Berechnung der Jackknife-Varianz ist es erforderlich, die Statistik, deren Varianz
geschitzt werden soll, wiederholt unter Auslassung einzelner Beobachtungen zu
berechnen. Im Folgenden verstehen wir zunichst unter einer Beobachtung die

Messung eines Konzentrationsprofils an einem Probanden, d.h. ein y,i=1,...,n,
bzw. die Beobachtung einer Freisetzungskurve fiir eine Untersuchungseinheit, d.h. ein
X, 1= L,...,n", und bilden die Pseudowerte unter Auslassung einzelner Vektoren x,
oder y,. Diesen Ansatz, einen Jackknife-Varianzschitzer zu konstruieren, der z.B. bei

Arvesen (1969) und Shao und Tu (1995) verfolgt wird, bezeichnen wir als Typ L.

Pigeot (1991) hat das Jackknife-Verfahren auf Schitzer des gemeinsamen Odds
Ratios in geschichteten Kontingenztafeln angewendet. Ihre Arbeit unterscheidet sich
von fritheren Vorschligen durch eine unterschiedliche Festlegung dessen, was bei der
Berechnung der Pseudowerte als eine Beobachtung aufgefasst wird. Wihrend z.B.
Breslow and Liang (1982) eine Kontingenztafel als eine Beobachtung ansehen, ist fiir
Pigeot eine Bernoulli-Variable in einer Zelle einer einzelnen Kontingenztafel eine
Beobachtung. Dementsprechend konstruiert sie die Pseudowerte unter Auslassung
einzelner Bernoulli-Variablen. Pigeot (1995) und Pigeot und Strugholz (1994) haben
gezeigt, dass mit diesem Verfahren konsistente Jackknife-Schitzer fiir das
gemeinsame Odds Ratio in geschichteten Kontingenztafeln konstruiert werden
konnen. Es liefert oft bessere Ergebnisse als der Ansatz von Breslow and Liang und
kann auch zur Varianzschitzung eingesetzt werden kann. Gather, K6hne und Pigeot
(1999) haben diese Ergebnisse auf Statistiken verallgemeinert, die sich unter gewissen
Regularititsbedingungen als Funktionen von binomialverteilten Zufallsvariablen

darstellen lassen.

Die genannten Arbeiten werfen die Frage auf, ob es auch fiir die in dieser Arbeit
betrachteten Schitzer vorteilhaft ist, Pseudowerte nicht unter Auslassung ganzer

Vektoren, sondern einzelner Komponenten von Vektoren zu bilden. Wihrend man im

ersten Fall n +n Pseudowerte erhilt, ergeben sich im zweiten m(n*+n) Die

groflere Anzahl von Pseudowerten konnte dazu beitragen, dass die Jackknife-Varianz
basierend auf dem zweiten Ansatz schon bei kleineren Stichproben gute
Approximationen der ZielgroBBe ergibt. Fiir die im Rahmen dieser Arbeit betrachtete
Situation 1ist dieser Ansatz besonders vielversprechend, da hier hidufig mehr

Messzeitpunkte pro Untersuchungseinheit als Untersuchungseinheiten vorliegen, d.h.
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es gilt oft m> n und m>n. Den Ansatz, Pseudowerte unter Auslassung einzelner

*

Messwerte x.,i=1,...,n,j=1,...,m und yl.j,i=1,...,n,j=1,...,m zu bilden

[j’

bezeichnen wir als Typ IL.

3.1.2.1 Jackknife-Varianzschitzung vom Typ I

Bevor wir das Jackknife-Verfahren zur Schitzung der asymptotischen Varianz des

Schitzers ¢,,(t;) anwenden, geben wir zunichst eine formale Definition des

Jackknife-Schitzers vom Typ I fiir eine Zweistichprobensituation, in der der
diskutierte Schitzer eine Funktion der Stichprobenmittelwerte ist und diskutieren die
Konsistenz der Jacknife-Varianzschitzung. Wir betrachten den Fall, in dem die
Pseudowerte unter Auslassung einer einzelnen Beobachtung und nicht unter

Auslassung einer Gruppe von Beobachtungen gebildet werden.

Definition 3.8 (Jackknife-Varianzschitzung vom Typ I)

Seien V,V,,....,V, und W, W,,...,W_. jeweils unabhingig und identisch verteilte k,
bzw. k,-dimensionale Zufallsvektoren mit ¢, = E{V,}, X, =Var{V,} und ¢, = E{W,},
Y, =Var{W}, alle N =n+n" Zufallsvektoren seien stochastisch unabhingig. Sei

T, .. =h(V,,W,.) eine Funktion der Mittelwerte mit /: R“*" — R . Mit

— 1 < 1 L
n j=1j#i n — j=1,j#i

sind die Pseudowerte vom Typ I definiert als

i =nh(V, W) =(n=1)h(V, W), i=l..n,
Jy o =n"-h(V, W)~ —=1)-h(V, W, ), i=L.,n".
Mit

1 1 &
Jo. =;ZJV’J und J; , =?ZJV’W
i=1 i=1

ist die Jackknife-Varianz vom Typ I gegeben als
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Bemerkung 3.9

Besitzt in der Situation von Definition 3.8 7 R“" - R ein in (¥,,9,) nicht

verschwindendes Differential

oh oh
Vh(8,,9,)= (Vlh(ﬁl’l92)’ V2h(191,192)) = (%(ﬁpﬁg),w(ﬁpﬁz)) )
1 2

dann ldsst sich mit Satz A.2 im Anhang A zeigen, dass der Schitzer 7, . = hV, W.)

unter der Annahme Vs asymptotisch normalverteilt ist, d.h. es gilt:
D(NN'(T, . —h(8,.9,)) | —£=2=> N(0.0})
mit

0
AL,
=XV h(8,,9,) L, -V h(S,,9,)+ X, - V,h(8,,8,) X, - V,h(8,,9,)

AL
ai:Vh(zal,zsz)'-( 10 : j-Vh(ﬁl,ﬁz)

und

Jackknife-Schitzer in der Mehrstichprobensituation wurden bereits von anderen
Autoren diskutiert. Jones (1974) wendet das Jackknife-Verfahren zur Schitzung von
Parametern aus Stichproben von stratifizierten, endlichen Grundgesamtheiten an und
behandelt die Situation, in der der zu Grunde liegende Schitzer eine Funktion von
Mittelwerten ist. Ohne explizit anzugeben, auf welchen Pseudowerten der von ihm
definierte Jacknife-Schitzer und die Jackknife-Varianz beruhen, zeigt er, dass der
resultierende Jackknife-Schitzer den Bias erster Ordnung eliminiert und dass die
zugehorige Jackknife-Varianz als Schitzer fiir die Varianz des Ausgangsschitzers

unverzerrt ist bis auf die Momente dritter Ordnung. Jones macht allerdings keine
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Angaben iiber die asymptotischen Eigenschaften des vom ihm definierten Jackknife-

Schitzers bzw. der Jackknife-Varianz.

Ahmad (1981) definiert einen Jackknife-Schitzer und einen Jackknife-
Varianzschitzer, die auf Pseudowerten beruhen, bei denen der zur Diskussion
stehende Schitzer unter gleichzeitiger Auslassung einer Beobachtung aus der ersten
und einer Beobachtung aus der zweiten Stichprobe berechnet wird. Im Gegensatz
dazu wird bei Definition 3.8 immer nur eine Beobachtung entweder aus der ersten
oder aus der zweiten Stichprobe ausgelassen. Ahmad zeigt, dass der von ihm
bestimmte Jackknife-Schitzer unter gewissen Regularititsbedingungen den Bias
erster Ordnung eliminiert und asymptotisch normalverteilt ist. Ferner zeigt er, dass die
von ihm hergeleitete Jackknife-Varianz ein konsistenter Schitzer fiir die
asymptotische Varianz des diskutierten Schitzers ist. Ahmad weist darauf hin, dass
fir Funktionen von Mittelwerten die von ihm benutzten Regularitdtsbedingungen
erfilllt sind, wenn die Funktion beschrinkte partielle Ableitungen vierter Ordnung

besitzt.

Die in Definition 3.8 definierten Pseudowerte und die dort angegebene Jackknife-
Varianz wurden bereits von Arvesen (1969) vorgeschlagen. Er zeigt, dass diese
Jackknife-Varianz ein konsistenter Schitzer fiir die asymptotische Varianz der zu
Grunde liegenden Statistik ist, sofern diese Statistik sich als Funktion einer U-Statistik
darstellen lasst. Ferner setzt er voraus, dass fiir die Funktion die partiellen
Ableitungen zweiter Ordnung existieren und beschrinkt sind (siehe Theorem 16 in
Arvesen, 1969). Dies ist fiir die in dieser Arbeit behandelten Probleme, wenn
tiberhaupt, nur sehr schwer zu zeigen, so dass es wiinschenswert ist, nach Alternativen
zu suchen, die die Konsistenz der Jackknife-Varianz unter einfacheren Bedingungen
garantieren. Der folgenden Satz ist eine Verallgemeinerung des im Anhang
prasentierten Satz A.3 iiber die Konsistenz der Jackknife-Varianzschidtzung in der
multivariaten Einstichprobensituation auf die Zweistichprobensituation. Im Gegensatz
zu Arvesen (1969) wird in Satz 3.10 lediglich die Existenz der partiellen Ableitungen

erster Ordnung gefordert.
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Satz 3.10 (Konsistenz der Jackknife-Varianzschitzung vom Typ I)

In der Situation von Definition 3.8 sei VA(?¥,,9,) definiert in einer Umgebung von
(%,,1,), Vh(¥,,18,) #0, und VA(D,,9,) sei stetig an der Stelle (¢#,,9,). Ferne gelte

Voraussetzung Vs. Dann folgt:

i) die Jackknife-Varianz vom Typ I ist streng konsistent fiir o, d.h.

lim N -V =0, f.s.,

N#—oo
i) D( (T, —h(5,.9,))[NV" ) === N(0.1).
Beweis:

1) Die Jacknife-Varianz ldsst sich wie folgt darstellen:

. | . . 1 :
N -Vi=|N n(n_l)Z(‘]‘;,i_‘]\j,‘)z-'_N mz‘r(‘]‘i’,i_‘h’"»‘)z

i=1
=N"-V/+N V]

mit entsprechenden Definitionen fiir V,/ und V,, . Wir zeigen zunéchst
NV =" nV =252V h(8,,8,)X, -V h(8,,8,) f.s. .

Es gilt:

2
v/ = 1 Z(Jé,i—fé,-)z =”__12(h(\7nl,i,WH*)—%Zh(‘ZU,WH*)) .
i=1

n(n - 1) i n g

Mit dem Mittelwertsatz erhilt man

_ _ V. (V
WV, W.)=h(V, ,W.)=Vh )| 2= = =2 ],
( n—l1,i n) ( n n) (Cn,t) |:{ W*j (W*j:|

n n

wobei {, . ein Punkt auf der Verbindungsstrecke der Vektoren

n,i

Vi v,
'l und | [
W, W..

ist. Es seien VAi,(C,;) und VA, (L, ;) jeweils die ersten k, bzw. die letzten k,
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Komponenten in VA({,,), dann ergibt sich weiter:

W, W)~ h(V, . W,.)

=V, (_ ]

=V, ( )
=V.h(V,,W,.)- ( ~V,)+R,,

wobel R, ; gegeben ist durch
R, = (Vlh(gn,i) - V1h(‘7naWn*)) E (‘7,1_1,5 —‘7,1) .
Daraus folgt weiter
I, - —
— Z h(vnfl,i ’ Wn*)
nio
- li(hw: W+ T, T, (T, V) R,)

+ZR

,Wn*)+Rn ,

L}
<|

<

h(

n

mit einer entsprechenden Funktion fiir R . Einsetzen in die obige Gleichung fiir

V, ergibt:

2
n—1y = o v, o
VVI = Z(h(vnl,i?Wn*)_;;h(an,i’Wn*)J

nia
S (VAT W, (7, ~ )+ (R, ~R,))

n i=1
=A +B, +2C,,

wobei A, ,B, und C, definiert sind als
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Wir zeigen nun
n-A,—"=5V h(d.,9,)-L,-V,h(8,9,) f.s.,

n-B———=-0 f.s..

Da nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung C. < A, - B, gilt, kann dann der

Term 2C, in der letzten Darstellung von V,/ asymptotisch vernachlissigt werden. Mit

_ _ 1 —
anl,i_vn_z( - i)

=

ergibt sich

ne A, =V, W, ——Y (v, ~V,)- (V. =V, ) - V(T W,

n—ll:I 1 n 1 n

Die Konvergenz von n-A, gegen den angegebenen Grenzwert folgt aus dem starken

Gesetz der grolen Zahlen und der Stetigkeit von VAh(?$,,7%,) an der Stelle (9,,%,).

Fiir n- B, erhilt man

n

w8, ==Y (R, -R)

i=1

= (n-1)Y (R% -2R R, + K?)

i=1

= (n=1)Y R, ~ (n~ )R
i=1

<(-DY R,
i=1

= (1= )Y (VA =V T, ,0) (7 ~V,)

n

=03 (V€)= T 7,0) )|

i=1 n—1

Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ergibt sich weiter
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n-B, S V|V, =V, W, (7, -V
i=1

-
_1ZHV" _ViHZ
i=1

<u,-
n

mit

Vlh(gn,i) - Vlh(Vn’Wn* )H ’ .

U, =max,,,

Da aus dem starken Gesetz der groflen Zahlen folgt (Shao, Tu, 1995, S .26)

LY T () g
i=1

reicht es zu zeigen, dass u, fast sicher gegen null konvergiert. Aus

_ 1
Vi =V —E(Vn -V,

und

(ORTIT DLATIN 4 L o 3 R R
i=1 i=1

folgt
max, <, ‘Zt*l,i_‘7n”2 ——0 f.s..
Mit

‘7 2
H Cn,i _(_n J

ergibt sich weiter

7

Aus der Stetigkeit von V,h(x, y) an der Stelle (¢,,9,) erhilt man:

2

n—oo
max, ., ———0 f.s..

—_ 2 oo
VG, )= Vh(V,. W) —==>0 f.s..

max 1<i<n

Zusammenfassend haben wir als Ergebnis bisher erhalten:
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NV =21 nV) 22540V h(8,,9,) L, - V,h(8,,8,) f.s..

In analoger Weise ergibt sich:

N Vg =2, n" -V, —225 20 Voh(9,,9,) -2, - V,h(8,,89,)  f.s..

Durch Addition der beiden letzten Gleichungen folgt die Behauptung i) des Satzes.

i1) Nach Bemerkung 3.9 gilt

-T .—h(d,,0 .
D[\/F n,n ( 1 2)] N*—o0 N(O,l)

0,

I

und aus Teil 1) dieses Satzes folgt durch Anwendung von Satz A.1
IN V! o, —2=m 51 fs

Daraus ergibt sich mit Hilfe des Satzes von Slutsky (Serfling, 1980, S. 19) die

Behauptung:
T .—hv,,0
D[W n,n ( 1 2). G*h ] N*—o00 N(O,l)
o, N V!

Der folgende Satz diskutiert die asymptotischen Eigenschaften des Varianzschitzers,
der sich ergibt, wenn das in Definition 3.8 beschriebene Konstruktionsverfahren fiir

einen Jackknife-Varianzschitzer auf den Schitzer ¢ L, (1;) anwendet wird.

Satz 3.11 (Konsistenz der Jackknife-Varianzschitzung vom Typ I fiir die

Response-Funktion)

Vl{épo(t ;)} sei der entsprechend Definition 3.8 konstruierte Jackknife-Varianz-
schitzer vom Typ I fiir die Response-Funktion ¢, (¢;). Ferner seien die Voraus-

setzungen V; und V3-V5 erfiillt, dann gilt:

i) vie (1)} 1st streng konsistent fiir die asymptotische Varianz VarA{épU(tj)}

gemiB Satz 3.2 von ¢,,(t,) , d.h.
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lim N* -Vl{épo(tj)} =Var,{¢,(t)} f.s.,

N*—o0

ii) D (5p0(l‘j)—5p0(l‘j))/1/V1{5p0(l‘j)})&)]\7(0, 1),

Beweis:

Wie im Beweis zu Satz 3.2 dargelegt, ldsst sich der Schétzer ¢,,(7;) als Funktion von

Mittelwerten darstellen:

fj(zj,N):élm(tj),

PN = J—
J Yj,n
und f;: R — R mit

fj(vl,...,vj,wo,wl,...,wj) =
exp(w;) —exp(w, ;)

L :

+Y (exp(v,)—exp(v,_,)
=2

) eXp(Wj—i+1) —eXp(Wj_,-)

Wit =W

exp(v,)-

Die Ableitungen der Funktion f; sind im Beweis zu Satz 3.2 angegeben. Da nach den

Modellannnahmen die Konzentrationsfunktion g (t) streng monoton fallend ist,
sind die Terme ,:=Inu(t,)—Inu(t,_,),i=1,...,j, von null verschieden und die

Ableitungen von f; existieren in einer Umgebung von

E{Z, ,}=(Ina(t)).....Ina(t ). Inpu(ty ... Inu(t, ), Inpucz,))

Aus
o (u) i)
v, )

I =B (x5, !

mit &, = u(t,)— u(t,) ist zu erkennen, dass die Ableitung an dieser Stelle nicht
verschwindet und als Verkettung stetiger Funktion ist die Ableitung von f; an der

Stelle E{Z ;v ) auch stetig. Damit sind die Voraussetzungen des Satzes 3.10 erfiillt

und die Behauptungen 1) und ii) folgen aus der Anwendung dieses Satzes. H
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3.1.2.2 Jackknife-Varianzschitzung vom Typ II

In diesem Abschnitt wird der zu Beginn des Kapitels 3.1.2 motivierte Jackknife-
Schitzer vom Typ II fiir Schétzer definiert, die eine Funktion der Stich-

probenmittelwerte sind, und seine asymptotischen Eigenschaften werden diskutiert.

Definition 3.12 (Jackknife-Varianzschéitzung vom Typ II)

Seien V, =(V,,...V, ).i=1...,n, und W, =W,,...W, ),i= 1,...,n", jeweils unab-
hingig und identisch verteilte k, bzw.k,-dimensionale Zufallsvektoren mit
¥, =E{V,}, £, =Var{V,} und &, =E{W,}, £,=Var{W}. Alle N =n+n" Zufalls-

vektoren seien stochastisch unabhiingig. Sei T, ,.=h(V,,W,.) eine Funktion der

n, n*

Mittelwerte mit A: R — R . Mit

(ZVH, —Z %Zv,k] i=L..n, j=1..k,
=1

I=1,1#i

— 1 & 1 & .
W_;,,z(fgw,l,. . ,_112 n—;w,kj i=1...n",j=1,..k,

1,l#i
sind die Pseudowerte vom Typ II definiert als

= bV, W)= (n=1)-h(V, W), i=1n, j=1..k,

Ty, =n -h(V,, W)—(n" =1)-h(V,,W, ), i=l..n,j=1..k,.
Mit

——ZJV”,] N AN
und

%
JII _ 1 . JII _1 k
W,e, j _? W.ij ° ] T Aseees Ny
i=1

ist die Jackknife-Varianz vom Typ II gegeben als
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>~

ki n

DMLV CLONRS N

/:

ky, n*

ko
(n _ 1) ZZ (JVIVIJ,J' - JVIVI,-,J' )(Jvlvl,i,f - JvIVI]) .

j=1j'=1i=1

Im folgenden Satz wird die Konsistenz der Jackknife-Varianzschédtzung vom Typ II
fiir die Zweistichprobensituation gezeigt, in der der diskutierte Schitzer eine Funktion

der Stichprobenmittelwerte ist.

Satz 3.13 (Konsistenz der Jackknife-Varianzschitzung vom Typ II)

In der Situation von Definition 3.12 se1 Vh(9,,9,) definiert in einer Umgebung von
(¥,,1,), Vh($,,9,) #0, und VA(P,,1,) sei stetig an der Stelle (¢,,7,) . Ferne gelte

Voraussetzung Vs. Dann folgt:

i) die Jackknife-Varianz vom Typ Il ist streng konsistent fiir o, d.h.

lim N"-V' =0 f.s.,

N#—e0
iy D( (7, —h(9,.9,)) /«/_”) Yom 5 N(0,1).

Beweis:

1) Wir betrachten zunéchst den Term

v Z(JVH,J_JVH-,)(JVHU _JV”,,,J.,)

i=l

mit
T =LY (0 WV, W) = (=1 WV, W)
=
=n-h(V, )——Zh( W)
und
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J‘ill/ _J‘ily',j = _( )(h( -1, /’Wn*)__Zh( —i, /’Wn*)j-

Mit dem Mittelwertsatz erhélt man

- v v,
h N * _h ) Vh —i,j _n ’
(V—z,] W) ( W, ) (Cl ]) |:( ‘/Vn* j [vvn*]:|

wobei (, ; ein Punkt auf der Verbindungsstrecke der Vektoren

V. vV
i | und |

ist. Mit

oh oh oh oh
Vh(, ;)= (—vl(%)’---’5(%)’a—M(Cu)’---’ﬁ(Cu)J

2

ergibt sich weiter

R — oh 1 ¥ I ¢
]’l(V,/’ )_h(vn,Wn*)z_(C[,j)'[_ Vlj_; ‘/ZJJ

ergibt sich fiir die Differenz Jy, , —Jy' .
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mit

oh — — 1
A a_vj(v”’W"*)'n_ (V]—Vl.j),
B’“]:Ri»j_R']

Es ergibt sich weiter:

1 Vi = (”_1)2 Y

; TZ (An,i,j - Bn,i,j )(An,i,j' - Bn,i,j')

i=1

_1 2 n
(n n ) Z(A“"si»jAn,i,j' - Aw,i,_/Bn,i,j' -A,,.B.. +B B )

AN ni,jong, g
i=1

Wir untersuchen nun die Konvergenz der einzelnen Summanden. Aus dem starken

Gesetz der groen Zahlen und der Stetigkeit von VA(v,w) an der Stelle (¢%,,7,)
folgt:

(n=1)" ¢ | oh = =\ (7
n i=1 A”l] Anz J :;i—la_v/(vn’wn*)(v'j_vl/)Tf( ”’Wn*)(vi _V"J")
wosee . O oh
E(ﬁvﬂ»a‘}jl (191’192) Gij fos

h i=1
Es gilt
n=1)§ (-0’ (e % _
n pam anj-Bn,i,j: n ;(Ri>j_Rj)(le_Rj)
_12 n - o
:(nn ) L (Ri’jRi’jl_Rl]R]_Ri,j'R]‘l‘R]R])
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n—1)" (& R. R.
:( ) (ZRi,jRi,j'_nR"-"R"j'j

n i=1
n—1 e
= (—) (nz R R ,-nR., nR, j.j :
n i=1
Wir betrachten zunéchst nZ Rl.,le.’j, :
i=1
nY R R,
i=1

n
< ”Z‘Ri,jRi,f"
i=1

- oh oh — — 1 B
:n; (J(Cu)_ . (Vn,Wn*)].(n_l(V.j _V,»j)) ‘
(avr (ci,_/")_ v, (Vn,Wn*)j- (n— " (V_j, —VU)) ‘

Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gilt

)N AR LA BN RS N A AN MR A

n—14 n—143 n—147

wobei der letzte Term fiir n — oo fast sicher gegen o ;-0 ;.. konvergiert. Ferner gilt

fiir jedes j=1,....k
V. v\

— Y —-ij |_ n _ no_ B 2 ,
15[ i | L == e
woraus

7 — 2
Viii V” n—soo
max, [l —' || -2 EECN f.s.
N Wl* W1*

folgt. Wegen HCM—(Z,Wn*)'uSH(V_LPWH*)'—(W,WH*)” und der Stetigkeit der

partiellen Ableitungen von VAi(¥,,9,) an der Stelle (¢,,1},) ergibt sich weiter
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oh oh
MaX, ;< 1<isn|3 (51,
[Sishi I gy, (C ]) v,

J

—(V,.W,.)|—==>0 f.s..

und daraus

nZRR —==50 f.s..

ijT L)

Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erhilt man fiir n 1_3, Ik

o <[ et ge ) ()|
w,))z

J

n

< z(aa—h(c)—aa—hWW)] 3

i=l

1 —
-1 (V’J -
1 ,—
— (V.. -

n—1 ( !
oh oh T
n —
S—max | — (6, ;) —-=— (V.. W) | — V., =V,) >
| ) ) | LB )
woraus ersichtlich ist, dass n 1_3, ; fast sicher gegen null konvergiert. Damit folgt

2 n
MZ“JB,W.-JB,,,,ﬂ—m f.s..

Die in der letzten Darstellung von n 'V’ auftretenden Summen iiber A . .B

n,i,joni,j'

lassen sich mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung abschitzen

2 2
1 1 —-1) &
(n Z n.i,j nl]J n Z n.i,j %;an,i,j"

woraus deutlich wird ist, dass diese Summen ebenfalls fast sicher gegen null

. . . .. -1 P
konvergieren. Damit erhalten wir fiir n= V"’

1. .. oh oh 2
Yy noe P09 ) —(8,,9,)-07., .S.
n avj ( 1 2) avj. ( 1 2) Ji f
und daraus

kl 1
lZZv“ —27 5 V(8,,9,) L, V,h(5,,8,) f.5. .
no T

In analoger Weise ergibt sich fiir
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n¥

Jd no gl n g
LR M CLATER A CAVERY

=

k ks
_ZZW// —12" 5 V,h(9,,8,) L, - V,h(8,,8,) f.s.
Jj=1 j'=1

und damit wegen

N -v"=N" ZZV“

h— lnjlj /1/

die Behauptung.

i1) Analog zu Teil ii) von Satz 3.10. =

Der folgende Satz diskutiert die asymptotischen Eigenschaften des Varianzschitzers,
der sich ergibt, wenn man das in Definition 3.12 beschriebene Konstruktionsverfahren

fiir einen Jackknife-Varianzschitzer vom Typ II auf den Schitzer ¢,,(¢;) anwendet.

Satz 3.14 (Konsistenz der Jackknife-Varianzschitzung vom Typ II fiir die
Response-Funktion)

V(¢ (1))} sei der entsprechend Definition 3.12 Kkonstruierte Jackknife-

Varianzschitzer vom Typ II fiir die Response-Funktion ¢, (z;). Ferner seien die

Voraussetzungen V; und V3-V5 erfiillt, dann gilt:

pv" {cpo(t )} ist streng konsistent fiir die asymptotische Varianz VarA{épo(t )}

gemal Satz 3.2 von ¢,,(¢;), d.h.

lim N*-Vv" {cpo(t )} = VarA{ch(t )} f.s.,

N *—s00

ity D( (2,,(1))=2,,(1))/ Ve, (1)) ) —==— N(0.1).

Bewelis:

Die Behauptungen konnen durch Anwendung des Satzes 3.13 bewiesen werden. Die

entsprechenden Eigenschaften der Ableitungen der Funktion f, wurden bereits im

Beweis zu Satz 3.11 diskutiert. [ |

50



3.2. Schitzung der Input-Funktion

Sind in der Gleichung
cpo(t) =)y *a' ()= [u(t—u)-a' (u)du
0

die Impuls-Response p(¢) und die Response-Funktion cpo(t) bekannt und mochte

man die Funktion «'(#) bestimmen, so nennt man diesen Vorgang Dekonvolution. In
der Regel interessiert man sich aber nicht fiir die Schitzung der Inputrate o'(¢) selbst,

sondern fiir die kumulative Input-Funktion o(¢) .

Wie in Kapitel 3.1 treffen wir zunédchst die Annahme, dass Beobachtungen fiir ¢ po(t)

und u(t) zu gleichen, dquidistanten Zeitpunkten vorliegen:

t, =1, V j=1,....m=m ,

At, =t;,—t,,=At,1t,=0.

J

Die oben angegebene Gleichung (siche Lemma 3.1)

C . ( Jj- l) ‘u(tj z+l) .
Po(tj):;(a(ti)_a(fil)) 1 ,U(l‘ )—lnl,t(t 1) —1,...,m,

kann nach den Funktionswerten der Input-Funktion Ot(tj ), j =1,...m, aufgelost

werden:
_ p(ty) — u(t)
CPO(IJ) - (a(tf) Bl a(tjil)) In p(z,) — In u(z))
Jj—1 ,u(tj_,')_:u(tj—iﬂ)
+Z (OC(I )— a(ti—l))' Inu(t_)—Inu(t, 1)
j-1 pct, ) = p(t, )
& a) —[ g () =) g o lnu(fjm)]
1(ty) — u(t) lm(t, )
In p(ty) —1In u(t,) e
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Um Schétzer fiir die Funktionswerte o(f;) zu erhalten, konnen in der letzten

Gleichung die unbekannten Groen u(¢;),i =0,...,j, und Epo(t j) durch die Schitzer

fi(t)) =exp(¥,;) mit ¥, =¥, ZY(r)
épo( ) exp(Z )mltZ nf’Z (t)

ersetzt werden. Mit der Festlegung &(z,) =0 ergibt sich

~ o a (B, - ad) )
a(ﬁ)_cmxh)[ﬁnﬁ(%)—lnﬁ(ﬁ)] ’

~ ) ~ ua(tj—i)_;a(tj—Hl)
OC(Tj)—[ ( ) L a(ti)_a(til)).ln‘[t(l‘.4)—1n,a(l‘-4+1)]

.( fu(ty) = (1))

-1
+a(t, ), j=2,....,m.
lnﬁ(to)—lnﬁ(tl)] Gt I = 2t

Aus diesen Gleichungen koénnen die Schitzer &(tj), j=1,....m, fiir die Input-

Funktion sukzessive berechnet werden.

Im Folgenden diskutieren wir die asymptotischen Eigenschaften dieses Schitzers.

Wie in Kapitel 3.1 ist dabei zu beachten, dass selbst bei fehlerfreien
Konzentrationsmessungen, d.h. &,=¢;,=0Vi, j=1..m, die ZielgroBe o(r;)
nicht exakt bestimmt werden kann, da die Werte der Funktionen u(z) und clw( ) von

denen «(t;) abhingt, nur zu den Zeitpunkten f,...,7, gemessen werden. Im Fall

€; = 87 =0Vi,j=1,...,m, nimmt der Schitzer &(tj) den Wert &(tj) an:

&(tl)cho(tl)'( .u([o)_,u(IJ J

In .u(to) —In .u(t1)

_ j-1 _ ,u(tj_l-)_,u(tj—m)
(X(Ij)—[ ( ) L a(ti)_a(t"_l))‘ln,u(t-_-)_lnau(t'—'ﬂ))

() = p() “m(t_”:z i
In pu(t,) —In u(t,) e A

52



Diese GroBen konnen als eine Approximation der Input-Funktion «(¢;) basierend auf
den Funktionswerten von Cpo(t) und u(¢z) an den Messzeitpunkten ¢,...,7,

aufgefasst werden. Um die Giite dieser Approximation zu beurteilen, wird die

Differenz zwischen «(t;) und @&(z;) in Kapitel 5 fiir einige praktisch relevante
Situationen bestimmt. Der folgende Satz zeigt, dass &(tj) fast sicher gegen a(z,)

konvergiert und diskutiert weitere asymptotische Eigenschaften dieses Schitzers.

Satz 3.15 (Asymptotische Verteilung des Schitzers fiir die Input-Funktion)
Es sei ¢, (,)>0, und es gelten die Modellannahmen V,-Vs. Dann besitzt der
Schitzer &(tj) die folgenden asymptotischen Eigenschaften:

i) ot ;) konvergiert fast sicher gegen ot i), dh.

lim a(t;))=a(t;) f.s.,

N #%5 00

i) a(t ;) ist asymptotisch normalverteilt, d.h.
D(VN™(a(1)) () )—22 N (0, Var, {a(1,)} ).
Eine Formel fiir die asymptotische Varianz Var, {&(tj)} ist im Beweis dieses Satzes

angegeben.

Beweis:

1) Wir fiihren fiir &(tl.),i =1,...,J, eine vollstindige Induktion nach i durch. Fiir den

Induktionsanfang i =1 betrachten wir zunéchst

Ao n (o By) = i) )
(X(t])_cpo(tl) (ln‘a(to)—ln,a(t])j

Nach dem starken Gesetz der grolen Zahlen (siehe z.B. Serfling, 1980, S. 27) gilt fiir
die Mittelwerte

7.0 _l " (Y, (1) oo In p(z,)
(E)_n;(m)] (lnu%)) f

53



ok
1 \ n¥E 00

Z,=— Z (t))————Inc,(1,) f.s.
k=1
und somit
Y.,
Y, | == (Inp(r). Inp(s).dne,, (1)) fs..
Z

o]

Die Funktion f,

fl:gﬁﬁgt’ fl(uo’ul’v):exp(v)'[exp(u())_exp(ul)j )

U, — U,

erfiillt die Voraussetzungen des Satzes A.1 im Anhang A und wegen

(Y. Y, 2, ) =aq)

und

Fi(lnp(ty). In (). Ine,, (1)) =@ (1)

ergibt sich durch Anwendung des Satzes A.1 die strenge Konsistenz von &(t,) .

Im Induktionsschritt erhalten wir fiir j>2 aus der Induktionsannahme fiir
alt), k=1,...,j—1:

a(t) al(t,)
LI f.s..

&(tj—]) &(l‘j_])
Daraus ergibt sich die Behauptung wie im Induktionsanfang durch Anwendung des

Satzes A.l mit einer geeigneten Funktion /4 .

ii) Nach der multivariaten Version des zentralen Grenzwertsatzes (siehe z.B. Serfling,

1980, S. 28) sind die Mittelwertsvektoren

Y.(1,) Z.(t)
Yj’n — Yo(tl) und Z].’n** — Z.(tz)
AGH Z,(1))
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asymptotisch normalverteilt:

D(Vn(Y,-E(7,,))) —== NO.E)

D(Nn"(Z; o~ EAZ, 0} ) ) 2225 N(O,E)
mit

E{Y,,} = (Inp(ty).....lnp(t, ). Inpu(t;)),
E{Z, .} = (Inc,,(t).....Inc,, (1)),

und

zj = (Giz 0. € R DD

2, =(05 )iy € R

Wegen der stochastischen Unabhiingigkeit der Mittelwertsvektoren Y, , Z ;. und der

J.n?
Annahme V5 folgt
ke Y, ? ok O ﬂ'_lz’ i O
D N —j " - E —j’n N —L N ) ! L. | TS
j,n** Zj,n** O O l 2]
mit

E{Y,,.Z, .}= (lnu(to),...,lnu(z‘j),lncpo(tl ),...,lncpo(;j))v :

Um &(tj) als Funktion der Mittelwerte 7]” Z . darstellen zu konnen, definieren

wir die Funktionen f;:%*" —> R und f;:R*" - R wie folgt:
fo=0,

gt = exp(in) - @ty ) it 9ty ) = ( e exp(ul)] ’

Uy — Uy

fj(MO""’Mj’l’_tj’fl""’fj—l):(exp(ﬁj)_ J: (fl _fi—l).(b(uj—i’uj—iﬂ)]

1

-(P(uo,ul)_l +fi,Jj=2,..m,

und
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fl(MO’ul’ﬁl):fl(uO’ul’ﬁj) ’
fj(uo,...,uj,b_t],...,ﬁj)zfj(uo,...,uj,ﬁj,fl,...,fH) ,j=2,...,m.

Es gilt

f_j(?j,n’zj,n**) = &(tj) ° ] = 17-'-am’
‘f_/(E{Z,n’Z/’”x*}) :&(t/) ’ J = 1,...,m.

Die Anwendung des Fehlerfortpflanzungsgesetzes auf fj ergibt:

D(VN" (a(e) -a(r))) )—=2 N(0, Var, a(r))} )

mit
R A _le 0 '
Var,{d(t;)} =D - 0 A D,
5 _[afj(u) afj(u)]
;= N
; du, it BT, T, )
Fiir die Ableitungen von f, erhilt man:
a];l(uo’l"l’ﬁl) _ afl(uO’ul’l’_tl) _ — -2 aq)(uo’ul)
u, - u, = —oxp()- (i) du,
afl(uO’ul’ﬁl) _ afl(uO’ul’l’_tl) _ —CXP(E)'Q)(MO,MI)_z a¢(u0,u1) ’
du, du, du,
of ) d NTANT) -
it 8] Ot T8) _ ooy o).
U, o,

Fiir die Ableitungen von fj, j=2,...,m, nach Uyseoos U ergibt sich:

afj(uo,...,uj,b_ll,...,b_tj) _ afj(uo,...,uj,ﬁj,fl,...,fjfl)

au, ou,
&(of  of, -1 &
= (_Z_; (%‘%J"p(“j—i ’uj—i+l)j ‘ ¢(u0’ul) +(exp(l’_lj)_ L (fz - fi—l) : ¢(“
_aq)(uo’“l)_l + afj—]
ou, ou,

—i>%jin

)
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Gf,(uo,...,uj,ﬁl,...,ﬁ,) B af_,-(uo,...,uj,ﬁ_,-,fl,...,f,-_l)

ou, ou,
:-((f, -7 )M+i(i_%]¢(uu )J¢(u u)—l
J-1 Jj-2 aul - aul aul =i P j—itl 12 %o

-1

-1 0 Iy
+(exp(ﬁj)_ (fi_ﬁ-l)"l)(”j—w”j—Hl)]' ¢(L§)M1Mq) * EJ):;_ ’

af].(uo,...,uj,ﬁ,,...,ﬁj) _ afi(uo,...,uj,ﬁj,f,,...,f_H) ~

u, du,
a¢(“ka”k+1) a¢(”k—1’”k) (9 I,
1 9 i—1
O(ug,u,) +§T’k k=2,.,j-1

Bf_,.(uo,...,uj,b_tl,...,ﬁj) ~ af_/.(uo,...,uj,b_tj,fl,...,f_,._l) ~
ou; du;

afj(uo,...,uj,ﬁl,...,ﬁj) _ afj(uo,...,uj,b_tj,fl,...,fj_l)

o, o,

a‘p(”k ’”k+1) _ exp(u, )(”k - ”k+1) ~ (exp(uk) - exp(”k+1))

diy (”k - ”k+1)2

)

a¢(“k ’uk+1) —exp(Uy,, )(uk - “k+1) + (eXp(“k) - exp(“k+1)) '

i, (“k - “k+1)2

Bei der Berechnung der Ableitungen ist zu beachten, dass die Funktionen f, und

fi,i=1,...,j, fiir k> i nicht von u, und %, abhéngen und somit gilt:
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i:() und %ZO fiir k > 1.

du, u,

Damit ergibt sich z.B. fir u= E{Y, ,,Z, ..}

J.n?

o,

H(t) = (1) j

(u) — eXp(ln cpu(tj)) . ¢(11’1,U(f0),11’1,u(t1)) = Cpo(tj) ’ (ln,u(fo) — ln,ll(to)

Wegen der strengen Monotonie von u(z) ist der zweite Faktor im letzten Produkt von

Null verschieden; ferner gilt nach den Annahmen dieses Satzes ¢, (¢,) >0 . Daraus ist

ersichtlich, dass die partiellen Ableitungen von Dj_(u) an der Stelle

u=E{Y.

J

,n’Z

jone

} nicht verschwinden, was eine notwendige Voraussetzung fiir die

Anwendung des Satzes A.2 ist. H

Die in die Voraussetzungen des Satzes aufgenommene Bedingung ¢, (¢,)>0 ist fiir

praktische Anwendungen des Satzes unkritisch, da quasi alle Funktionen, die zur
Beschreibung von Konzentrationsverldaufen nach oraler Dosierung benutzt werden,

nur an der Stelle £ =0 den Wert Null annehmen.
Mit Var,{a(t;)} bezeichnen wir im Folgenden den Varianzschitzer, der sich ergibt,

wenn man die unbekannten Modellparameter 0'1.2]., ij**, u(t,), c,,(t;) in

. A7'X j 0 '
Var,{a(t;)} = D; - 0 171y "D
J
(vgl. Satz 3.15) durch folgende Schitzer ersetzt:

A**_ 1
' -1

i sk

Y z.-Z.)z,.-Z.), ii'=1..],
k=1

o 1 ¢ — =
=3 (V=) (Y= ¥), ii'=0,.sj,
n—13

c,,(t)=exp{Z,}, i=1...J,
u(t)=expll,}, i=0,..,j.

Der folgende Satz diskutiert die asymptotischen Eigenschaften des Schitzers a(z;)

unter Verwendung der geschitzten asymptotischen Varianz.
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Satz 3.16 (Asymptotische Eigenschaften des Schiitzers fiir die Input-Funktion)

Unter den Modellannahmen V-V besitzen die Schitzer a(t;) und Var,{a(z;)} die

folgenden asymptotischen Eigenschaften:

i) Var,{a(t;)}konvergiert fast sicher gegen Var,{a(¢;)}, d.h.
Nl*i*rEderA {a(t))} =Var,{a(t))} f.s.,

ii) a(t;) ist geeignet standardisiert mit Var,{a(t;,)} asymptotisch standard-

normalverteilt, d.h.

P At' —al(t, w5k
p| VN7 D ZAU) | wee SNy

Jvar, (a(t)))

iil) Mit d(r;) £ u,_,, -\/V&rA {a(t,)}/ N™ ist ein asymptotisches Konfidenzinterval fiir

a(t;) zum Niveau 1—« gegeben, d.h. es gilt

Pa(t)) =t ps Var (@)} I NT <a(1) S a1+t Var, {a(t)} /N

N**—o00

l1-c.

Beweis:

Analog zu Satz 3.3. ®

Im Folgenden werden noch drei weitere Schitzer fiir die asymptotische Varianz von

a(t;) angegeben, die auf der numerischen Approximation des Gradienten und den

Jackknife-Verfahren I und II beruhen.

Satz 3.17 (Varianzschitzung fiir die Input-Funktion mit numerischer

Approximation des Gradienten)

Gegeben sei die Situation von Satz 3.15 mit der dort definierten Funktion f;.

A,,ne N, sei eine Folge reeller Zahlen mit A, #0V ne N und limA =0.

n—>o0

59



Ferner sei

L (¥ ¥

= T s ——
S ou ou,
0 J

mit

a_f:'/_f(y +A eljil"_jn**) f_(_ _A elj_:lla_jn**)

- s l=07" sJs
du, 24, /
af f( J.n? ]n**+An'e) f_(_/ n’_/ n**_An'e;) i=1 j
aui 2An ] 909 )
und
Zj*:(a-lzlw)uzlj Z _(62 )” =0,..j *

Dann ist
2 n A A —121_ 0 ~ '
Var,{a(t;)} = Dn,fj . 0 /’L**“ﬁ’;* 'Dn,f_,

ein streng konsistenter Schitzer fiir die asymptotische Varianz Var,{a(z;)}, d.h. es

gilt:

Tim Var, {a(t,))} =Var,(a(t))} [ ...

Beweis:

Da die Funktion f, in der Umgebung von E {

J j.n? Jn**

} stetige partielle Ableitungen
besitzt (siche Beweis zu Satz 3.15), folgt die Behauptung aus der strengen Konsistenz

von i‘,w und i‘, und durch Anwendung des Lemmas 3.4. ®

Satz 3.18 (Konsistenz der Jackknife-Varianzschitzung vom Typ I fiir die Input-
Funktion)

via(t ;)} sei der entsprechend Definition 3.8 konstruierte Jackknife-Varianzschétzer

vom Typ I fiir a(z;). Ferner seien die Voraussetzungen des Satzes 3.15 erfiillt, dann
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gilt:
1) V’{d(tj)}ist streng konsistent fiir die asymptotische Varianz VarA{d(tj)} gemdl

Satz 3.15 von a(z;), d.h.

lim N™-V'{a(r,)} = Var,{a(t,)} f.s..

iy D( (a)-a())/ V' (aG,)))—222s N(0,1).
Beweis:

Der Satz kann durch Anwendung des Satzes 3.10 mit der Funktion f . aus Teil ii) des

Beweises von Satz 3.15 bewiesen werden. M

Satz 3.19 (Konsistenz der Jackknife-Varianzschéitzung vom Typ II fiir die Input-
Funktion)

V7{a(t;)} sei der entsprechend Definition 3.12 konstruierte Jackknife-
Varianzschitzer vom Typ II fiir a(z;). Ferner seien die Voraussetzungen des Satzes

3.15 erfiillt, dann gilt:
D vVau ;) }ist streng konsistent fiir die asymptotische Varianz Var, {a(t ;)} gemiB

Satz 3.15 von a(z;), d.h.

lim N™-V"{a(1,)} = Var {a(t,))} f.s.,

N#**—00

iy D( (a(t,)-a())/ V" a,)})—2=22 N(0.1).

Beweis:

Der Satz kann durch Anwendung des Satzes 3.13 mit der Funktion f , aus Teil 1) des

Beweises von Satz 3.15 bewiesen werden. W
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3.3. Bemerkungen zu Versuchsdesigns mit dquidistanten und identischen
Messzeitpunkten

Die in diesem Kapitel betrachteten Verfahren zur Schitzung der Response-Funktion
(Konzentrationen des Wirkstoffes nach oraler Gabe der Formulierung) basieren auf
der Annahme, dass Messungen fiir die Impuls-Response (Konzentrationen des
Wirkstoffes nach intravendser Gabe) und die Input-Funktion (Freisetzung) zu
gleichen, dquidistanten Zeitpunkten vorliegen. Bei der Schitzung der Input-Funktion
wird dementsprechend davon ausgegangen, dass Messungen der Impuls-Response

und der Response-Funktion zu gleichen, dquidistanten Zeitpunkten verfiigbar sind.

Diese Annahmen konnen zwar durch ein geeignetes Versuchsdesign erreicht werden,
bedeuten aber auch eine Einschrinkung bei der Planung der Experimente. Entscheidet
man sich zudem fiir einen geringen zeitlichen Abstand zwischen den
Messzeitpunkten, konnen diese Voraussetzungen schnell zu einer groen Anzahl zu
analysierender Proben fiihren. So sollen z.B. laut einer FDA Richtline (FDA, 1997a)
zur Etablierung einer in vitro/invivo Korrelation die Freisetzungsprofile von
mindestens 12 Untersuchungseinheiten ermittelt werden, wihrend Studien zu
Wirkstoffelimination typischerweise mit 6 bis 36 Probanden durchgefiihrt werden.

Mochte man also die Wirkstofffreisetzung und —elimination iiber 24 Stunden mit
einer Probe pro Stunde verfolgen, sind z.B. fir n =12,n=12 und Ar=1

12x12x25=3600 Proben zu analysieren.

Die Voraussetzung gleicher und &dquidistanter Zeitpunkte erscheint weit weniger
einschrinkend, wenn man sich klar macht, dass sie nicht fiir alle Probanden bzw.
Versuchseinheiten erfiillt sein muss, sondern dass es ausreichend ist, wenn die
Mittelwerte der Messungen fiir die Impuls-Response und die Input-Funktion diese
Bedingung erfiillen. So ist es z.B. in dem oben skizzierten Beispiel moglich, bei der
Bestimmung der Wirkstoffelimination die Probanden in zwei Gruppen einzuteilen
und in der einen Gruppe Proben zu den geraden Zeitpunkten (0, 2, 4,...,24 Stunden)
und in der anderen Gruppe Proben zu den ungeraden Zeitpunkten (1, 3,...,23 Stunden)
zu sammeln. Fir den Mittelwert iiber beide Gruppen sind die Messzeitpunkte dann

wieder dquidistant mit einem Abstand von einer Stunde (At = 1) . Eine entsprechende

Bemerkung gilt fiir die Messung der Freisetzungsprofile.
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Um den Schitzer é[m(t j) berechnen zu konnen, ist es lediglich notwendig, fiir die

Impuls-Response und die Input-Funktion ein &quidistantes Gitter von
Messzeitpunkten zu definieren und Messungen fiir jeden Zeitpunkt durchzufiihren. Im
Extremfall konnen sogar fiir eine erste Gruppe von Probanden nur zum ersten
Zeitpunkt Proben gesammelt werden, fiir eine zweite Gruppe nur zum zweiten
Zeitpunkt, usw.. Man kann das in Vs beschriebene asymptotische Modell auf mehr als
zwei Stichproben verallgemeinern und annehmen, dass in jeder Stichprobe die Anzahl
der Beobachtungen mit konstantem Anteil am Gesamtstichprobenumfang wichst.

Indem man jede Gruppe von Versuchseinheiten als eine eigene Stichprobe auffasst,

sieht man, dass die asymptotische Normalitdt des Schitzers 5po(tj) erhalten bleibt.

Auch alle in diesem Kapitel besprochenen Methoden zur Schitzung der

asymptotischen Varianz von épo(t j) sind auf den Fall mit mehr als zwei Stichproben

ibertragbar. Besonders einfach ist dies fiir die Jackknife-Varianzschitzer, die direkt

angewendet werden konnen.

Entsprechende Bemerkungen gelten fiir die Schétzung der Input-Funktion a(z)).
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4. Varianzschitzung bei allgemeineren Versuchdesigns

In Kapitel 3 wurde die Response-Funktion, d.h. die Konzentrationen nach oraler Gabe
der Formulierung, unter der Annahme geschitzt, dass Messungen fiir die Impuls-
Response (Konzentrationen des Wirkstoffes nach intravendser Gabe) und die Input-
Funktion (Freisetzung) zu gleichen, dquidistanten Zeitpunkten vorliegen. Dies kann
zwar durch ein geeignetes Versuchsdesign erreicht werden, bedeutet aber auch eine
Einschrinkung. In der Regel ist es z.B. iiblich, nach intravendser Applikation eines
Wirkstoffes zunidchst hidufiger Blutproben zu nehmen und dann die Abstéinde
zwischen den Messzeitpunkten sukzessive zu vergroern. Ferner ist es vorteilhaft,
wenn man in der Studie zur Schitzung des Konzentrationsverlaufs nach intravendser
Gabe des Wirkstoffes die Messzeitpunkte wihlen kann, von denen man sich eine gute
Approximation der Konzentrations-Zeit Kurve erhofft, ohne dabei auf die Belange
des Experiments zur Schitzung der Freisetzung des Wirkstoffes Riicksicht nehmen zu

miissen.

In diesem Kapitel schlagen wir einen Schitzer fiir die Response-Funktion vor, der fiir
flexiblere Designs geeignet ist, bei denen nicht gleiche, dquidistante Messzeitpunkte

vorliegen.

4.1. Schitzung der Response-Funktion

Aus der heuristischen Herleitung der im Rahmen dieser Arbeit betrachteten Schitzer
in Kapitel 3.1 wird deutlich, dass zur Definition eines Schitzers fiir die Response-

Funktion
e, (1) = [ 1t = u)- o' () dlu
0

zunidchst eine Zerlegung des Intervalls [0, 7] angegeben werden muss. Soll die
Response fiir einen Zeitpunkt 7 geschitzt werden, an dem eine Beobachtung fiir die

*

Inputfunktion (Freisetzung) vorliegt, d.h. gilt t € {tf ,...,tm*}, ist es naheliegend, das
Intervall [0, t] entsprechend den Beobachtungszeitpunkten fiir die Input-Funktion zu

zerlegen: 0=1, <1 <..< 1=t mit je{l,...,m }
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Fiir die Werte @ ; , mit denen «'(t) auf den Teilintervallen ¢, , <t <7, j=1,..,m’,

approximiert werden soll, d.h. fiir die gilt
a'(t)y=a; th'_l <t< tj‘, j=1....m,t,=0,
lassen sich dann die Schitzer verwenden, die bereits in Kapitel 3.1 verwendet wurden:

a, = exp()?,l)/tl* ,

A ex Yc‘ —¢eX Yo'_ . gy 1 I *
a. = p( j) p( J l)’j=2’“.,m’ mit X Z—ZXk([ )

J * * °J * il
(tj_tj—l) n o

Da hier nur Messzeitpunkte eingehen, an denen Beobachtungen fiir die Freisetzung
vorliegen, lassen sich Schitzer fiir die a ; direkt angeben, und es ist nicht nétig, z.B.
ein Interpolationsverfahren zu verwenden. Ferner passt die Verwendung der
Messzeitpunkte der Input-Funktion fiir die Zerlegung des Intervalls [0, #] sehr gut mit
der Annahme zusammen, dass «'(¢) auf den Teilintervallen stiickweise konstant ist.
Mathematisch bedeutet diese Annahme, dass wir fiir oa(f) zwischen den

Beobachtungszeitpunkten eine lineare Interpolation durchfithren. Aus pharma-
kokinetischer Sicht ldsst sie sich so interpretieren, dass die zwischen zwei
Beobachtungszeitpunkten in den Korper eingebrachte Dosis gleichméfig im Sinne
einer Kinetik 0. Ordnung, wie z.B. bei einer Infusion mit konstanter Infusionsrate,

eingebracht wird.

Um die aus den beschriecbenen Griinden vorteilhafte Zerlegung des

Integrationsintervalls [0, ] entsprechend den Beobachtungszeitpunkten der Input-
Funktion (Freisetzung) durchfiihren zu konnen, werden wir uns im Folgenden bei der

Schitzung der Response-Funktion ¢, (¢;) auf Zeitpunkte ¢ € {tf ,...,t;*} beschridnken.

po

Um zu einem Schitzer fiir die Response-Funktion zu gelangen mit

*

7 j
c,o(t})= [t —wawydu =Y a-AUCG; -1, 11 ,)
0 i=1

(sieche Kapitel 3.1) ist noch zu klidren, wie die AUC auf den Intervallen

* *

(t; —1,,1, —tf_l), j= L.,m, i= I,...,j, geschitzt werden soll, da bei allgemeinen

Versuchsdesigns an den Intervallgrenzen in der Regel keine Messungen der Impuls-
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Response vorliegen. Wie in Kapitel 3, verwenden wir weiterhin die Methode von
Gagnon und Peterson (1998) zur Schitzung der AUC. Sollte an den Intervallgrenzen
kein Messwert fiir die Impuls-Response, d.h. die Konzentration nach intravendser
Gabe des Wirkstoffes, vorliegen, wird durch lineare Interpolation der gemessenen
Wirkstoffkonzentrationen auf der logarithmischen Skala ein interpolierter Wert

ermittelt.

Die erlduterten Schritte zur Definition eines Schitzers fiir die Response-Funktion

werden in der folgenden Definition prizisiert und zusammengefasst.

Definition 4.1

Es sei #,=0 und t, >¢,.. Im Rahmen des im Kapitel 1 beschriebenen Modells kann

-} durch die

m*

ein Schitzer fiir die Response-Funktion zum Zeitpunkt f; e{r/,...,t
folgenden Schritte erhalten werden:

i) Zerlege das Intervall [0, t;f] disjunkt und vollstindig in Teilintervalle

entsprechend den  Messzeitpunkten der Input-Funktion (Freisetzung):

0=1, <1, <..<t;.
ii) Berechne a,,i =1,..., j, gemiB

a, = exp()?_l)/tl* ,

~ :CXP(Y"-)—CXP(Y,FI) =9 . . Y :in X *
a; (t,»*—t;_l) ,1 yeees J, It . n,;’ k(t[).

iii) Fiir die Differenzen der Zeitpunkte ¢,, =1, —1;,i=1,..., j, sei

1

L * *
), =max{t, [ =0,....m|t, <1, -1}

der letzte Messzeitpunkt der intravendsen Konzentrationen (Impuls-Response) vor

und

U _ . _ B .
t_j,i - mll’l{ll,l - 0,...,m| tl 2 t] _ti }
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der erste Messzeitpunkt der intravendser Konzentrationen nach t;,l. . Schitze die
Funktionswerte von In £i(¢) zu den Zeitpunkten t;,l. durch

t

Infii}) = () e AR (i) mi o)=Y ().

ji b ji b nj=

iv) Falls zwischen tj —¢t und tj —t,_, keine Messzeitpunkte fiir die intravendsen

*

Konzentrationen existieren, schitze die AUC(t, —t,,t,—1,,) fiir das Intervall

* *

(t,—t,,t,—1_,) durch

et =i -ip= =i R A
i -1

Falls zwischen tj —t und tj —t,_, Messzeitpunkte fiir die intravenosen
Konzentrationen existieren, werden diese beriicksichtigt, indem das Intervall

(t;—t,,1,—1_,) entsprechend in Teilintervalle zerlegt und dann die AUC auf den
Teilintervallen geschitzt wird.

v) Definiere den Schitzer fiir die Response-Funktion durch

j_

j
&o(6)=Y a,- AUCH, 1], £, —17).
i=1

Die in die Definition aufgenommenen Bedingungen #, =0 und ¢, >¢,, stellen sicher,

dass die Mengen
{t,,l =0,...m| 1, <t -1, } {t,,l =0,...m| 1,21, —1, }
nicht leer und somit die GroBen ¢}, und ¢}, sinnvoll definiert sind.

Fiir den Spezialfall, in dem Beobachtungen fiir die Konzentrationen nach intravendser
und oraler Gabe zu gleichen, dquidistanten Zeitpunkten vorliegen, stimmt der in
Definition 4.1 definierte Schitzer fiir die Response-Funktion mit dem in Kapitel 3.1

diskutierten Schitzer iiberein.

Die Berechnung des Schitzers soll an einem Beispiel demonstriert werden.
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Beispiel 4.2

Wir nehmen an, dass Beobachtungen fiir die Freisetzung (Input-Funktion) zu den
Zeitpunkten t;,j=1,...,6, vorliegen: 1 h, 2 h, 4 h, 8 h, 16 h, 24 h, und dass
Konzentrationsmessungen nach intravenoser Gabe (Impuls-Response) zu den
Zeitpunkten 7,,j=0,...,7: 0h, 1 h,2h, 4 h, 6 h, 12 h, 16 h, 24 h verfiigbar sind. Die
Response-Funktion, d.h. die zu erwartende Konzentration nach oraler Gabe, soll fiir

den Zeitpunkt ¢, = 4h geschitzt werden:

*

¢,(t)= i&-AUC(tQ‘—t?,t;‘—t,f_n

* *

=d,- AUC(t; —t,,t,—t,)+d, - AUC(t; —t,,t, —t, ) +d,- AUC(t, —t;, t; —t,)

=d,-AUC(3,4)+d, - AUC(2,3)+d,- AUC(0,2) .

Um die benotigten AUC Fliachen schitzen zu konnen, muss die Konzentration nach
intravendser Gabe des Wirkstoffes zum Zeitpunkt 7=3h durch Interpolation

geschitzt werden:
Inf1(3)=05-Y.(2)+05-Y,(4).
Mit

R _ . a X )— X
a, = exp(x-l)/tl ,d; = exp( "1 efp( 1) 1=2,3,
(&7 —1)

ergibt sich damit als Schitzer fiir épo(3) :

¢, (n)=a,-AUCG3,4)+d,  AUC(2,3) +d3 : Az?C(o 2)

4 .[1(3)_‘[1(4) +4 [‘(2) 1 +4 i( ) A(ti)_.a(tz 1)

0 A() @) np(2)- lnu Inf(t,) =1,
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05-Y,(2)-05-Y.(4)
(

_exp(X.(1)) exp(05-%(2)+05-¥.(4))—exp(¥.(4))
1
( ) exp()?, (1)) ‘ eXP(Y. 2)) - exp(O.S- Y,(2)+05- 7(4))
Y.

+

1 05-Y,(2)-05-Y,(4)
L SXP(X.(4))—exp(X.(2) (exp(¥.(0))—exp(¥(1)) exp(¥ (1))—exp(f(2))]
2 R(0)-%.() R)-T@) )

1

05 05
1

und den Konstanten

k =1k =1k =05,

ki =0,k =0, ky=0,k, =1,
ky =0, ky, =0, kyy =1,k =0,
ky =1 ks, =1, ky; =0,k;, =0,

lasst sich der Schitzer darstellen als
&y(ts)=F(X.. M -Y,),

wobei die Funktion f:R® — R gegeben ist durch

SV Woseoes ) = Z{ (exp(v,) —exp(v,,)) ikijeXp(Wf)‘e"p(w“)}

w,—w,

und zur Vereinfachung der Notation vereinbart wird, dass exp(v,) =0 gilt.

Der folgende Satz diskutiert die asymptotischen Eigenschaften des Schitzers ¢, (t j).
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Satz 4.3 (Asymptotische Verteilung des Schiitzers fiir die Response-Funktion)

Unter den Voraussetzungen V; und V3-Vs besitzt der Schitzer é[m (t j) aus Definition

4.1 die folgenden asymptotischen Eigenschaften

i) ¢,,(t;) konvergiert fast sicher gegen einen Grenzwert ’c“po(t j), d.h.
llmmcpo(tj)=cp0(tj) f.s.,

i) é[m(t j) ist asymptotisch normalverteilt, d.h.
D(VN'(&,,(1) =2, (1)) | =22 N(0,Var, (¢,,(;)})

Der Grenzwert Epo(tj) und die asymptotische Varianz Var, {6po(t i )} sind im Beweis

dieses Satzes angegeben.

Beweis:

i) Nach dem starken Gesetz der groflen Zahlen (sieche z.B. Serfling, 1980, S.27)
konvergieren die Vektoren der Mittelwerte

X, =(X.0). X.00).

Y, =(X@)....Y.2,))

fast sicher gegen ihren Erwartungswert:

(Yj n*j N—oo [E{YJ’!*}]
| ——> _ f.s.
Y, Ely, 1

mit

E{X,,.}=(lna().. . ..lna(t,))),

E{Y, ,}=(Inu(ty),....Inu(t,))".

Mit einer geeigneten Interpolationsmatrix M e RV den Konstanten

%

* * -1, . .
klz(tl.—tH) ,i=1,..,j, und weiteren von f,

l 1

,i=L..,j, und ¢,i=1,.,m,

abhingigen Konstanten k, 20,i=1,....m,[=1,...,L, lédsst sich der Schitzer 5,70(1,»

darstellen als
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épo(t;) = fj,M(Xj,n*’Kn,n) = fj(Xj,n*’ M- Ymn)
Dabei ist die Funktion f; gegeben durch

L

Fi eV W W) = Z]:{ki(exp(vi) —exp(vi))- Yk, exp(w,) - CXP(WZ-')}

I=1 W =W

und fiir jedes i=1,..,j ist fir wenigstens ein [ =1,..,L, k,;, >0 (jede Inputrate wird
mit wenigstens einer AUC-Fliche multipliziert). Die Funktion f, , erfiillt die

Voraussetzungen des Satzes A.1 im Anhang A und mit

gpo(t;) = f/M(E{YM}E{Ym"})

folgt die Behauptung durch Anwendung dieses Satzes.

ii) Wegen der Unabhingigkeit der Mittelwertsvektoren X . .,Y = und der Annahme

j.n** Tm,n

Vs folgt aus der multivariaten Version des zentralen Grenzwertsatzes

Xpw)| X . 0O\ (A%, o
> ”M] {7} j ’ N[[o]’( 0 ) )

Weiter unten wird dargelegt, dass die Funktion f;, aus Teil 1) des Beweises die

Voraussetzungen des Satzes A.2 im Anhang A erfiillt. Wegen

I, 0)\(E{X,,.}) ( E(X,,)
o M)\ EWX,,) ) (M -E,,)
gilt

(E(X,, LEW, =57 [E)
Ll EE L EERD=E) 0y [ ey

und es folgt

B B B _ I. 0
ij,M(E{Xj,n*}’E{Ymsn})=fo(E{X””*}’M'E{Ym’n})‘[0] M]’

Da weiterhin gilt
épo(t;) = fj,M(‘)?j,n*’ZL,n)’

2, (0)=1,u(E{X,. }E[L,.}).
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ergibt die Anwendung des Satzes:

D(VN(,,(1)) -2, (1)) )22 N(0.Var, (2,,(,)})
mit
Var,{¢,,(t,)}

=Vfiu (E{Yj,,liz},E{fm,,l})‘[l _Ozf lf).zj

VE o (X0 BT, )

_ _ A ye 0
=Vf.f(E{Xj,n*}’ME{Ym,n})‘( 0 A“MZM'j

V(E(X, ,.}.ME{Y, }).

Die partiellen Ableitungen von f; sind dabei gegeben durch:

~ L exp(w,)—exp(w L exp(w,) —exp(w
ﬁzkkexp(vk)'zkkl p(w,) p( l_l)_kk+1exp(vk)'zkk+11 p(w,) p( 1—1)’

k

=1 W, — w4 = W, —w,_,
k=1, j—1,
/i _ k;exp(v;)- ZL,k. exp(w,) = exp(w,.,)
avj J J = Jjl Wl _ WFI
of ¢ - - _
f; _ Y Lk (exp(v)—exp(v, )| &, exp(wy)(w, —w, ) + (e)q;)(wl) exp(w,)) ’
aw, ‘o (W1 _ Wo)

W - Z {ki (exp(vi) - exp(vi—l )) ’ T}

i=1

k. exp(w, )(Wk — Wi ) - (eXP(Wk ) —exp(w;_ ))
7= ‘ (Wk Wi )2
- k. —exp(w, )(Wk+1 - Wk)+(exp(wk+l)_exp(wk )) ’

(Wk+1 - Wy )2

k=2,..,L—-1,
Vi 3 expts) —enptv, )| , SR T (Expn) Zexpln, ) |
w, I (WL - WL—I)

Die partiellen Ableitungen von f;

existieren in einer Umgebung von

(E{Yj,n*

},M-E{Zm}) und sind dort stetig, da in dem Vektor M-E{Ym)n} zwei

jeweils benachbarte Komponenten nicht identisch sind. Wire dies der Fall, wiirde
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eine nicht definierte Division durch Null erfolgen. Dies folgt aus der strengen
Monotonie von U (?) und der verwendeten Interpolationsformel, die linear in den
Logarithmen von U (¢ ) und somit monotonieerhaltent ist.

Um die Anwendung des Satzes A.2 zu rechtfertigen, ist noch zu zeigen, dass Vf, ,

an der Stelle (E {(X. .},M-E{Y }) nicht verschwindet. Dies sieht man am

j.n* m,n

einfachsten an der partiellen Ableitung nach v, :

exp(w,) —exp(w,_,)
W =w_,

of; L
a_vj.:kj exp(vj)-;kﬂ

J

Es gilt k; = (t: — t;.ll)fl >0 und fiir wenigstens ein [=1,..,L ist k,>0 (jede
Inputrate wird mit wenigstens einer AUC-Flache multipliziert). Da zudem wegen der
strengen Monotonie von U (1) (exp(wl) - exp(w]_l)) / (w] - w]_l) >0 gilt, folgt, dass

die partielle Ableitung nach v, an der Stelle (E {(X. .},M-E{Y }) positivist. W

j.n* m,n

Analog zu Lemma 3.1 kann gezeigt werden, dass fiir eine verfeinerte Zerlegung des

Integrationsintervalls der Grenzwert des Schitzers ¢,,(7) gegen c,,(7) konvergiert.

Wegen der unhandlichen Form der partiellen Ableitungen von f; konzentrieren wir

uns im Folgenden auf Schitzer fiir die asymptotische Varianz, die ohne die explizite

Angabe der Ableitungen auskommen.

Satz 4.4 (Varianzschitzung fiir die Response-Funktion mit numerischer

Approximation des Gradienten)

Gegeben sei die Situation von Satz 4.3 mit der dort definierten Funktion f,

A,.,ne N, sei eine Folge reeller Zahlen mit A, #0V ne N und limA, =0.

n—oo

Ferner sei

p =¥ Y
n.f; aV] ’“.,aWL

mit
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, 1=1,...,7,
W, 2A J
afAj fj()?j,n*’M'(Ym,n +An 'e’i;ll))_fj()?j,n*’M'(?m,n —An 6:::1)) 0 I
= , i=0,...,L,
ow, 2A,
und Zj’ = (67 ;o L= (670 -
Dann ist
Vér e, upt=0,,-| " T 0 1B,
! 0 A MEIM /

ein streng konsistenter Schitzer fiir die asymptotische Varianz von Var, {6[,0 ()}, dh.

es gilt:

lim Var, {8, (1)} =Var,{é,, (1)} f.s..

Beweis:

Im Beweis zu Satz 4.3 wurde bereits gezeigt, dass fiir die Funktion
i Visees Vs Woseo W, ) = fj(v,,...,vj, M~(w0,...,wm)),

mit f, definiert wie im Beweis zu Satz 4.3, Vf, | in einer Umgebung von

(E{X, .} E{Y, })'=(Ina(r).....Ina(t,). Inp(1,),....In (1))
existiert, an dem Punkt selbst stetig sind und dort nicht verschwindet. Damit folgt der

Satz durch Anwendung von Lemma 3.4. ®

Satz 4.5 (Konsistenz der Jackknife-Varianzschitzung vom Typ I fiir die

Response-Funktion)

In der Situation von Satz 4.3 sei V'{¢ (z;)} der entsprechend Definition 3.8

po
konstruierte Jackknife-Varianzschétzer vom Typ I fiir ¢, (¢,) , dann gilt:
i v'{e

0 (1;)} ist streng konsistent fiir die asymptotische Varianz Var,{¢ 01D}

gemdl Satz 4.3 von ¢ ,,(¢;), d.h.
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lim N* -Vl{épo(tj)} =Var,{¢,(t)} f.s.,

N*—o0

i) D{ (000t~ 2, 1)) VT 0} ) =222 N (0, 1).

Beweis:

1) Die Behauptung kann durch Anwendung des Satzes 3.10 bewiesen werden. Die

entsprechenden Eigenschaften der Ableitungen der Funktion f;, wurden bereits im

Beweis zu Satz 4.3 diskutiert.

i1) Folgt aus 1) durch Anwendung des Lemmas von Slutsky (siehe Serfling, 1980,
S.19), m

Satz 4.6 (Konsistenz der Jackknife-Varianzschitzung vom Typ II fiir die

Response-Funktion)

In der Situation von Satz 4.3 sei V”{épo(tj)} der entsprechend Definition 3.12

konstruierte Jackknife-Varianzschitzer vom Typ Il fiir ¢, (7,) , dann gilt:

i) vie L, (1;)} ist streng konsistent fiir die asymptotische Varianz Var,{c o1}

gemidB Satz 4.3 von ¢, (t,), d.h.

lim N* -V”{épo(tj)} =Var, (¢, (t)} f.s.,

N*—o0

ii) D( (6po(tj)—'c'po(tj))/ V”{épo(;j)})% N(0,1).

Beweis:

Die Behauptungen konnen durch Anwendung des Satzes 3.13 bewiesen werden. Die

entsprechenden Eigenschaften der Ableitungen der Funktion f; , wurden bereits im

Beweis zu Satz 4.3 diskutiert. [ ]
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4.2. Schitzung der Input-Funktion

In diesem Kapitel schlagen wir einen Schitzer fiir die kumulative Input-Funktion, d.h.
die kumulative Freisetzung des Wirkstoffes, vor, der nicht auf der Annahme gleicher
und &dquidistanter Messzeitpunkte fiir die Impuls-Response (Konzentrationen des
Wirkstoffes nach intravendser Gabe) und die Response-Funktion (Konzentrationen

nach oraler Gabe) beruht.

Wie bei der Schitzung der Response-Funktion in Kapitel 4.1 muss auch bei der

Schitzung der Input-Funktion « (¢) zum Zeitpunkt ¢ zunéchst eine Zerlegung des

Integrationsintervalls [0, f] angegeben werden. Im Folgenden werden wir uns bei der
Schitzung der Input-Funktion auf Zeitpunkte fe {tf s m**} beschrinken und das
Interval [0, ] entsprechend den Messzeitpunkten fiir die Response-Funktion zerlegen:
0=1, <f; <.<t; =t mit je {l,mw} Dies ermoglicht es, einen Schiitzer fiir die
Input-Funktion zu definieren, der keine Interpolation von Messwerten fiir die

Response-Funktion ¢, (¢;) verlangt.

Mit dieser Zerlegung des Integrationsintervalls und der Annahme, dass sich die

Freisetzungsrate a, auf dem Intervall [¢,",,7; ], j=1,...,m" , durch die Differenz

s at; )—alt; )

J
-t

approximieren lésst, ergibt sich analog zu Kapitel 3.1

ek ok

ot ) a(tl 1) AUC(l — .*,tj”—fi'_'])-

l

fu(r —u) o' (u) du = Zj“

i=1 l i-1

Da Beobachtungen fiir die Response-Funktion vorliegen, kann durch Auflosen dieser

Gleichung nach « (tj*) ein Schitzer fiir die kumulative Input-Funktion konstruiert

werden. Dabei ist lediglich zu kliaren, wie die AUC auf den Intervallen

sk

(t; =t ,1; =), j=L..,m", i=1,.,j, geschitzt werden soll, da bei allgemeinen

Versuchsdesigns an den Intervallgrenzen in der Regel keine Messungen der Impuls-
Response vorliegen. Wie in Kapitel 4.1 verwenden wir weiterhin die Methode von
Gagnon und Peterson (1998) zur Schitzung der AUC. Sollte an den Intervallgrenzen

kein Messwert fiir die Impuls-Response, d.h. die Konzentration nach intravendser
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Gabe des Wirkstoffes, vorliegen, wird durch lineare Interpolation der gemessenen
Wirkstoffkonzentrationen auf der logarithmischen Skala ein interpolierter Wert

ermittelt.

Die erldauterten Schritte zur Definition eines Schitzers fiir die kumulative Input-

Funktion werden in der folgenden Definition prézisiert und zusammengefasst.

Definition 4.7

Essei f,=0 und ¢, >1,... Im Rahmen des im Kapitel 1 beschriecbenen Modells kann
ein Schitzer fiir die Input-Funktion zum Zeitpunkt ¢ €{t",....t,..} durch die

folgenden Schritte erhalten werden:

1) Zerlege das Intervall [O, t:*] disjunkt und vollstindig in Teilintervalle

entsprechend den Messzeitpunkten der Response-Funktion (Konzentrations-

messungen nach oraler Gabe): 0=1, <t <...< tj*

ii) Berechne clw(tj ) gemil

i) =eplZp) mic Zip="t ¥ 7).
k=1

*ok

iii) Fir die Differenzen der Zeitpunkte ¢,, =1, —1,

l

,i=0,...,], sei

1= max{t,,l =0,....,m| 1, <t; —tl.**}

der letzte Messzeitpunkt der intravendsen Konzentrationen (Impuls-Response) vor
t;wl und

17 = min{t,,l = 0m| 1,2t —tf*}

der erste Messzeitpunkt der intravendsen Konzentrationen nach t:i . Schitze die

Funktionswerte von In ti(¢) zu den Zeitpunkten t;wl durch

# L U #

i) = ) ) mit %)= L),
Ji g Ji g j=
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iv) Falls zwischen t}w —t und t}w —t,, keine Messzeitpunkte fiir die intravendsen

ok

; —t::) fiir das Intervall

£t

i

Konzentrationen existieren, schitze die AUC(I;* -

ek

(t; -t ,t;, —t_,) durch

e E)-A()
B Y Y

ok

Falls zwischen tj* —t und t i —1t,, Messzeitpunkte fiir die intravendsen

Konzentrationen existieren, werden diese beriicksichtigt, indem das Intervall

(1, =t ,t; -

i t,) entsprechend in Teilintervalle zerlegt und dann die AUC auf

den Teilintervallen geschitzt wird.

v) Definiere den Schitzer fiir die kumulative Freisetzung (kumulative Input-

Funktion) durch:

aty ) =0,

N ok t
=6l LBy

A ek x ok & ot tw tw ~
a(t, )=(c,,0(tj )— —( t) URY AUC(t , , 1) | AUC(O B lr** )+Ot(tj_1),
= ' J-1

i=1 i i-1

ok

j=2,....m .

Wie bereits im Zusammenhang mit Definition 4.1 erldutert, stellen die in die

Definition aufgenommenen Bedingungen #, =0 und ¢, >¢,.. sicher, dass die Mengen
{t,,l:O,...,m t, < t;' —ti”}, {t,,l =0,...,m| t, 2tj” —t,f'}

nicht leer und somit die GroB3en t ;und t . sinnvoll definiert sind.

Fiir den Spezialfall, in dem Beobachtungen fiir die Konzentrationen nach intravendser
und oraler Gabe zu gleichen, dquidistanten Zeitpunkten vorliegen, stimmt der in
Definition 4.7 definierte Schitzer fiir die Input-Funktion mit dem in Kapitel 3.2

diskutierten Schitzer iiberein.

Die Berechnung des Schitzers soll an einem Beispiel demonstriert werden.
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Beispiel 4.8

Wir nehmen an, dass fiir die erste Stunde nach intravendser Applikation des
Wirkstoffes Konzentrationsmessungen, d.h. Beobachtungen fiir die Impuls-Response,
zu den Zeitpunkten tis j=0,...,4, vorliegen: O h, 0.1 h, 0.25h, 0.5 h und 1 h. Ferner
seien Konzentrationsmessungen nach oraler Applikation des Wirkstoffes, d.h.

Beobachtungen fiir die Response-Funktion, zu den Zeitpunkten t;*, j=1..3,

verfiigbar: 0.25 h, 0.5 hund 1 h.

Die kumulative Freisetzung, d.h. die Input-Funktion, soll fiir den Zeitpunkt ¢z, =1h

geschitzt werden:

025
2 e
8(023)=,,(025) ADC(0,025)°
&(05) = ( 2 (05)- %92 5025, 0.5))-A0i+&(0.25),
025 AUC(0,025)
o) = (5p0(1) _H02) 075, 1y~ KO =HOD) 4500, 075))L +6(05).
025 ADC(0,05)

Um die benotigten AUC Fliachen schitzen zu konnen, muss die Konzentration nach
intravendser Gabe des Wirkstoffes zum Zeitpunkt #=0.75h durch Interpolation

geschitzt werden:
In {1(0.75) = 05-Y,(05)+05-Y.(1).

Ferner ist zu beachten, dass z.B. bei der Berechnung von Al}C(O, 0.25) nicht nur die
intravendsen Konzentrationsmessungen an den Randpunkten 7, =0h und 7z, =0.25h
eingehen, sondern auch die Messung zum Zeitpunkt #, = 0.1 h beriicksichtigt werden

muss. Mit
&t ) =exp(Z.())), Z(t_j*)z%:izk(t;*)
und

)=o), Ta)= YK G). i=0...,

ergibt sich als Schiitzer fiir &(1):
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4(0) i(01) 1(01) - i(025) Y
6(025)=,,(025) 0-25'(0-1 mﬁ(o)_ﬁa(o.l)*0'151nﬁ(o.1)—ﬁﬂ<0-25)J

6(025) s £1(025)-R(05) J

A 05 = A 05 -
(03) [Cf’"( )=~ 02 In (2(025)—In f2(05)

02501 HO=EOD 15 MON=HO2) | 4055
In {1(0)—In f2(0.1) In f1(0.1)—1n f(0.25)
G(l) = 50(1)—6‘(0'25)- . ;}(o 75)— ﬂ() _ 0(05)-3(025) ;}(0.5)—[1((3.75)
025 In 2(0.75)=In (1) 0.25 In f1(05) —In f1(0.75)

(0)~ (01) 1(01) - 4(025) B(029)4(05) |
'0'5'[0'11nﬁ(0) n(01) " Tn i01) —in i(023) T 1n (029) )J

+01(05).
Mit
¥, =(%,(0).%.(0.1),%,(0.25),%.(0.5). ¥.(1)) ,

der Matrix

und den Konstanten

k, =025",k, =025,
k,=0,k,=0,k,=0k, =0k, =025,
ky =0,k =0,k,, =0,k,, =025k, =0,

k, =05,
k; =0.,k, =015, k; =025k, =0,k; =0,

lasst sich der Schitzer darstellen als
G(1;) = &) = f (M- Y. Z.(1]),61(025),6(05)) .

Dabei ist die Funktion f: R’ — R gegeben durch
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S (y,seeesus,v, Wl’Wz)—[eXP(V) Z{ w, —w, ] ik eXp(u )- CXp(u] 1)}J

i=l1 =1 u,—u;,

. [ e .exp(u.)—exp(u,_ )
-ko-(Zk,. p(u;) — exp( >] .

j=1 u —u;_

wobei zur Vereinfachung der Notation vereinbart wird, dass w, =0 gilt.
Der folgende Satz diskutiert die asymptotischen Eigenschaften des Schitzers &(t;*) .

Satz 4.9 (Asymptotische Verteilung des Schiitzers fiir die Input-Funktion)

Es sei ¢, (7,)>0 und es gelten die Modellannahmen V,-Vs. Dann besitzt der

Schitzer &(tj*) aus Definition 4.7 die folgenden asymptotischen Eigenschaften:
i) (¢, ) konvergiert fast sicher gegen einen Grenzwert &(z; ), d.h.

lim a(t )—a(t ) f.s.,

N ##— 00

ii) &(z;") ist asymptotisch normalverteilt, d.h.
D(VN"(a())-aw))) ) == N(0. Var {a())).

Der Grenzwert (")Z(t:*) und eine Formel fiir die asymptotische Varianz VarA{&(tj.* )}

sind im Beweis dieses Satzes angegeben.

Beweis:

1) Dieser Teil des Satzes kann analog zu Teil 1) von Satz 4.3 durch vollstidndige

Induktion nach i unter Anwendung des Satzes A.1 im Anhang A bewiesen werden.

ii) Mit Hilfe der multivariaten Version des zentralen Grenzwertsatzes (siche z.B.

Serfling, 1980, S.28), wegen der stochastischen Unabhingigkeit der

Mittelwertsvektoren
Ymn (Y.(to),---,?.(tm))',
Zyo o = (20 Zu1,))
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und der Annahme V5 folgt

ok Ym n Ym n N#¥—300 0 ;1'712 0
D N = —E ;" — N ° ok sk
Zm**’ ok Zm**’ P O 0 ﬂ, _IZ

mit

E(Y, ,.Z,. ..} = (Inu(ty). ... Inu(z,). Inc,, (t).....Inc,, (£,,..)) -

Um den Schitzer d(tj), je{l,...,m**}, berechnen zu konnen, miissen auch die

Schitzer a(t,),i=1,...,j—1, bestimmt werden. Fiir die Berechnung der Schitzer

a(t,),i=1,...,j, sind gegebenenfalls Schitzwerte fiir Inu(z) an den Stellen

ek ok

t=t, —t, ,i=1,..,j,k=0,...,i—1, durch lineare Interpolation aus Y  zu ermitteln.

1 m,n

Fir a(t;),i=1,...,j, bezeichnen wir die Matrix, mit der die interpolierten Werte fiir

In u(t) aus Y, , ermittelt werden , als M, € R0

Hok

Wie im Beispiel 4.8 kann mit geeigneten (von t,,i=0,...,m, und ¢, ,i=1,...,m ,

abhingigen) Konstanten k,,k i=1,...j—1,l=1,...,Lj, und kl*,lzl,...,Lj, der

il

Schitzer a(t;) als Funktion der Mittelwerte Y, s Z e . dargestellt werden. Dazu

m,n?

definieren wir die Funktionen f;:R"""*' — R und f;:R""" - R wie folgt:

f,(u, v)=filMu,v,), u=(up.our,) s v=vesV,)s

f/(“ v)= fj(M./”’Vj’fl(”’ V)’---’f./—l(”’ V))

und
fo=0,
: ) ()~ exp(@,_,)
_ _ e ) _ exp(it,) —exp(ut
fl(uo,...,uLl,v)=exp(v)‘(2kl¢(u,,ulI)J mit  ¢(,,u,_,) = P 1’7 ﬁp e
=1 1~ Y

f/(ﬁo""’ﬁLj’v’wl""’qu)
! L; L -1

= [exp(v)— Z{ki(w,- —w,,)- Zkﬂ‘i’(ﬁ/ﬁn)ﬂ-(z kl*q)(ﬁl,ﬁ,l)] W = 2m”
= =1 1=

Bei der Definition der Funktionen f; ist zu beachten, dass die Konstanten k;, k;, und

k, von j abhingen konnen, also z.B. fiir f ; und f; | evt. unterschiedlich sind. Im
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Sinne einer iibersichtlichen Notation soll aber darauf verzichtet werden, dies durch die

Einfiihrung eines weiteren Index kenntlich zu machen.

Es gilt:
FilVs Zype ) = £i(M, 7, Zo(67)) = &(1))
Fo (s Zyoo e ) = £ (MY, 2o Fi (Vs Zoo o ) i (Y0 Zoe )

= fi(M;-Y, . Z.(t]).6"),...a(])),
=0&(1;), j=2,..m .

Der Grenzwert &(t_j*) des Schitzers &(t_j*) ist gegeben durch

)= [ (E{Y 0 Zyo o} = 1m

Die Anwendung des Fehlerfortpflanzungsgesetzes (Anhang A, Satz A.2) mit fj

ergibt:

D(VN"(a(r))=a())) ) —=2= N(0, Var,a(1))) ).

mit
. AL 0 '
VarA{a(tj)}: ij O ),**_IZj* Df] s
b _Lafﬂunﬂ aﬁ<mv)J
i e
auo av’"** (uv)=EAYy s Zss yee )

Die Ableitungen von f ; konnen mit der Kettenregel berechnet werden. Auf eine
explizite Angabe der Ableitungen soll hier verzichtet werden. Analog zu Satz 4.3

kann gezeigt werden, dass die Ableitungen and der Stelle E { Z . n**} existieren

und stetig sind. Dass die Ableitungen an dieser Stelle nicht verschwinden, sieht man

am einfachsten an der partiellen Ableitung nach v;:

a_' s L; . -1
f,a(:t' V) = eXP(lncp(,(t ))(; k, o(u,,1,_, )]

T w)=E By s Zyos, o)

mit
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(#,... 1, )= M- E{Y, b= M, -(Inp(z,),.... Inu(z,))

Wegen der strengen Monotonie von M (f) und der verwendeten
Interpolationsformel, die linear in den Logarithmen von M (7) wund somit
monotonieerhaltend ist, gilt # <u,_,/=1,...,L, und somit @(&,u_)>0. Aus

J

Definition 4.7 ist ersichtlich, dass der Term

(Leitan)

ein Teilstiick der Fldche unter der Kurve von pu(t), approximiert aus den

Funktionswerten an den Messzeitpunkten, beschreibt und somit wegen

p(t) > 0 echt positiv ist. Da zudem nach Voraussetzung c,,(¢;)>0 gilt, ist die

beschriebene partielle Ableitung nach v; ebenfalls groBer null. @

Im Folgenden werden Schitzer fiir die asymptotische Varianz von da(z;) angegeben,

die ohne die explizite Angabe der Ableitungen auskommen.

Satz 4.10 (Varianzschitzung fiir die Input-Funktion mit numerischer

Approximation des Gradienten)

Gegeben sei die Situation von Satz 4.9 mit der dort definierten Funktion fj,

A,.,ne N, sei eine Folge reeller Zahlen mit A, #0V ne N und limA, =0.

n—co

Ferner sei

5 (T, 9

. - PEEER)
i Quy T OV

mit
2 r (v i+l = r (v i+l =
afj _ fj(Ym,n +An 'em-%—l’Zm**,n**)_fj(Ym,n - An 'em-%—l’Zm**,n**) i= 0 m
aul 2An b b b 9
2 (v 7 i (v 7 i
afj _ fj(Ym,n’Zm**,n** +An ’ em**)_ fj(Ym,n’Zm**,n** _An em**) i= 1 m**

v, 2A, ’

1
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A D

- ) alpons
und Z:(sz/)i,j:o DY :(o-zj/ )i,j:I,...,m**‘

.....

Dann ist

N R A7'E 0 A
VarA{a(tj )} = Dn,f_'j [ 0 A**_li**j ’ Dn,f_'j

ein streng konsistenter Schitzer fiir die asymptotische Varianz VarA{cAz(t;*)}, d.h. es

gilt:

lim Var a7y =Var, (a(;)y  f.s..

Beweis:

Durch Anwendung von Lemma 3.4. &

Satz 4.11 (Konsistenz der Jackknife-Varianzschitzung vom Typ I fiir die Input-
Funktion)

In der Situation von Satz 4.9 sei V’{fl(tjf*)} der entsprechend Definition 3.8

konstruierte Jackknife-Varianzschitzer vom Typ I fiir d(r;*) , dann gilt:

1) V’{d(t;*)} ist streng konsistent fiir die asymptotische Varianz Var, {d(t;*)} gemil

Satz 4.9 von a(t;), d.h.

lim N™-V'{a(t;)}=Varfat;)} f.s.,

N*¥—00

i) D( (a)-a)))/ V) —22= N(0.1).

Beweis:
1) Die Behauptung kann durch Anwendung des Satzes 3.10 bewiesen werden.

i1) Folgt aus 1) durch Anwendung des Lemmas von Slutsky (siehe Serfling, 1980,
S.19). =
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Satz 4.12 (Konsistenz der Jackknife-Varianzschéitzung vom Typ II fiir die Input-
Funktion)

In der Situation von Satz 4.9 sei V"{d(r;)} der entsprechend Definition 3.12

konstruierte Jackknife-Varianzschitzer vom Typ II fiir a(z;’), dann gilt:

i) V™{a(z;)} ist streng konsistent fiir die asymptotische Varianz Var,{d(z; )} (siche

Satz 4.9) von d(z; ), d.h.

lim N™-V"{a(:;)}=Var,{a(t])} f.s.,

N#**—o0

Beweis:
1) Die Behauptung kann durch Anwendung des Satzes 3.13 bewiesen werden.

ii) Folgt aus i) durch Anwendung des Lemmas von Slutsky (siehe Serfling, 1980,
S.19). =
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S Eine Simulationsstudie
In diesem Kapitel wird das Verhalten des Schitzer ¢, (¢) fiir die Response-Funktion

(siehe Definition 4.1) und des Schitzers fiir die Input-Funktion () (siehe Definition

4.7) in einigen praxisnahen Situationen untersucht. Da in der Praxis die
Messzeitpunkte hiufig nicht konstante zeitliche Abstinde haben, werden nur die

Schitzer betrachtet, die nicht an diese Voraussetzung gebunden sind.

Abweichungen der Schitzer 6po(t) und @(t) von ihren ZielgroBen ¢,, () und a(r)

konnen im Rahmen des in dieser Arbeit betrachteten Modells zwei Ursachen haben.
Da es nur endlich viele Messzeitpunkte gibt, wird es in der Regel Differenzen

zwischen den numerischen Approximationen ¢,,(¢) und a(t) (siehe Satz 4.3 und
Satz 4.9) der Funktionen und den Funktionen c,,(¢) und a(s) selbst geben. Ferner
werden aufgrund des endlichen Stichprobenumfangs auch die Schitzer ¢,,(f) und
a(t) von ihren Grenzwerten ¢,,(t) und a(t) abweichen. Beide Fehlerquellen

werden im Folgenden getrennt untersucht.

Zunichst wird fiir einige pharmakokinetische Standardmodelle untersucht, wie gut die

zu schitzende Response- und Input-Funktion approximiert werden konnen, wenn
keine Messfehler vorhanden sind, d.h. wenn Var{e,} =Var{8;}=0 bzw.
Var{e;} =Var{8;*}=0 gilt. Diese Untersuchungen werden im Folgenden als

,pharmakokinetische Simulationen* bezeichnet. Sie erlauben eine Aussage dariiber,

wie gut die Grenzwerte ¢,,(¢) und 0((t) der Schitzer 5p()(t) und &(t) die Response-
und Input-Funktion ¢, (f) bzw. a(t) approximieren. AnschlieBend werden in
,statistischen Simulationen® die Eigenschaften von épo(t) und &(t) als Schiitzer fiir

¢,,(t) und &(z) untersucht.
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5.1 Pharmakokinetische Simulationen

5.1.1 Design

Fir die pharmakokinetischen Simulationen wird angenommen, dass der
Konzentrationsverlauf nach intravendser Applikation des Wirkstoffes (Impuls-
Response) durch ein offenes Ein- oder Zwei-Kompartiment-Modell beschrieben

werden kann (siehe Abbildung 5.1).

Dosis i
k12
_>
@
k21
Ke

Abbildung 5.1 Zwei-Kompartiment-Modell mit zentralem (C) und pripherem Kompartiment (P), siehe
Erlduterungen im Text

Im offenen Zwei-Kompartiment-Modell wird der Wirkstoff als Bolus in das zentrale

Kompartiment gegeben, von wo aus er mit der Rate k;, in das periphere
Kompartiment verteilt und mit der Rate k, eliminiert wird. Der in das periphere
Kompartiment gelangte Wirkstoff wird mit der Rate k,, ins zentrale Kompartiment
zuriicktransportiert. Alle Raten (k,,k,,,k,,) sind von erster Ordnung. Dies bedeutet
z.B., dass die pro Zeiteinheit aus dem zentralen Kompartiment eliminierte
Wirkstoffmenge proportional zur Wirkstoffmenge in diesem Kompartiment ist.

Unter diesen Bedingungen lassen sich die Konzentrationsverldufe im zentralen und
peripheren Kompartiment c.(#) bzw. c,(¢) mit folgendem Differentialgleichungs-

system beschreiben:
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dcc(t)
dt

dcp(t)
dt

=—k, co.(t)—k,, -c.(t)+ k, -cp(t),

= klz 'Cc(t)_kzl 'CP(t)-

Bezeichnen D und V die Wirkstoffdosis und das Verteilungsvolumen, ergibt sich

mit der Anfangsbedingung c.(0) = D/V fiir den Konzentrationsverlauf im zentralen

Kompartiment (siehe z.B. Meier, Rettig, Hess, 1981):

pu(r) = ﬁ-((km = B)-exp(=B 1) = (v — kyy)-exp(=y 1)),

y = 05-[(’% +ky, +ky )+ \/(ke +ky, +ky ) =4k k, }

B = O.5-[(ke Fly ) = Ak, + Ky + k) = Ak, }

Das Ein-Kompartiment-Modell ergibt sich aus dem Zwei-Kompartiment-Modell,
indem die Transferraten fiir das periphere Kompartiment gleich null gesetzt werden:

k, =k,, =0. Es findet dann kein Wirkstofftransport ins periphere Kompartiment

statt.

Fiir die kumulative Freisetzung des Wirkstoffes aus der Formulierung wird in den

pharmakokinetischen Simulationen eine Weibull-Funktion unterstellt:

0
a(t):{l—exp(—(y-t) ),120,
0 ,1<0.

In diesem Modell beschreibt y die Geschwindigkeit und o die Form der

Freisetzungskurve. Es lassen sich sowohl lineare (d = 1), sigmoidale (d > 1) als auch
konkave Freisetzungskurven (d < 1) darstellen (siche Abbildung 5.2). Beim linearen
Fall ist zu beachten, dass die Funktion nicht linear in der Zeit ist. Da diesem Modell
aber eine Freisetzungsrate erster Ordnung zu Grunde liegt und es dementsprechend
mit einer linearen Differentialgleichung beschrieben werden kann, hat es sich in der

Pharmakokinetik eingebiirgert, dieses Modell als ,linear’ zu bezeichnen.
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Freigesetzter Wirkstoffanteil

0 4 8 12 16 20 24
Zelt (h)

Abbildung 5.2 Weibull-Freisetzungskurven fiir y=0.3 und verschiedene Werte von 3

Die Response-Funktion ¢, (f)=pu(¢t)*a'(¢t), die die Konzentrationen nach oraler

po
Gabe des Wirkstoffes beschreibt, wird mittels numerischer Integration aus y(t) und
o(t) bestimmt. Fiir die Integration wird das SAS (Version 8) IML Modul QUAD mit
einer relativen Genauigkeit von 107 verwendet (SAS Institute Inc., 1999a).

Die in den pharmakokinetschen Simulationen beriicksichtigten Parameter-

konstellationen konnen der folgenden Tabelle entnommen werden.

Tabelle 5.1: Modellparameter fiir pharmakokinetische Simulationen (siehe Erlauterungen im Text)
Modellparameter In Simulation berucksichtigte Werte

Messzeitpunkte -m=10,(r=0,05,1,2,3,4,6,8,12,16, 24)

m =10,(t =05,1,2,3,4,6,8,12,16,24)
Parameter fir p(t) - k, =015, k,, =k,, =0 (Ein-Kompartiment-Modell)

-k, =015, k,, =k, =0.1 (Zwei-Kompartiment-Modell)

Parameter fur -¥=03,90=05 (konkave Freisetzungskurve)
Freisetzungs-Funktion ) )
a(t) -y=03,0=1 (lineare Freisetzungskurve)

-y=03,0=2 (sigmoidale Freisetzungskurve)

Die Verteilung der Messzeitpunkte entspricht einem typischen Design einer
pharmakokinetischen Studie oder Freisetzungsuntersuchung. Nach Dosierung bzw. zu
Beginn der Freisetzung werden zunichst hdufiger Proben gezogen, weil dann die

groBten Verdnderungen der Konzentrationen bzw. freigesetzten Wirkstoffmengen zu
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erwarten sind. Dann werden die zeitlichen Abstinde zwischen den Messungen

sukzessive vergrofert.

Fir die pharmakokinetischen Simulationen werden die drei in Tabelle 5.1
beschriebenen Freisetzungsmodelle jeweils mit dem Ein- und Zwei-Kompartiment-
Modell kombiniert, so dass insgesamt sechs verschiedene pharmakokinetische
Modelle betrachtet werden.

Bei der Schitzung der Response-Funktion (Konvolution) wird aus p(z) und a(¢) die

Response-Funktion ¢, () bestimmt und mit den Werten von ¢, (¢) verglichen.
¢,,(t) ist die numerische Approximationen von c,, (), die aus den Werten von p(z)

und o(#) an den Messzeitpunkten gewonnen wird (siehe Satz 4.3). Bei der Schiitzung
der Input-Funktion (Dekonvolution) wird () mit den Werten von &(t) verglichen.
a(t) ist die numerische Approximationen von «(t), die aus den Werten von p(r)

und c,, () an den Messzeitpunkten gewonnen wird (siche Satz 4.9).

5.1.2 Ergebnisse

Schditzung der Response-Funktion

Die Ergebnisse der pharmakokinetischen Simulationen zur Schitzung der Response-
Funktion sind fiir jeden Messzeitpunkt in den Tabellen C.1 und C.2 im Anhang C

gelistet.

Deskriptive Statistiken fiir den Betrag der relativen Differenz zwischen der

numerischen Approximation der Response-Funktion ¢,,(#) und der Response-
Funktion ¢, () sowie Hiufigkeitsauszahlungen fiir das Vorzeichen der Differenz

finden sich in den Tabellen 5.2 und 5.3.
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Tabelle 5.2:  Deskriptive Statistiken fiir den Betrag der relativen Differenz zwischen der numerischen
Approximation der Response-Funktion C,,(#) und der Response-Funktion ¢, (7)

angegeben in Prozent von ¢, (1)

(1) o(r)® AR

N Mean Std Min Median Max

1+2 Komp.-Modell 60 1.32 0.92 0 1.25 3.5

1 Komp.-Modell 30 1.05 0.83 0 0.95 3.5

2 Komp.-Modell 30 1.58 0.94 0.1 1.5 3.3

1 Komp.-Modell konkav 10 1.37 0.75 0.9 1.15 3.4

linear 10 0.94 1.1 0.1 0.45 3.5

sigmoidal 10 0.85 0.49 0 1.05 1.3

2 Komp.-Modell konkav 10 1.93 0.59 1.3 1.8 3.2

linear 10 1.33 1.2 0.2 0.85 3.3

sigmoidal 10 1.48 0.92 0.1 1.7 2.9

a A=100-(2,,(1)—c,,(1))/c,, (1)

b. Ist kein Freisetzungsmodell angegeben, werden alle drei Modelle (konkav, linear, sigmoidal) beriicksichtigt

Tabelle 5.3:  Haufigkeiten fiir das Vorzeichen der Differenz zwischen der numerischen Approximation der
Response-Funktion €, (7) und der Response-Funktion ¢ ()

u(r) o(r)® N(%) fiir A®
<0 =0 >0
1+2 Komp.-Modell 8 (13) 1(2) 51 (85)
1 Komp.-Modell 4 (13) 1(3) 25 (84)
2 Komp.-Modell 4 (13) 0 (0) 26 (87)
1 Komp.-Modell konkav 0 (0) 0 (0) 10 (100)
linear 0 (0) 0 (0) 10 (100)
sigmoidal 4 (40) 1(10) 5 (50)
2 Komp.-Modell konkav 0 (0) 0 (0) 10 (100)
linear 0 (0) 0 (0) 10 (100)
sigmoidal 4 (40) 0 (0) 6 (60)
a. A=100-(z,,(1)—c,, (1)) /cpo(t)
b. Ist kein Freisetzungsmodell angegeben, werden alle drei Modelle (konkav, linear, sigmoidal) berticksichtigt

Bei den insgesamt 60 Messzeitpunkten der sechs untersuchten pharmakokinetischen
Modelle betrigt die Abweichung zwischen der numerischen Approximation der

Response-Funktion ¢, (7) und der Response-Funktion c¢,,(z) im Mittel 1.32% mit

einem Maximalwert von 3.5%. An 51 von 60 Zeitpunkten (85%) wird die Response-
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Funktion iiberschitzt. Beim Zwei-Kompartiment-Modell ist die mittlere Abweichung
mit 1.58% etwas groBer als beim Ein-Kompartiment-Modell, bei dem sie im Mittel
1.05% betragt. Da das Zwei-Kompartiment-Modell im Vergleich zum Ein-
Kompartiment-Modell zwei zusitzliche Parameter besitzt und somit die Response-
Funktion komplexer ist, ist die etwas schlechtere Approximation nicht iiberraschend.
Die Tendenz, die Response-Funktion zu iiberschitzen, ist vor allem beim konkaven
und linearen Freisetzungsmodell ausgeprigt, wihrend sich bei sigmoidaler

Freisetzung die positiven und negativen Abweichungen in etwa die Waage halten.

Die folgende Abbildung zeigt die Response-Funktion und die Approximation der
Response-Funktion an den MeBzeitpunkten fiir das Zwei-Kompartiment-Modell mit
linearer Freisetzung. Die mittlere Abweichung in diesem Modell betrigt 1.33% (siehe
Tabelle 5.2 und Tabelle C.2, Anhang C). Dies entspricht in etwa dem Wert, der im
Mittel iiber alle Modelle und Zeitpunkte beobachtet wurde.
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Abbildung 5.3 Response-Funktion C ,,(7)und Approximation der Response-Funktion C,,(f) an den
Messzeitpunkten fiir das Zwei-Kompartiment-Modell mit linearer Freisetzung

Schditzung der Input-Funktion

Die Ergebnisse der pharmakokinetischen Simulationen zur Schitzung der Input-
Funktion sind fiir jeden Messzeitpunkt in den Tabellen C.3 und C.4 im Anhang C

gelistet.

Deskriptive Statistiken fiir den Betrag der relativen Differenz zwischen der

numerischen Approximation der Input-Funktion &(¢) und der Input-Funktion o(t)
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sowie Haufigkeitsauszdhlungen fiir das Vorzeichen der Differenz finden sich in den

Tabellen 5.4 und 5.5.

Tabelle 5.4:  Deskriptive Statistiken fiir den Betrag der relativen Differenz zwischen der numerischen
Approximation der Input-Funktion (/(?) und der Input-Funktion C/(f) angegeben in

Prozent von O((1)

() o(r)® AP
N Mean Std Min Median Max
1+2 Komp.-Modell 60 1.02 0.59 0 1 2.4
1 Komp.-Modell 30 0.77 0.4 0.1 0.8 1.5
2 Komp.-Modell 30 1.27 0.65 0 1.5 2.4
1 Komp.-Modell konkav 10 1.14 0.18 1 1.1 1.5
linear 10 0.51 0.38 0.1 0.4 1.1
sigmoidal 10 0.65 0.31 0.1 0.7 1.2
2 Komp.-Modell konkav 10 1.8 0.28 1.5 1.8 2.4
linear 10 0.89 0.64 0.2 0.7 1.8
sigmoidal 10 1.13 0.62 0 1.25 2
a. A =100-(a(t) - (1)) /(1)
b. Ist kein Freisetzungsmodell angegeben, werden alle drei Modelle (konkav, linear, sigmoidal) berticksichtigt

Tabelle 5.5:  Héaufigkeiten fiir das Vorzeichen der Differenz zwischen der numerischen Approximation der
Response-Funktion O((7) und der Response-Funktion C/(?)

u(t) o(t)® N(%) fur A?

<0 =0 >0

1+2 Komp.-Modell 50 (83) 1(2) 9 (15)

1 Komp.-Modell 25 (83) 0 (0) 5(17)

2 Komp.-Modell 25 (83) 1(3) 4 (13)

1 Komp.-Modell konkav 10 (100) 0 (0) 0 (0)

linear 10 (100) 0(0) 0 (0)

sigmoidal 5 (50) 0 (0) 5 (50)

2 Komp.-Modell konkav 10 (100) 0 (0) 0 (0)

linear 10 (100) 0(0) 0 (0)

sigmoidal 5 (50) 1(10) 4 (40)

a. A =100-(a(t) - (1)) /e(t)

b. Ist kein Freisetzungsmodell angegeben, werden alle drei Modelle (konkav, linear, sigmoidal) beriicksichtigt

Bei den insgesamt 60 Messzeitpunkten der sechs untersuchten pharmakokinetischen

Modelle betrigt die Abweichung zwischen der numerischen Approximation der
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Input-Funktion @&(¢) und der Input-Funktion ¢(¢) im Mittel 1.02% mit einem
Maximalwert von 2.4%. An 50 von 60 Zeitpunkten (83%) wird die Input-Funktion
unterschitzt. Wie bei der Schitzung der Response-Funktion ist beim Zwei-
Kompartiment-Modell die mittlere Abweichung mit 1.27% etwas grofler als beim
Ein-Kompartiment-Modell, bei dem sie im Mittel 0.77% betrdgt. Die Tendenz, die
Input-Funktion zu unterschitzen, ist vor allem beim konkaven und linearen
Freisetzungsmodell ausgepridgt, wihrend sich bei sigmoidaler Freisetzung die

positiven und negativen Abweichungen in etwa die Waage halten.

Die folgende Abbildung zeigt die Input-Funktion und die Approximation der Input-
Funktion an den MeBzeitpunkten fiir das Ein-Kompartiment-Modell mit konkaver
Freisetzung (8 =0.5). Die mittlere Abweichung in diesem Modell betragt 1.14%
(siehe Tabelle 5.4 und Tabelle C.2, Anhang C). Dies entspricht in etwa dem Wert der
im Mittel iiber alle Modelle und Zeitpunkte beobachtet wurde (1.27%).
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Abbildung 5.3 Input-Funktion 0¢(#) und Approximation der Input-Funktion (¢(7) an den
Messzeitpunkten fiir das Ein-Kompartiment-Modell mit konkaver Freisetzung (6=0.5)

5.2 Statistische Simulationen

Bis jetzt sind ausschlieBlich die asymptotischen Eigenschaften der vorgestellten
Schitzer fiir die Response- und Input-Funktion diskutiert worden. In diesem
Abschnitt wird mittels Simulationen untersucht, wie sich die Schéitzer bei Fallzahlen

verhalten, wie sie typischerweise in der Praxis auftreten.
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Der Schwerpunkt dieser Arbeit liegt auf der Schidtzung der asymptotischen Varianz
der jeweiligen Schitzer. Dementsprechend wird in dieser Simulationsstudie die
Schitzung der asymptotischen Varianz in den Vordergrund gestellt. Als wichtigste
Anwendung der Varianzschitzung werden ferner die mittels der geschitzten Varianz

definierten Konfidenzintervalle untersucht.

5.2.1 Design

Fiir 5p()(t) und &(t) werden in dieser Simulation die Varianzschiitzer basierend auf

der Delta-Methode mit numerischer Approximation des Gradienten (Satz 4.4 bzw.
Satz 4.10, A = 0.001) und die Jackknife-Schitzer vom Typ I und II (Satz 4.5 und Satz
46 bzw. Satz 4.11 und Satz 4.12) untersucht. Daneben werden auch

Varianzschitzungen nach der Bootstrap-Methode beriicksichtigt.

Wie bereits in Kapitel 3.1.2 erldutert, gehort das Bootstrap-Verfahren, wie das
Jackknife-Verfahren, zur Klasse der Resampling-Methoden. Im Rahmen dieser
Simulation wird eine Monte-Carlo Approximation eines Bootstrap-Varianzschitzers

fiir 5p()(t) und () betrachtet. Wihrend beim Jackknife-Verfahren

Pseudostichproben durch Auslassen einzelner Beobachtungen aus einer vorliegenden
Stichprobe gebildet werden, werden bei der Monte-Carlo Approximation des
Bootstrap-Varianzschitzers Pseudostichproben durch Ziehen mit Zuriicklegen aus
dem Originaldatensatz generiert. Aus den Pseudostichproben werden Wiederholungen

der Schitzer 5p()(t) und &(t) berechnet und aus diesen ihre Varianz geschiitzt. Eine

Beschreibung des in dieser Simulation betrachteten Bootstrap-Varianzschitzers findet
sich in Anhang D. Neben dem Bootstrap-Varianzschitzer wird in dieser
Simulationsstudie auch ein Bootstrap-Konfidentinterval basierend auf Normal-
verteilungsquantilen und der geschitzten Standardabweichung betrachtet. Dies
entspricht z.B. dem mit der Jackknife-Varianz berechnetem Konfidenzinterval; es
wurde lediglich der Jackknife- durch den Bootstrap-Varianzschitzer ersetzt. Daneben
gibt es zahlreiche weitere Ansidtze zur Konstruktion von Bootstrap-
Konfidenzintervallen mit zum Teil giinstigeren theoretischen Eigenschaften. Die
Betrachtung dieser Konfidenzintervalle wiirde aber den Rahmen, in dem das

Bootstrap-Verfahren in dieser Simulation untersucht werden soll, iiberschreiten.
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Wenn Funktionen von Mittelwerten betrachtet werden, hat das Bootstrap-Verfahren,
wie bereits in Kapitel 3.1.2 erlautert, im Vergleich zum Jackknife-Verfahren, einige
theoretische und numerische Nachteile. Dennoch wird es in dieser Simulation
beriicksichtigt, um einen Hinweis zu erhalten, ob es ein interessanter Kandidat fiir die

Konstruktion von Varianzschitzern fiir épo(t) und &(z) ist und ob weitere

Untersuchungen in dieser Richtung lohnenswert sind.

Alle Simulationen werden auf Siemens PCs in einem ADS Netzwerk mit dem
Betriebssystem Windows 2000 (Version 5.0) oder auf einem SUN Rechner unter
UNIX (Solaris 5.8) mittels SAS-IML (Version 8) durchgefiihrt.

Es werden Daten gemil} den in Kapitel 1.4 beschriebenen Modellen generiert. Fiir die
Beurteilung der statistischen Eigenschaften der untersuchten Varianzschitzer sind
weniger die pharmakokinetischen Parameter als die statistischen Parameter (Fallzahl,
GroBe und Struktur der Melifehler) von Interesse. Daher werden bei den folgenden
Simulationen die pharmakokinetischen Parameter konstant gehalten und nur die

statistischen Parameter variiert.

Bei den Simulationen zur Schitzung der Response-Funktion mittels ¢,,(z) werden

die in Tabelle 5.6 zusammengestellten Werte beriicksichtigt.
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Tabelle 5.6:  Modellparameter fiir die statistischen Simulationen zur Schéatzung der Response-Funktion
(siehe Erlauterungen im Text)

Modellparameter § In Simulation berucksichtigte Werte
Messzeitpunkte (1) -m=10,(r=0,05,1,2,3,4,6,8,12,16, 24)
m =10,(t =05,1,2,3,4,6,8,12,16,24)
Pharmakokinetische - w(t)=(D/IV)-exp(—k,-t),D=V =1,k,=0.15

Parameter (1) (Ein-Kompartiment-Modell)

o(t)=1-exp(—k,-t),k, =03
(lineare Freisetzung)

StichprobengroBe (4) -n=6,n =6 (sehr kleine Stichprobe)

n=12,n" =12 (kleine Stichprobe)
-n=18,n =18 (mittlere Stichprobe)
- n=24,n" =24 (groBe Stichprobe)

GroBe der Fehler (1)

Var(e;)=0>=004,j=0,...,m,
Var(g;)=0% =001, j=1,...m.

Struktur der Fehler (3) - 612] =0,1,j=0,....m,i # j, (Fehler normalverteilt und
ij* =0,i,j= Lo..om ,i# J- stochastisch unabhangig)
- 61.2]. =0016,i,j=0,...,m,i # j, (Fehler normalverteilt und
2% P . . .
o, = 0004,i, j=1,....m ,i# j. korreliert)
-0,=0,i,j=0,...,m,i # j, (Fehler x*-verteilt und

0'1.2].* =0,i,j= L...om,i# Jj- stochastisch unabhangig)

§) In Klammern ist die Anzahl der in der Simulationsstudie betrachteten Konstellationen fir den jeweiligen
Parameter dargestellt

In den Simulationen zur Schitzung der Input-Funktion mit &(f) werden als

Modellparameter die in Tabelle 5.7 zusammengestellten Werte beriicksichtigt.
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Tabelle 5.7:  Modellparameter fiir die statistischen Simulationen zur Schétzung der Input-Funktion
(siehe Erlauterungen im Text)

Modellparameter §

In Simulation beriicksichtigte Werte

Messzeitpunkte (1)

-m=10,(r=0,05,1,2,3,4,6,8,12,16, 24)
m =10,(t" =05,1,2,3,4,6,8,12,16, 24)

Pharmakokinetische
Parameter (1)

-u(it)y=(D/V)-exp(—k,-t),D=V =1,k, =015
(Ein-Kompartiment-Modell)

cnlt)= ek, ) expl, )
D=V =1,k =03,k =015.

(Ein- Kompartiment-Modell mit Input 1. Ordnung)

StichprobengréBe (4)

-n=6,n" =6 (sehrkleine Stichprobe)
-n=12,n" =12 (kleine Stichprobe)
-n=18,n" =18 (mittlere Stichprobe)
-n=24,n" =24 (groBe Stichprobe)

GrdBe der Fehler (1)

- Var(g,;)=02=004,j=0,...,m,

ek

Var(e;)=0>" =009, j=1,...m".

Struktur der Fehler
(3)

- ij =0,i,j=0,....,m,i # J, (Fehler normalverteilt und
ij** =0,i,j= L..,m ,i# j.  stochastisch unabhangig)
- Gf]. =0016,i,j=1,...,m,i # j, (Fehler normalverteilt und

O'l_.zj** =003,i,j= Lo,m ,i# j. korreliert)
- Gf]. =0,i,j=0,....m,i # J, (Fehler x*-verteilt und

ij** =0,i,j= L..,m ,i# j-  stochastisch unabhangig)

§) In Klammern ist die Anzahl der in der Simulationsstudie betrachteten Konstellationen fir den jeweiligen

Parameter dargestellt

Es werden jeweils die vier Stichprobengrofen mit den drei Fehlerstrukturen
kombiniert, so dass in den Simulation fiir die Schitzung der Response- und Input-

Funktion jeweils 12 verschiedene Szenarien mit je zehn Messzeitpunkten betrachtet

werden.

Die Verteilung der Messzeitpunkte entspricht der in den pharmakokinetischen

Simulationen.

Fiir die pharmakokinetischen Funktionen p(#) und o(t), die die Elimination und die

Freisetzung des Wirkstoffes beschreiben, werden die Funktionen aus Beispiel 2.1

benutzt. Die Elimination wird mit einem Ein-Kompartiment-Modell beschrieben und
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es wird eine lineare Freisetzung erster Ordnung unterstellt. Die Eliminations- bzw.

Freisetzungsrate werden auf k, =0.15 und k, =03 festgelegt. Dies entspricht einer

Eliminationshalbwertzeit von 4.6 h und bedeutet, dass nach 2.3 h 50% der in der
Formulierung enthaltenen Wirkstoffmenge freigesetzt sind. Die Response-Funktion

¢, (1) ergibtsich als ¢, (1) = u(r)*a'(1).

Bei den Stichprobengroflen werden insgesamt vier verschiedene Szenarien betrachtet.

In den Simulationen zur Schitzung der Response-Funktion wird zunichst der Fall
n=n =6 betrachtet. Dies ist eine sehr kleine Fallzahl, wie sie z.B. in einer
Pilotstudie zur Planung weiterer Untersuchungen verwendet werden konnte. Dann
werden die Fallzahlen iiber n=n =12 und n=n"=18 bis hin zu n=n =24

gesteigert. Diese Situationen decken die meisten der in der Praxis vorkommenden

Fille ab. Laut FDA Guideline (FDA, 1997a) soll fiir eine IVIVC das

Freisetzungsverhalten von mindestens n =12 Untersuchungseinheiten ermittelt

werden, wihrend die Fallzahlen bei der Schitzung von p(¢) fiir "prior acceptable data
sets" im Bereich von n=12 bis n =36 lagen. Der Fall n =36 wird in der Simulation

allerdings nicht mehr betrachtet, da so groffe Studien im Rahmen von in vitro / in vivo
Korrelationen eher die Ausnahme sind. In den Simulationen zur Schétzung der Input-
Funktion werden beziiglich der Fallzahlen dieselben Szenarien wie bei der Schitzung

der Response-Funktion untersucht.

Die Varianz der Konzentrationen nach intravendser Wirkstoffgabe auf der

logarithmischen Skala wird auf Gij = Var(eij) =004, =0,...,m, festgelegt. Nach der

Modellannahme V3 (siehe Kapitel 1.4) gilt

Y, =1In(C,)=1In(u(t;))+e,
A Cijz.u(tj)‘exp(gij)-

Aus der Reihenentwicklung der Exponentialfunktion ergibt sich unter

Vernachlissigung der Terme zweiter und hoherer Ordnung exp(€;) = 1+¢€;. Damit

erhalt man
Cij = .u(tj)'(1+ 8,']')’

woraus sich fiir den Variationskoeffizienten (CV) von ¢, ergibt
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A Var{C, )4/ Ve -
CV{CU} _ ar{ 1]} - .u(t,;) Clr{gzj} _ \/Var{eij} _ \/004 —02.

E(C,) u(r,)

Der Varianz von 0.04 auf der logarithmischen Skala entspricht also ungefihr ein
Variationskoeffizient von 20% auf der Originalskala. In den Simulationen zur

Schitzung der Response-Funktion wird fiir die kumulative Freisetzung auf der
logarithmischen ~ Skala eine Varianz von o7 =Var(e;)=001,j=1,...m ,

angenommen. Dies entspricht einem Variationskoeffizient von 10% auf der
Originalskala. Gemdfl FDA Richtlinie (FDA, 1997a) soll dieser Wert bei

Freisetzungsstudien zu in vitro / in vivo Korrelationen nicht iiberschritten werden.

In den Simulationen zur Schitzung der Input-Funktion wird fiir die Konzentrationen

nach oraler Gabe des Wirkstoffes auf der logarithmischen Skala eine Varianz von
Gf.j** = Var(ej;ﬁ*) =0.09, ;= l,....m , unterstellt. Dies entspricht einem Variations-

koeffizienten von 30% auf der Originalskala. Dieser Wert triagt der Beobachtung
Rechnung, dass die Streuung nach oraler Gabe eines Wirkstoffes in der Regel hoher
ist als nach intravendser Gabe, weil hierbei zusitzlich zur Varianz der Elimination

auch die Varianz der Freisetzung eine Rolle spielt.

In dieser Simulationsstudie wird fiir die Varianz der Fehler immer nur ein einziger
Wert festgelegt, der nicht variiert wird. Alle in dieser Studie untersuchten Schitzer
hingen von den Beobachtungen nur iiber ihre Mittelwerte ab. Daher ist fiir die
Varianz der Schitzer auch nur die Varianz der Mittelwerte relevant. Diese hingt von
der Varianz der Beobachtungen und von der Stichprobengréfe ab. Um redundante
Simulationen, die keinen Informationsgewinn bringen, zu vermeiden, wird deshalb
die Varianz der Beobachtungen fixiert und durch Variation der Stichprobengrofie

werden verschiedene Szenarien fiir die Varianzen der Mittelwerte generiert.

Wie bereits frither erldutert, wird in der Praxis in der Regel mit logarithmierten
Konzentrationsdaten gerechnet, um die Schiefe der Verteilung zu reduzieren. Dabei
fiihrt die Transformation allerdings nicht immer zu einer vollig symmetrischen
Verteilung der Messwerte. Daher ist es von Interesse zu untersuchen, ob sich die
Schitzer bei einer symmetrischen Verteilung der Fehler anders verhalten, als bei einer
leicht schiefen. In der Simulation wird fiir die Verteilung der Fehler entweder eine

Normalverteilung oder eine standardisierte y>-Verteilung angenommen, d.h. es wird
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sowohl eine symmetrische als auch eine schiefe Verteilung beriicksichtigt. Im Falle

der xz—Verteilung gilt z.B. fiir CINES L..,n,j=1,....m,

Erwartungswert, Varianz und Schiefe von Z sind gegeben durch (Hartung, 1995):
E{Z}=0, Var{Z}=c", Skew{Z}=2-2/3=163,

d.h. die Verteilung von Z ist rechtsschief. Die Konstante ¢ € R wird so festgelegt,
dass die Variable Z und damit der Fehler fiir die betrachtete Parameterkonstellation

die im Simulationsdesign festgelegte Varianz haben.

Bei der statistischen Analyse von pharmakokinetischen Daten wird im einfachsten
Fall unterstellt, dass alle Konzentrationsmessungen stochastisch unabhéngig sind.
Héufig wird aber auch angenommen, dass Messungen, die von demselben Probanden
oder derselben Versuchseinheit stammen, korreliert sind. Im Rahmen des in dieser
Arbeit betrachteten statistischen Modells wird die Korrelation zweier Messwerte
durch die Korrelation der entsprechenden Messfehler bestimmt. Zum Beispiel ist die
Korrelation zweier Konzentrationsmessungen, die an demselben Probanden zu zwei

verschiedenen Zeitpunkten 7; und ¢, erhoben wurden, auf der logarithmischen Skala

gleich der Korrelation der entsprechenden Messfehler, d.h. es gilt
p(y;- yl:].,) = p(ln(,u(tj)) +e, ,ln(,u(tj.)) + 8}) = p(sij,elj,) .

Daher werden in dieser Simulation sowohl stochastisch unabhidngige als auch
korrelierte Fehler beriicksichtigt. Wihrend die x-verteilten Fehler stets unabhiingig
sind, werden bei den normalverteilten Fehlern, sowohl unkorrelierte als auch
korrelierte Fehler beriicksichtigt. Im letzteren Fall wird fiir alle Messungen an
demselben Probanden bzw. derselben Versuchseinheit zu verschiedenen Zeitpunkten
die gleiche Kovarianz unterstellt. Die genauen Werte der in der Simulation benutzten
Kovarianzen konnen den Tabellen 5.6 und 5.7 entnommen werden, sie entsprechen

Korrelationen von 30-40%. Die Fehler werden simuliert, indem zunidchst mit dem
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IML Befehl NORMAL stochastisch unabhéngige, standard-normalverteilte Zufalls-

variablen generiert werden. Diese werden dann geeignet transformiert.

Um die Anzahl der fiir jede Parameterkonstellation durchzufiihrenden
Simulationsldufe zu bestimmen, wurde mittels nQuery Advisor® 4.0 (Elashoft, 2001)
eine Fallzahlschidtzung durchgefiihrt. Sie orientiert sich an den zu schitzenden
Uberdeckungswahrscheinlichkeiten fiir die in der Simulation untersuchten
asymptotischen  95%  Konfidenzintervalle.  Soll ein  zweiseitiges 90%
Konfidenzintervall fiir die Uberdeckungswahrscheinlichkeit, die als 95%
angenommen wird, berechnet werden, dessen Abstand vom Mittelpunkt zum Rand

nicht groBer als 0.011 ist, sind 1000 Simulationsldufe notig.

Die Anzahl der in jedem Simulationslauf zu ziehenden Bootstrap-Stichproben wurde
mittels folgender Formel, die der Monographie von Shao und Tu (1995, Seite 208)

entnommen ist, festgelegt:

J +2

n

N poor = 4g?
0

Hierbei steht N, fiir die Anzahl der zu ziehenden Bootstrap-Stichproben, €, fiir
die gewiinschte Genauigkeit der Monte-Carlo Approximation des Bootstrap-
Varianzschitzers und én fiir die bedingte Kurtosis (gegeben die Originalstichprobe)

der Bootstrap-Verteilung des untersuchten Schitzers. Als Ma8 fiir die Genauigkeit der
Monte-Carlo Approximation wird dabei der bedingte Variationskoeffizient der

Approximation (gegeben die Originalstichprobe) benutzt. Fiir die Simulationsstudie

wird €,=0.05 festgelegt und in Testldufen wurde stets ‘én‘ <1 beobachtet, so dass
N yoor =3/4-0.057 =300 Bootstrap-Stichproben ausreichend erscheinen.

Die verschiedenen Schitzer fiir die asymptotische Varianz von 5p()(t) und (1)

werden in der Simulationsstudie nach folgenden Kriterien beurteilt (jeweils ermittelt
aus 1000 Simulationsldufen fiir 12 verschiedene Situationen mit je 10

Beobachtungszeitpunkten):
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e die relative Abweichung der geschitzten Standardabweichung (Quadratwurzel
der Varianz) von der durch Simulation ermittelten Standardabweichung von

¢,, () und (1),

e die Uberdeckungswahrscheinlichkeit der mit Hilfe der Varianzschitzer
ermittelten 95% Konfidenzintervalle (Abweichung des tatsdchlichen vom

nominalen Niveau).

Alle in der Simulation betrachteten Konfidenzintervalle basieren auf Normal-
verteilungsquantilen (siehe Satz 3.3 iii und 3.16 iii). Sie unterscheiden sich lediglich

in dem verwendeten Schitzer fiir die asymptotische Varianz.

5.2.2 Ergebnisse

Schditzung der Response-Funktion

Die Ergebnisse der statistischen Simulationen zur Schitzung der Response-Funktion
sind mittels deskriptiver Statistiken iiber die Messzeitpunkte in den Tabellen D.1 bis

D.6 im Anhang D zusammengefasst.

Deskriptive Statistiken fiir den Betrag der relativen Differenz zwischen der
geschitzten und simulierten Standardabweichung der Response-Funktion und
Haufigkeiten fiir das Vorzeichen der Differenz finden sich in den Tabellen 5.8 und

5.9.

Tabelle 5.8:  Deskriptive Statistiken fiir den Betrag der relativen Differenz zwischen geschétzter und
simulierter Standardabweichung der Response-Funktion

Varianzschatzer AP
NP Mean Std Min  Median  Max
Jackknife Type | 120 2.6 2.4 0 1.7 9.5
Jackknife Type Il 120 2.6 2.4 0 1.7 9.5
Delta-Methode 120 2.4 2.2 0 1.7 8.7
Bootstrap 120 5.8 3.9 0.3 4.9 15.9
a. A = 100*(geschatzte Std. — simulierte Std) / simulierte Std
b. 12 simulierte Situationen mit je 10 Messzeitpunkten
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Tabelle 5.9:  Héaufigkeiten fiir das Vorzeichen der Differenz zwischen geschétzter und simulierter Standard-
abweichung der Response-Funktion

Varianzschatzer N(%) fir A®
<0 >0
Jackknife Type | 88 (73) 32 (27)
Jackknife Type I 88 (73) 32 (27)
Delta-Methode 87 (73) 33 (27)
Bootstrap 113 (94) 7 (6)
a. 12 simulierte Situationen mit je 10 Messzeitpunkten

Fiir die Jackknife-Schitzer vom Typ I und II und die Delta-Methode ist die mittlere
Abweichung zwischen der geschitzten und simulierten Standardabweichung der
Response-Funktion vergleichbar und betrdgt im Mittel iiber alle simulierten
Situationen und Zeitpunkte etwa 2.6% fiir die Jackknife-Schitzer und 2.4% fiir die
Delta-Methode. Die Schitzung der Standardabweichung mit der Bootstrap-Methode
fiihrt mit einer mittleren Abweichung von 5.8% zu schlechteren Ergebnissen. In der
Regel wird die Standardabweichung von allen Schitzern unterschitzt. Wihrend die
Jackknife-Schitzer I und II und die Delta-Methode die Standardabweichung in 73%
der Fille zu gering schitzen, ist dies beim Bootstrap-Schitzer in 94% der betrachteten

Situationen der Fall.

Bemerkenswerterweise konnen bei normalverteilten Fehlern mit den Jackknife-
Schitzern und der Delta-Methode auch bei sehr geringen Fallzahlen gute Schétzungen
der Standardabweichung erzielt werden. So betrégt fiir diese drei Schitzer z.B. schon
bei einer Fallzahl von n=n =6 die mittlere Abweichung von der simulierten
Standardabweichung lediglich 2.7% bei normalverteilten, unabhéngigen Fehlern und
2.1% bei normalverteilten, korrelierten Fehlern. In der Situation mit xz—verteilten
Fehlern ist die Abweichung grofler, sie betrdagt 6.6% fiir die Jackknife-Schitzer und
5.7% fiir die Delta-Methode (siehe Tabellen D1 - D3, Anhang D).

Die folgende Tabelle zeigt die Abweichung zwischen simulierter und geschitzter

Standardabweichung fiir die verschiedenen Fehlermodelle.
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Tabelle 5.10: Deskriptive Statistiken fiir den Betrag der relativen Differenz zwischen geschéatzter und
simulierter Standardabweichung der Response-Funktion fiir verschiedene Fehlermodelle

Fehlermodell Varianzschatzer A\
N>  Mean  Std Min  Median Max
Normal, st.u. Jackknife Type | 40 1.8 1.8 0 1.3 7.7
Jackknife Type Il 40 1.8 1.8 0 1.3 7.7
Delta-Methode 40 1.8 1.8 0 1.3 7.8
Bootstrap 40 5.1 3.7 0.3 3.7 15.4
Normal, korr. Jackknife Type | 40 1.6 1.4 0.1 1.1 4.9
Jackknife Type |l 40 1.6 1.4 0.1 1.1 4.9
Delta-Methode 40 1.6 1.4 0.1 1.1 4.9
Bootstrap 40 5.1 3.3 0.9 3.9 12.3
xz-verteilt, st.u. Jackknife Type | 40 4.4 2.6 0.2 4.2 9.5
Jackknife Type I 40 4.4 2.6 0.2 4.3 9.5
Delta-Methode 40 3.9 24 0.2 3.5 8.7
Bootstrap 40 7.1 4.4 0.3 6.8 15.9

A = 100*(geschatzte Std. — simulierte Std) / simulierte Std
4 simulierte Situationen mit je 10 Messzeitpunkten

oo

Fiir alle Schitzer ist zu beobachten, dass die Abweichung der geschitzten von der
simulierten Standardabweichung bei nicht normalverteilten Fehlern grofer ist als bei

normalverteilten.

In der folgenden Tabelle sind die simulierten Uberdeckungswahrscheinlichkeiten der

nominalen 95% Konfidenzintervalle fiir ¢,,(¢) zusammengefasst.

Tabelle 5.11: Deskriptive Statistiken fiir die simulierten Uberdeckungswahrscheinlichkeiten der nominalen
95% Konfidenzintervalle fiir die Response-Funktion

Varianzschéatzer N? Mean Std Min Median Max
Jackknife Type | 120 92.9 1.6 88.2 93.2 95.8
Jackknife Type |l 120 92.9 1.6 88.2 93.2 95.8
Delta-Methode 120 92.9 1.6 88.4 93.2 95.8
Bootstrap 120 91.7 2.1 86.4 92.2 94.5

a. 12 simulierte Situationen mit je 10 Messzeitpunkten

Wie schon bei der Schitzung der Standardabweichung zeigt sich auch hier, dass die
beiden Jackknife-Schitzer und die Delta-Methode sehr dhnliche Ergebnisse liefern,
wihrend der Bootstrap-Schitzer abfillt. Im Mittel iiber alle simulierten Situationen
und Messzeitpunkte war fiir die Jackknife-Schitzer und die Delta-Methode die
simulierte Uberdeckungswahrscheinlichkeit 92.9% und fiir die Bootstrap-Methode
91.7%. Da mit der Bootstrap-Methode die Standardabweichung des Schitzers fiir die

106



Response-Funktion in der Regel um einen groBBeren Betrag unterschitzt wird als mit

den anderen Methoden, ist dieses Ergebnis nicht iiberraschend.

Die folgende Tabelle zeigt die simulierten Uberdeckungswahrscheinlichkeiten der

nominalen 95% Konfidenzintervalle fiir die verschiedenen Fehlermodelle.

Tabelle 5.12: Deskriptive Statistiken fiir die simulierten Uberdeckungswahrscheinlichkeiten der nominalen
95% Konfidenzintervalle fiir die Response-Funktion fiir verschiedene Fehlermodelle

Fehlermodell Varianzschatzer N? Mean Std Min  Median Max
Normal, st.u. Jackknife Type | 40 93.4 1.5 89.5 93.7 95.8
Jackknife Type I 40 93.4 1.5 89.6 93.7 95.8
Delta-Methode 40 93.4 1.5 89.6 93.7 95.8
Bootstrap 40 92 2.1 86.9 92.7 94.5
Normal, korr. Jackknife Type | 40 93.2 1.3 89 93.5 95.1
Jackknife Type I 40 93.2 1.3 89 93.5 95.1
Delta-Methode 40 93.2 1.3 89 93.5 95.1
Bootstrap 40 92.1 1.9 86.4 92.6 94.4
xz-verteilt, st.u. Jackknife Type | 40 92 1.7 88.2 92.1 94.7
Jackknife Type I 40 92 1.7 88.2 92.1 94.7
Delta-Methode 40 92.1 1.6 88.4 92.2 94.8
Bootstrap 40 90.9 2.2 86.4 91.6 94.2

a. 4 simulierte Situationen mit je 10 Messzeitpunkten

Fiir alle Schitzer liegen die simulierten Uberdeckungswahrscheinlichkeiten niher

beim nominalen Niveau von 95%, wenn die Fehler normalverteilt sind.

Wird es als akzeptabel angesehen, wenn bei einem nominalem Niveau von 95% die
Uberdeckungswahrscheinlichkeit der asymptotischen Konfidenzintervalle mindestens
94% betriagt, sind bei normalverteilten Fehlern fiir die Jackknife-Schitzer oder die
Delta-Methode in den in dieser Simulationsstudie betrachteten Situationen
n=n =18 Beobachtungen notwendig, um dieses Niveau zu erreichen (siche
Tabellen D.4 — D.6, Anhang D). Bei nicht normalverteilten Fehlern liegt auch mit der
hochsten in dieser Simulation beriicksichtigten Fallzahl fiir alle Schitzer die

Uberdeckungswahscheinlichkeit unter 94%.

Schditzung der Input-Funktion

Die Ergebnisse der statistischen Simulationen zur Schitzung der Input-Funktion sind
mittels deskriptiver Statistiken iiber die Messzeitpunkte in den Tabellen D.7 bis D.12

im Anhang D zusammengefasst.
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Deskriptive Statistiken fiir den Betrag der relativen Differenz zwischen der
geschitzten und simulierten Standardabweichung der Input-Funktion und
Haufigkeiten fiir das Vorzeichen der Differenz finden sich in den Tabellen 5.13 und

5.14.

Tabelle 5.13: Deskriptive Statistiken fiir den Betrag der relativen Differenz zwischen geschatzter und
simulierter Standardabweichung der Input-Funktion

Varianzschatzer AR
NP Mean Std Min  Median  Max
Jackknife Type | 120 2.9 2.8 0 2.1 141
Jackknife Type |l 120 2.9 2.8 0 2.1 141
Delta-Methode 120 2.6 2.4 0.1 2 12
Bootstrap 120 5.3 3.5 0.1 4.3 16.3
a. A = 100*(geschatzte Std. — simulierte Std) / simulierte Std
b. 12 simulierte Situationen mit je 10 Messzeitpunkten

Tabelle 5.14: Haufigkeiten fiir das Vorzeichen der Differenz zwischen geschéatzter und simulierter Standard-
abweichung der Input-Funktion

Varianzschatzer N(%) fur A®
<0 >0
Jackknife Type | 92 (77) 28 (23)
Jackknife Type |l 92 (77) 28 (23)
Delta-Methode 90 (75) 30 (25)
Bootstrap 108 (90) 12 (10)
a. 12 simulierte Situationen mit je 10 Messzeitpunkten

Fiir die Jackknife-Schitzer vom Typ I und II und die Delta-Methode ist die mittlere
Abweichung zwischen der geschitzten und simulierten Standardabweichung der
Input-Funktion vergleichbar und betrdgt im Mittel iiber alle simulierten Situationen
und Zeitpunkte etwa 2.9% fiir die Jackknife-Schitzer und 2.6% fiir die Delta-
Methode. Die Schitzung der Standardabweichung mit der Bootstrap-Methode fiihrt
mit einer mittleren Abweichung von 5.3% zu schlechteren Ergebnissen. In der Regel
wird die Standardabweichung von allen Schitzern unterschitzt. Wihrend die
Jackknife-Schitzer I und II und die Delta-Methode die Standardabweichung in 77%
bzw. 75% der Fille zu gering schitzen, war dies beim Bootstrap-Schitzer in 90% der

betrachteten Situationen der Fall.

Bei normalverteilten Fehlern konnen mit den Jackknife-Schitzern und der Delta-
Methode auch bei sehr geringen Fallzahlen gute Schitzungen der asymptotischen

Standardabweichung erzielt werden. So betrégt fiir diese drei Schitzer z.B. schon bei
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einer Fallzahl von n=n =6 die mittlere Abweichung von der simulierten
Standardabweichung lediglich 1.8-1.9% bei normalverteilten, unabhéngigen Fehlern
und 1.1-1.2% bei normalverteilten, korrelierten Fehlern. In der Situation mit xz-
verteilten Fehlern ist die Abweichung wesentlich groBer, sie betragt 9.6% fiir die
Jackknife-Schitzer und 7.7% fiir die Delta-Methode (siehe Tabellen D.7 —D.9,
Anhang D).

Die folgende Tabelle zeigt die Abweichung zwischen simulierter und geschitzter

Standardabweichung fiir die verschiedenen Fehlermodelle.

Tabelle 5.15: Deskriptive Statistiken fiir den Betrag der relativen Differenz zwischen geschatzter und
simulierter Standardabweichung der Input-Funktion fiir verschiedene Fehlermodelle

Fehlermodell Varianzschatzer IAI*
N>  Mean  Std Min  Median Max
Normal, st.u. Jackknife Type | 40 1.6 1.3 0.1 1.4 6.2
Jackknife Type I 40 1.6 1.3 0.1 1.4 6.2
Delta-Methode 40 1.6 1.3 0.1 1.4 6.2
Bootstrap 40 52 2.9 1.3 4.3 11.2
Normal, korr. Jackknife Type | 40 2.2 1.8 0 1.8 7.4
Jackknife Type Il 40 2.2 1.8 0 1.8 7.4
Delta-Methode 40 2.2 1.8 0.1 1.8 7.4
Bootstrap 40 4.8 29 0.1 4.4 10.8
x-verteilt, stu.  Jackknife Type | 40 4.9 3.6 0.2 3.9 14.1
Jackknife Type I 40 4.9 3.6 0.2 3.9 14.1
Delta-Methode 40 3.9 3.1 0.1 3.1 12
Bootstrap 40 6.1 4.5 0.2 4.3 16.3
a. A = 100*(geschatzte Std. — simulierte Std)/ simulierte Std
b. 4 simulierte Situationen mit je 10 Messzeitpunkten

Fiir alle Schitzer ist zu beobachten, dass die Abweichung der geschitzten von der
simulierten Standardabweichung bei nicht normalverteilten Fehlern grofer ist als bei
normalverteilten. Wihrend bei normalverteilten Fehlern die Jackknife- und die Delta-
Methode vergleichbare Ergebnisse liefern, ergibt bei x*-verteilten Fehlern die Delta-
Methode etwas genauere Ergebnisse. Fiir sie betrdgt die Abweichung zwischen
geschitzter und simulierter Standardabweichung 3.9% im Vergleich zu 4.9% beim

Jackknife.

In der folgenden Tabelle sind die simulierten Uberdeckungswahrscheinlichkeiten der

nominalen 95% Konfidenzintervalle fiir &(r) zusammengefasst.
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Tabelle 5.16: Deskriptive Statistiken fiir die simulierten Uberdeckungswahrscheinlichkeiten der nominalen
95% Konfidenzintervalle fiir die Input-Funktion

Varianzschatzer N? Mean Std Min Median Max
Jackknife Type | 120 93 1.8 87.6 93.4 96.5
Jackknife Type |l 120 93 1.8 87.5 93.4 96.5
Delta-Methode 120 93.1 1.8 87.5 93.5 96.4
Bootstrap 120 92 2.3 85.3 92.5 96.3

a. 12 simulierte Situationen mit je 10 Messzeitpunkten

Wie schon bei der Schitzung der Standardabweichung zeigt sich auch hier, dass die
beiden Jackknife-Schitzer und die Delta-Methode sehr dhnliche Ergebnisse liefern,
wihrend der Bootstrap-Schitzer leicht abfillt. Im Mittel iiber alle simulierten
Situationen und Messzeitpunkte war fiir die Jackknife-Schétzer und die Delta-
Methode die simulierte Uberdeckungswahrscheinlichkeit 93%, und fiir die Bootstrap-
Methode 92%.

Die folgende Tabelle zeigt die simulierten Uberdeckungswahrscheinlichkeiten der

nominalen 95% Konfidenzintervalle fiir die verschiedenen Fehlermodelle.

Tabelle 5.17: Deskriptive Statistiken fiir die simulierten Uberdeckungswahrscheinlichkeiten der nominalen
95% Konfidenzintervalle fiir die Input-Funktion fiir verschiedene Fehlermodelle

Fehlermodell Varianzschatzer N? Mean Std Min  Median Max
Normal, st.u. Jackknife Type | 40 93.2 1.3 90.4 93.7 95.8
Jackknife Type Il 40 93.2 1.3 90.4 93.7 95.8
Delta-Methode 40 93.2 1.3 90.4 93.7 95.7
Bootstrap 40 92 2 87.7 92.6 95.2
Normal, korr. Jackknife Type | 40 94 .1 1.5 90.6 94.2 96.5
Jackknife Type |l 40 94 .1 1.5 90.6 94.2 96.5
Delta-Methode 40 94 .1 1.5 90.6 94.2 96.4
Bootstrap 40 92.9 2.1 88.8 93.1 96.3
yZ-verteilt, stu.  Jackknife Type | 40 91.8 1.9 876 925 944
Jackknife Type Il 40 91.8 1.9 875 92.5 94.4
Delta-Methode 40 92 1.9 87.5 92.6 94.6
Bootstrap 40 91.1 2.5 85.3 92 94 1

a. 4 simulierte Situationen mit je 10 Messzeitpunkten

Fiir alle Schitzer liegen die simulierten Uberdeckungswahrscheinlichkeiten niher
beim nominalen Niveau von 95%, wenn die Fehler normalverteilt sind. Unter
Normalverteilungsannahme sind bei korrelierten Fehlern die Uberdeckungs-

wahrscheinlichkeiten noch etwas hoher als bei unabhéngigen.
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Wird es als akzeptabel angesehen, wenn bei einem nominalem Niveau von 95% die
Uberdeckungswahrscheinlichkeit der asymptotischen Konfidenzintervalle mindestens
94% betrigt, sind bei normalverteilten Fehlern fiir die Jackknife-Schitzer oder die
Delta-Methode in den in dieser Simulationsstudie betrachteten Situationen
n=n" =18 Beobachtungen notwendig, um dieses Niveau zu erreichen (siche
Tabellen D.10 — D.12, Anhang D). Bei nicht normalverteilten Fehlern liegt auch mit
der hochsten in dieser Simulation beriicksichtigten Fallzahl fiir alle Schitzer die

Uberdeckungswahscheinlichkeit unter 94%.
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6. Ein Beispiel

Zur Illustration der in dieser Arbeit diskutierten Methoden wird in diesem Kapitel
beispielhaft die Schitzung der Wirkstofffreisetzung aus einer Theophyllin

Retardformulierung beschrieben.

In dem in Frankfurt 1696 erschienenen “Neuen Vollkommenen Kriauterbuch™ heil3t es
iiber den Gebrauch von Tee ,,Hast Du Dich bei einer Mahlzeit an Wein berauscht, bist
Du mit einer Migridne oder auch einer Schlafsucht beladen, trinke wacker Tee, so wird
Dir die Trunkenheit geschwind weichen, die Migréne sich setzen und die Schlafsucht
vergehen, daher es auch den nachtstudierenden Gelehrten ein sehr bequemes Mittel

ist, den Schlaf etwas zu brechen* (Wettengel, 1998).

Die beschriebenen Effekte des Tees sind auf seinen Inhaltsstoff Theophyllin
zuriickzufithren, das 1888 von Albrecht Kossel als ein Bestandteil des Tees
beschrieben wurde. Nachdem um die Jahrhundertwende die chemische Synthese des
Wirkstoffes gelang, wurde er zunidchst als Diuretikum eingesetzt. Obwohl bereits
1922 die bronchospasmolytische Wirkung des Theophyllins beschrieben wurde, trat
erst in den 70er Jahren die Erforschung des Wirkstoffes in eine entscheidende Phase
sein. Sein Metabolismus wurde aufgeklért, die Kinetik beschrieben und die Dosis-
Wirkungsbeziehung erforscht. Durch eine Relaxation der glatten Bronchialmuskulatur
und eine Steigerung der mukoziliaren Clerarance fiihrt Theophyllin bei Patienten mit
chronisch  obstruktiver =~ Atemwegserkrankung zu einer = Abnahme  der

Atembeschwerden.

Mit der Entwicklung von Retardformulierungen wurde es moglich, Theophyllin-
Konzentrationen in der Langzeittherapie von Asthmapatienten in dem relativ engen
therapeutischen Fenster von 8-15 mg/l zu halten. Der Wirkstoff fand eine grofle
Verbreitung und wurde lange Zeit in nationalen wund internationalen
Therapierichtlinien des Asthmas an erster Stelle genannt. Erst als in den 80er Jahren
die entziindliche Komponente des Asthmas besser verstanden wurde, verlor er diese
Position an die topischen Steroide. Bei ca. 25% der Asthmapatienten, bei denen die
Steroide allein zur Kontrolle der Symptome nicht ausreichen, wird Theophyllin aber

immer noch erginzend gegeben.
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In dem folgenden Beispiel wird die Freisetzung des Wirkstoffes Theophyllin aus einer
Retardformulierung untersucht. Die Formulierung besteht aus Mikrokapseln, die 500
mg Wirkstoff enthalten. Die Retardformulierung wurde in einer klinischen Studie 18
Probanden als einfache orale Dosis verabreicht (Abbott GmbH & Co KG, 1993).
Theophyllin-Konzentrationen wurden in den ersten 30 Stunden nach Gabe zu 20
verschiedenen Zeitpunkten gemessen (0.08 h, 0.17 h, 0.25 h, 0.5 h, 1 h, 1.5h, 2 h, 2.5
h,3h,35h,4h,5h,6h,7h,8h, 10h, 12 h, 16 h, 24 h, 30 h). Als intravendse
Referenz werden Theophyllin Konzentrationsdaten aus einer zweiten klinischen
Studie herangezogen, in denen 250 mg des Wirkstoffes als intravendse
Kurzzeitinfusion iiber 10 min gegeben wurden (Abbott GmbH & Co. KG, 1992). Hier
wurden die Theophyllin-Konzentrationen in den ersten 30 Stunden nach Beendigung
der Infusion zu 23 verschiedenen Zeitpunkten gemessen (0.03 h, 0.08 h, 0.17 h, 0.25
h,0.33h,0.5h,0.75h, 1 h,1.5h,2h,2.5h,3h,3.5h,4h,5h,6h,7h,8h, 10 h, 12
h, 16 h, 24 h, 30 h). Fiir die Zeit 0 h wurde fiir jeden Proband mittels linearer
Regression auf der logarithmischen Skala aus den ersten beiden Messwerten (0.03 h,
0.08 h) ein Konzentrationswert geschitzt. Die Konzentrationsdaten aus den beiden
Studien sind, zusammen mit deskriptiven Statistiken, in den Tabellen F.1 und F.2

(Anhang F) gelistet und in Abbildung 6.1 grafisch dargestellt.

Es wird der Frage nachgegangen, ob die Freisetzung des Wirkstoffes aus den
Mikrokapseln eher einer Freisetzung nullter oder erster Ordnung entspricht. Im ersten
Fall wiirde man einen linearen Anstieg des kumulativ freigesetzten Wirkstoffanteils
beobachten, wihrend im zweiten Fall einen konkaven Verlauf der Freisetzungskurve
erwarten wiirde. Bevorzugt wiirde eine Freisetzung nullter Ordnung, mit der sich bei
einer Dauertherapie geringere Schwankungen zwischen maximalen und minimalen

Theophyllin-Konzentrationsspiegeln ergeben wiirden.
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Abbildung 6.1 Theophyllin-Konzentrationen (mg/l) nach intravendéser Kurzzeitinfusion von 250 mg
Theophyllin bei 20 Probanden
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Abbildung 6.2 Theophyllin-Konzentrationen (mg/l) nach oraler Gabe einer 500 mg Theophyllin Retard-
formulierung bei 18 Probanden
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Abbildung 6.3 Mittlere Theophyllin-Konzentrationen (mg/l, + Standardabweichung) nach intravenéser
Kurzzeitinfusion von 250 mg Theophyllin (n=20) und nach oraler Gabe einer 500 mg
Theophyllin Retardformulierung (n=18)

Um die Freisetzung von Theophyllin aus der Retardformulierung zu bestimmen, wird
eine Dekonvolution durchgefiihrt und der Schitzer fiir die kumulative Input-Funktion
aus Definition 4.7 berechnet. Zur Dosiskorrektur werden die nach intravendser Gabe
gemessenen Konzentrationen mit dem Faktor 2 multipliziert. Dieser entspricht dem
Verhiltnis von oraler zu intravendser Dosis. Da wir die Giiltigkeit des
Superpositionsprinzips voraussetzen, ist diese lineare Form der Dosisstandardisierung

erlaubt.

Als Varianzschitzer fiir die Input-Funktion werden die Delta-Methode mit
numerischer Approximation des Gradienten (Satz 4.10, A=0.001), die Jackknife-
Varianzschidtzer vom Typ I und II (Satz 4.11 und Satz 4.12) und der Bootstrap-
Varianzschitzer (siehe Anhang E) betrachtet. Die Ergebnisse der Schitzungen sind in
Tabelle 6.1 zusammengefasst; das geschitzte Freisetzungsprofil ist zudem in

Abbildung 6.4 grafisch dargestellt.
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Tabelle 6.1:  Schéatzung der Wirkstofffreisetzung (kumulative Input-Funktion) fiir eine Theophyllin Retard-
formulierung (siehe Text) und verschiedene Schéatzer der Standardabweichung

Zeit (h)  Freiset- Delta-Methode Jack- Jack- Boot-
zung knife | knife Il strap
Std®  CV(%)° L95%°  U95%° Std Std Std

0.08 0.002 0.000 9.2 0.002 0.003 0.000 0.000 0.000
0.17 0.004 0.000 10.7 0.003 0.004 0.000 0.000 0.000
0.25 0.005 0.001 13.2 0.003 0.006 0.001 0.001 0.001
0.5 0.023 0.005 21.4 0.013 0.033 0.005 0.005 0.005

1 0.077 0.008 9.7 0.062 0.092 0.008 0.008 0.007
1.5 0.141 0.009 6.7 0.122 0.159 0.009 0.009 0.009
2 0.19 0.013 6.6 0.166 0.215 0.013 0.013 0.011
25 0.242 0.014 6.0 0.214 0.271 0.014 0.014 0.013
3 0.306 0.017 5.6 0.272 0.339 0.017 0.017 0.016
3.5 0.368 0.021 5.6 0.328 0.409 0.021 0.021 0.019
4 0.411 0.022 55 0.367 0.455 0.023 0.022 0.021
5 0.517 0.027 5.2 0.465 0.570 0.027 0.027 0.026
6 0.588 0.029 4.9 0.532 0.644 0.029 0.029 0.026
7 0.644 0.031 4.8 0.583 0.705 0.031 0.031 0.029
8 0.687 0.035 5.1 0.619 0.755 0.035 0.035 0.031
10 0.761 0.040 5.3 0.682 0.840 0.040 0.040 0.036
12 0.815 0.047 5.7 0.724 0.906 0.047 0.047 0.043
16 0.892 0.055 6.1 0.785 0.999 0.055 0.055 0.049
24 1 0.071 7.1 0.860 1.139 0.071 0.072 0.064
30 1.015 0.077 7.6 0.864 1.167 0.077 0.078 0.069

Std = geschétzte asymptotische Standardabweichung

CV = Variationskoeffizient = 100*(Standardabweichung / Schatzwert)

c. L95% / U95% = Untere / Obere Grenze des asymptotischen 95% Konfidenzintervals basierend auf der
Standardabweichung der Delta-Methode

oo

1.14
1.04
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0.8
0.71
0.61
0.51
0.4
0.3]
0.2]
0.1

0.0
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Freigesetzter Wirkstoffanteil

Abbildung 6.4 Geschatzte Wirkstofffreisetzung (kumulative Input-Funktion) fiir eine Theophyllin Retard-
formulierung
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In den ersten fiinf bis sechs Stunden nach Applikation der Retardformulierung ldsst
sich die Freisetzung des Wirkstoffes gut durch eine lineare Funktion beschreiben.
Danach flacht die Freisetzungskurve zunehmend ab und nach 24 Stunden ist die

gesamte Wirkstoffmenge freigesetzt.

Wie bereits in der Simulationsstudie beobachtet, fithren auch in diesem Beispiel die
Delta-Methode und die beiden Jackknife-Schitzer zu sehr dhnlichen Schétzungen der
asymptotischen Standardabweichung, wihrend sich der Bootstrap-Schitzer etwas
abhebt und geringere Werte liefert. In Tabelle 6.1 sind fiir die Delta-Methode auch
der Variationskoeffizient der Schidtzung wund das asymptotische 95%
Konfidenzinterval fiir die Input-Funktion angegeben. Fiir die Jackknife-Schétzer und
die Bootstrap-Methode wurden diese Groflen nicht berechnet. Fiir die Jackknife-
Schitzer sind der Variationskoeffizient und das Konfidenzinterval praktisch identisch
zur Delta-Methode. Fiir die Bootstrap-Methode wurde auf die Angabe verzichtet, da
die Simulationsstudie nahelegt, dass mit dieser Methode der Variationskoeffizient und
das Konfidenzinterval weniger gut geschitzt werden als mit der Delta-Methode. Fiir
die Theophyllin-Konzentrationen nach intravandser und oraler Gabe des Wirkstoffes
lagen die Variationskoeffizienten (Standardabweichung / Mittelwert) in der Zeit von 1
h bis 16 h im Bereich von 20 bis 30%. Dennoch konnte die Freisetzung fiir alle
Zeitpunkte ab 1h mit einem  Variationskoeffizienten (asymptotische

Standardabweichung des Schitzers / Schitzwert) von unter 10 % geschitzt werden.
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7. Zusammenfassung, Diskussion und Ausblick

Das Thema dieser Arbeit war die Schitzung der Input- und Response-Funktion bei
numerischer Konvolution und Dekonvolution im Rahmen pharmakokinetischer
Untersuchungen. Ziel war es, Schitzer fiir die Input- und Response-Funktion
anzugeben, ihre asymptotische Verteilung herzuleiten und verschiedene Ansitze zur
Schitzung ihrer asymptotischen Varianz zu diskutieren. Ferner sollten asymptotische

Konfidenzintervalle fiir die Zielgroen angegeben werden.

Nach einer allgemeinen Einfiihrung in die Thematik wurden Schitzer fiir die Input-
und Response-Funktion vorgeschlagen, die sich an in der biopharmazeutischen
Literatur bekannten Point-Area Verfahren zur numerischen Berechnung von

Konvolutionsintegralen anlehnen.

Die asymptotischen Eigenschaften des Schitzers fiir die Response-Funktion wurden
zundchst unter der vereinfachenden Annahme diskutiert, dass Messungen fiir die
Impuls-Response und die Input-Funktion zu #4quidistanten und identischen
Zeitpunkten vorliegen. Analog dazu wurde fiir die Diskussion der asymptotischen
Eigenschaften des Schitzers fiir die Input-Funktion eine entsprechende Annahme
beziiglich der Impuls-Response und Response-Funktion getroffen. Unter diesen
Annahmen, die bei einem entsprechenden Versuchsdesign erfiillt sind, konnen die
Schitzer in geschlossener Form dargestellt und direkt aus den Daten ohne
Interpolation berechnet werden. Dies ermdglicht es, relativ einfache Formeln fiir die
Schitzer und ihre asymptotische Varianz anzugeben. Die Annahme gleicher und
dquidistanter Zeitpunkte erscheint dabei weniger einschrinkend, wenn man sich klar
macht, dass sie nicht fiir alle Probanden bzw. Versuchseinheiten, sondern lediglich fiir
die Mittelwerte erfiillt sein muss. AnschlieBend wurde diese Voraussetzung fallen
gelassen und die Schitzung der Response- und Input-Funktion in allgemeineren

Versuchdesigns behandelt.

Da stets nur endlich viele Beobachtungszeitpunkte zur Verfiigung stehen, kdnnen
selbst im statistischen Idealfall fehlerfreier Messungen die Response- und Input-
Funktion nicht exakt bestimmt werden. Es wurde gezeigt, dass die Schitzer fiir diese
Funktionen jeweils fast sicher gegen einen Grenzwert konvergieren, der als

numerische Approximation der Zielfunktionen aufgefasst werden kann.
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Die im Rahmen dieser Arbeit diskutierten Schitzer hdngen von den Ausgangdaten nur
tiber die Mittelwerte der Beobachtungen an den einzelnen Messzeitpunkten ab.
Insbesondere in allgemeinen Designs ist allerdings die explizite funktionale Form
dieses Zusammenhangs nicht offensichtlich. Es wurde dargelegt, wie sich die
Schitzer als Funktionen der Mittelwerte darstellen lassen, und dass die Funktionen in
einer Umgebung der Erwartungswerte ein nicht verschwindendes Differential
besitzen. Mit dieser Darstellung der Schitzer werden die zahlreichen Ergebnisse
anwendbar, die die statistische Theorie fiir Funktionen von Mittelwerten unter diesen
Umstdnden bereitstellt. So konnte z.B. gezeigt werden, dass die Schitzer
asymptotisch normalverteilt sind, und es konnten asymptotische Konfidenzintervalle

fiir die ZielgroBen angegeben werden.

Zur Schitzung der asymptotischen Varianz der Schitzer fiir die Response- und Input-
Funktion wurden verschiedene Verfahren basierend auf der Delta-Methode und dem
Jackknife-Verfahren diskutiert. Fiir die Delta-Methode wurde ein Satz angegeben, der

die numerische Approximation der Gradienten rechtfertigt.

Beim Jackknife-Verfahren wurden zwei verschiedene Ansitze verfolgt. Fiir den
Jackknife-Varianzschitzer vom Typ I wurde auf Pseudowerte zuriickgegriffen, die
Arvesen schon 19609 fiir die Zweistichprobensituation vorgeschlagen hat, und gezeigt,
dass er streng konsistent fiir die asymptotischen Varianzen der diskutierten Schitzer
ist. Dabei wurde von dem Ergebnis Gebrauch gemacht, dass sich die Schitzer als
stetig differenzierbare Funktion von Mittelwerten darstellen lassen. Als Verbesserung
zu Arvesen wurde die strenge Konsistenz der Jackknife-Varianzschitzer fiir
Funktionen dieses Typs bewiesen, ohne die Existenz der Ableitungen zweiter
Ordnung zu fordern. Insbesondere bei der Schitzung der Input-Funktion, bei der in
die Schitzung der Funktion zu einem bestimmten Zeitpunkt auch die Schitzwerte fiir
alle vorherigen Zeitpunkte eingehen und die Ableitungen dementsprechend eine
verschachtelte Struktur besitzen, ist schon die Ermittlung der Ableitungen erster
Ordnung sehr aufwindig. Mit den Ergebnissen dieser Arbeit werden die Ableitungen

zweiter Ordnung nun nicht mehr benétigt.

Als Alternative zum Jackknife-Varianzschitzer vom Typ I wurde vorgeschlagen, die
Pseudowerte nicht wunter Auslassung ganzer Vektoren, sondern einzelner
Komponenten von Vektoren zu bilden. Dies fiihrt im Vergleich zum ersten Ansatz zu

einer groferen Anzahl von Pseudowerten, was dazu beitragen konnte, die
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Eigenschaften des asymptotisch konsistenten Jackknife-Varianzschitzers bei kleinen
Stichproben zu verbessern. Mit einem dhnlichen Ansatz konnte Pigeot (1991) einen
verbesserten Jackknife-Schitzer fiir das gemeinsame Odds Ratio in geschichteten
Kontingenztafeln herleiten. Fiir die im Rahmen dieser Arbeit betrachteten Situationen
scheint dieser Ansatz besonders vielversprechend, da hier héufig mehr
Messzeitpunkte pro Untersuchungseinheit als Untersuchungseinheiten vorliegen.
Basierend auf modifizierten Pseudowerten wurde ein neuer Jackknife-Varianzschitzer
(Typ 1) vorgeschlagen, von dem gezeigt werden konnte, dass er ebenfalls streng

konsistent fiir die asymptotische Varianz der diskutierten Schitzer ist.

In einer Simulationsstudie wurde das Verhalten der Schitzer fiir die Response- und
Input-Funktion in praxisnahen Situationen untersucht. Dabei wurde zunidchst in
pharmakokinetischen Simulationen der Frage nachgegangen, wie gut die Grenzwerte
der Schitzer die Response- und Input-Funktion in einigen pharmakokinetischen

Standardmodellen approximieren.

Bei den insgesamt 60 Messzeitpunkten der sechs betrachteten pharmakokinetischen
Modelle betrug die Abweichung zwischen der numerischen Approximation der

Response-Funktion ¢,,(7) und der Response-Funktion ¢, (#) im Mittel 1.32%. Die

Abweichung zwischen der numerischen Approximation der Input-Funktion &(¢) und
der Input-Funktion «(¢) betrug im Mittel 1.02%. Mit zehn bis elf Mefzeitpunkten

konnen also gute Approximationen der Zielfunktionen erreicht werden.

In statistischen Simulationen wurde das Verhalten der Schitzer bei verschiedenen
Fallzahlen und fiir unterschiedliche Fehlermodelle betrachtet. Hier zeigte sich, dass
die Jackknife-Schitzer und die numerische Delta-Methode sehr dhnliche Ergebnisse
lieferten, wihrend mit der Bootstrap-Methode sowohl bei der Schitzung der
Standardabweichung als auch bei der Konstruktion von Konfidenzintervallen zum

Teil deutlich schlechtere Resultate erzielt wurden.

Mit den Jackknife-Schitzern und der Delta-Methode konnten in den statistischen
Simulationen bei normalverteilten Fehlern auch bei sehr geringen Fallzahlen gute
Schitzungen der Standardabweichung der Response- und der Input-Funktion erzielt
werden. So betrug mit normalverteilten Fehlern fiir diese drei Schitzer schon bei einer
Fallzahl von sechs Beobachtungen pro Stichprobe die mittlere Abweichung von der

simulierten Standardabweichung weniger als 3% bei der Schitzung der Response-
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Funktion und weniger als 2% bei der Schitzung der Input-Funktion. Zur Konstruktion
von asymptotischen 95% Konfidenzintervallen, die mindestens eine Uberdeckungs-
wahrscheinlichkeit von 94% haben, waren in den in der Simulationsstudie
betrachteten Situationen mit normalverteilten Fehlern jeweils 18 Beobachtungen in

den beiden Stichproben ausreichend.

Generell lieferten alle Schitzer bei normalverteilten Fehlern bessere Ergebnisse als

bei nicht normalverteilten Fehlern.

Als Ergebnis der Simulationsstudie kann die Bootstrap-Methode zur Schitzung der
Standardabweichung der Schitzer fiir die Response- und Input-Funktion nicht
empfohlen werden. Die gilt auch fiir das im Rahmen der Simulationsstudie betrachtete
Bootstrap-Konfidenzintervall, wobei allerdings zu beachten ist, dass hier nur ein sehr
einfaches Konfidenzintervall basierend auf Normalverteilungsquantilen und der
geschitzten Standardabweichung beriicksichtigt wurde. In der Theorie der Bootstrap-
Verfahren gibt es noch zahlreiche weitere Ansdtze zur Konstruktion von
Konfidenzintervallen, mit denen sich wahrscheinlich noch Verbesserungen erzielen

lassen. Dies konnte ein Ansatz fiir weitere Untersuchungen sein.

Im Rahmen der in den statistischen Simulationen betrachteten Situationen stellte der
Jackknife-Schitzer vom Typ II im Vergleich zum Typ I keine Verbesserung dar,
sondern produzierte sehr dhnliche Ergebnisse. Dennoch sollte man diesen Ansatz
nicht aus dem Auge verlieren. So ist es z.B. moglich, dass die Vorteile diese Ansatzes
erst bei Situationen zum Tragen kommen, in denen die Anzahl der Messungen pro
Untersuchungseinheit in Relation zur Anzahl der Untersuchungseinheiten groBer ist
als in der Simulationsstudie. Ferner ist die Frage interessant, inwieweit sich mit den
Pseudowerten vom Typ II Verbesserungen erzielen lassen, wenn das Jackknife-

Verfahren zur Korrektur des Bias eines Schitzers eingesetzt wird.

Zur Illustration der in dieser Arbeit diskutierten Methoden wurde der zeitliche Verlauf
der Wirkstofffreisetzung aus einer Theophyllin Retardformulierung geschitzt. Dazu
wurden Theophyllin-Konzentrationen nach intravendser und oraler Gabe des
Wirkstoffes aus zwei unterschiedlichen klinischen Studien benutzt, d.h. die
Konzentrationsmessungen nach intravenodser und oraler Gabe stammten jeweils von
verschiedenen Probanden. Dabei lagen die Variationskoeffizienten

(Standardabweichung / Mittelwert) der Theophyllin-Konzentrationen fiir die meisten

121



MeBzeitpunkte im Bereich von 20 bis 30%. Dennoch wurde der freigesetzte
Wirkstoffanteil fiir alle Zeitpunkte ab 1h mit einem Variationskoeffizienten
(asymptotische Standardabweichung des Schitzers / Schiatzwert) von unter 10%
geschitzt. In diesem Beispiel konnte also mit historischen intravendsen Daten als
Referenz eine recht genaue Schitzung des Freisetzungsprofils erreicht werden. Dies
deutet darauf hin, dass es nicht nétig ist, bei jeder Freisetzungsuntersuchung z.B. in
einer Cross-Over Studie fiir jeden Probanden Konzentrationen nach oraler und
intravenoser Gabe zu messen, um die Freisetzung intra-individuell schitzen zu
konnen. Auch mit der Verwendung von hidufig bereits vorhandenen historischen

intravendsen Daten lassen sich gute Ergebnisse erzielen.

Das dieser Arbeit zu Grunde gelegte statistische Modell enthilt unter anderem die
Voraussetzung einer streng monoton fallenden Impuls-Response (siehe Kapitel 2.2).
Diese Annahme ist natiirlich, wenn man sich fiir die Modellierung der Wirk-
stofffreisetzung interessiert. Als Referenz zur oralen Gabe der Formulierung wird
dann iiblicherweise eine intravendse Form verabreicht, wonach die Wirk-
stoffkonzentrationen in der Regel streng monoton fallen. Bei solchen Profilen ist die
Verwendung der log-linearen AUC Regel vorteilhaft, die den in dieser Arbeit
diskutierten Schitzern zu Grunde liegt. Interessiert man sich allerdings nicht fiir die
Wirkstofffreisetzung, sondern fiir den Wirkstofftransport ins Blut, gibt man als
Referenz zur oralen Formulierung keine intravendse Form, sondern eine orale

Losung. Die Funktion i, (), die die Wirkstoffkonzentrationen nach Gabe der Losung

beschreibt, dient dann als Impuls-Response:
¢po(t) = () *a' (1),

und die Funktion o(z) beschreibt den zeitlichen Verlauf des Wirkstofftransports ins

Blut.

Bei oraler Gabe einer Losung sind die Wirkstoffkonzentrationen im Blut zum
Zeitpunkt der Dosierung null und steigen dann in der Regel monoton an, bis sie ein
Maximum erreichen und zu fallen beginnen. Bei einem solchen Profil sind die in
dieser Arbeit beschriebenen Verfahren zur Schitzung von Losungen der
Konvolutionsgleichung nicht direkt anwendbar, da die Verwendung der log-linearen

AUC Regel bei nicht monoton fallenden Profilen zu nicht definierten Briichen mit
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einer null im Nenner fithren kann. Benutzt man allerdings eine lineare Regel wie z.B.

die Trapezmethode

AUC, ,,=05-(t,—t,) (et + au(z))),
kann man Schitzer fiir die Response- und Input-Funktion konstruieren, die auch bei
einer Wirkstofflosung als Referenz anwendbar sind. Da sie den in dieser Arbeit
diskutierten Schitzern sehr dhnlich sind, konnen ihre asymptotischen Eigenschaften
mit den hier bereitgestellten Methoden leicht abgeleitet werden, indem man die
Schitzer als Funktion von Mittelwerten dargestellt. Durch die Verwendung der
linearen Regel vereinfachen sich die Ableitungen. Bei der Konvolution konnte es
unter gewissen Umstidnden sogar moglich sein, exakte Formeln fiir den

Erwartungswert und die Varianz des Schitzers fiir die Response-Funktion anzugeben.

Soll in der pharmazeutischen Praxis das Freisetzungsprofil einer oralen Formulierung
in vivo bestimmt werden, werden hdufig Cross-Over Studien durchgefiihrt, in denen
einer Anzahl von Probanden sowohl die orale Formulierung als auch die intravendse
Referenz appliziert wird. Fiir jeden Probanden kann dann mittels numerischer
Dekonvolution sein individuelles Freisetzungsprofil bestimmt werden. Der Mittelwert
dieser Profile wird oft als Schitzer fiir die Input-Funktion benutzt, und seine Varianz

wird mittels der empirischen Varianz der individuellen Profile geschitzt.

Wenn eine orale Formulierung eines Arzneimittels entwickelt wird, ist in der Regel
die Elimination des Wirkstoffes nach intravenoser Gabe bereits hinldnglich bekannt,
da entsprechende Studien schon in einem sehr frithen Stadium des pharmazeutischen
Entwicklungsprozesses durchgefiihrt werden. Als Alternative zum Cross-Over Design
konnten also auch, wie in dem Theophyllin-Beispiel dargelegt, historische intravendse
Daten als Referenz genutzt werden. Bei der Schitzung der Input-Funktion wurde im
Rahmen dieser Arbeit ein Modell unterstellt, in dem die Beobachtungen fiir die
Impuls-Response (Konzentrationen nach intravenoser Gabe) und die Response-
Funktion (Konzentrationen nach oraler Gabe) stochastisch unabhéngig sind. Diese
Annahme scheint sehr plausibel bei der Verwendung historischer Referenzen,

wihrend sie in Cross-Over Studien im Einzelfall zu priifen ist.

Fir die beschriebenen Cross-Over Studien stellt sich die Frage, inwieweit es
tiberhaupt notwendig ist, noch einmal eine intravendse Form als Referenz zur oralen

Formulierung zu applizieren, oder ob die Verwendung vorhandener historischer
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Referenzen nicht ausreichend ist. Die in dieser Arbeit entwickelten Methoden bieten
die Moglichkeit, auch mit historischen Referenzen Schitzungen fiir die Varianz der
Freisetzungsfunktion anzugeben. Auf dieser Basis konnte in weiteren Uberlegungen
der Frage nachgegangen werden, ob die Verwendung historischer Referenzen, die
durch die Nutzung von bereits vorhandenem Datenmaterial wesentlich
kostengiinstiger ist, empfehlenswert oder mit einem Effizienzverlust bei der
Schitzung des Freisetzungsfunktion verbunden ist. Wie oben bereits erldutert, deutet
das diskutierte Theophyllin-Beispiel darauf hin, dass auch mit historischen
intravendsen Daten als Referenz recht genaue Schitzungen von Freisetzungsprofilen
moglich sind. Zudem werden bei der Entwicklung einer Retard-Formulierung die
beschriebenen Cross-Over Studien in der Regel nur fiir weit fortgeschrittene
Entwicklungskandidaten durchgefiihrt. Bei experimentellen Formulierungen oder
frithen Entwicklungskandidaten greift man in der Regel sowieso auf historische Daten
als intravendse Referenz zuriick. In diesen Fillen ist die Schitzung der Varianz der
Input-Funktion iiber die Berechnung von individuellen Profilen nicht méglich. Man

muss dazu auf Methoden zuriickgreifen, wie sie in dieser Arbeit vorgestellt wurden.

Bei der Schitzung der Response-Funktion wurde im Rahmen dieser Arbeit immer
angenommen, dass die Input-Funktion (Freisetzung) an den Messzeitpunkten direkt
beobachtet werden kann. Dies ist in der Praxis auch fiir verschiedene
Wirkstoffformulierungen der Fall. Bei einem Pflaster lidsst sich z.B. priifen, wieviel
Wirkstoff zu verschiedenen Zeitpunkten noch auf dem Pflaster verblieben ist, woraus
man riickschlieen kann, wieviel bereits abgegeben wurde. Weitaus hédufiger sind aber
Fille, in denen die Freisetzung nicht direkt beobachtet werden kann. Dies ist z.B. bei

oralen Formulierungen der Fall.

Bei den in Kapitel 2 beschriebenen in vitro /in vivo Korrelationen wird z.B. die
in vivo Freisetzung des Wirkstoffes typischerweise geschitzt, indem zunéchst die
Freisetzung in vitro ermittelt wird. Diese wird dann mittels einer geschitzten
Regressionsfunktion, die den Zusammenhang zwischen der Freisetzung in vitro und
der Freisetzung in vivo beschreibt, in die in vivo Freisetzung iibersetzt. In dieser
Situation kann der in dieser Arbeit diskutierte Schitzer fiir die Response-Funktion mit
den geschitzten in vivo Freisetzungsprofilen als Input-Funktion angewendet werden.
Dabei ist allerdings zu beachten, dass man nicht mit beobachteten, sondern mit

geschitzten Werten arbeitet und die Varianz der geschitzten Regressionsparameter
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unterschlidgt. Dies kann zu einer Unterschidtzung der Varianz des Schitzers der

Response-Funktion fiihren.

Im Rahmen von Experimenten zur Etablierung einer in vitro/in vivo Korrelation
gelingt es  hiufig, durch Variation der Versuchsparameter in vitro
Freisetzungsmodelle zu identifizieren, mit denen die Korrelation zwischen der in vivo
Freisetzung und der in vitro Freisetzung nahe eins ist. In diesen Fillen sollte der
Vorhersagefehler vernachlédssigbar sein. Die Entwicklung statistischer Methoden zur
Schitzung der Varianz der Response-Funktion, die auch den Vorhersagefehler
beriicksichtigen, wenn die in vivo Freisetzung aus der in vitro Freisetzung geschitzt
werden muss und die durch diesen Schritt induzierte Variabilitit nicht

vernachlédssigbar ist, ist eine interessante Aufgabe fiir kiinftige Forschungen.

In der pharmazeutischen Forschung und Qualitdtskontrolle werden numerische
Verfahren zur Konvolution und Dekonvolution routineméfig bei der Entwicklung
oraler Formulierungen, bei in vitro / in vivo Korrelationen und bei anderen Problemen
angewendet, die im Zusammenhang mit der Wirkstofffreisetzung und dem
Wirkstofftransport stehen. Die in dieser Arbeit definierten Schitzer fiir die Response-
und Input-Funktion orientieren sich an bekannten Point-Area Verfahren zur
numerischen Durchfiihrung von Konvolutionen und Dekonvolutionen und basieren
auf den mittleren Wirkstoffprofilen. In weiteren Untersuchungen konnten Schitzer
von Interesse sein, die auf Medianen oder getrimmten Mittelwerten beruhen. Solche
Schiitzer sollten im Vergleich zu den in dieser Arbeit diskutierten robuster gegeniiber

Ausreillern und Verletzungen der Modellannahmen sein.

Neben den Point-Area Verfahren gibt es in der biopharmazeutischen Literatur
zahlreiche weitere Ansdtze zur numerischen Durchfithrung von Konvolutionen und
Dekonvolutionen. Sehr beliebt sind z.B. auch Methoden, die Splines benutzen (Yu,
Hwang, Gupta, 1997) oder auf der Minimierung von Kleinste-Quadrate
Zielfunktionen beruhen (Verotta, 1989). Die Betrachtung dieser Verfahren unter
statistischen Aspekten stellt eine interessante Aufgabe fiir weitere Forschungen mit
unmittelbarem praktischen Nutzen dar. Da sie auf unterschiedlichen mathematischen
Ansitzen basieren, ist z.B. die Frage von groflen Interesse, inwieweit aus diesen
Verfahren abgeleitete statistische Schitzer vergleichbare Varianzen haben. Mit den in
dieser Arbeit vorgestellten Ergebnissen ist ein erster Schritt zur Beantwortung dieser

Frage erfolgt, weitere Uberlegungen in dieser Richtung sollten folgen.
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Anhang

Anhang A: Grenzwertsitze fiir transformierte Zufallsvektoren und Jackknife-

Statistiken

Satz A.1: (siehe Serfling, 1980, S. 24)

Sei {Xn}neN eine Folge k-dimensionaler Zufallsvektoren, k=1 und X ebenfalls ein

k-dimensionaler Zufallsvektor, definiert auf einem gemeinsamen Wahrschein-

lichkeitsraum. Sei weiterhin eine auf dem R* definierte vektorwertige

Borelfunktion 4: R* — R” gegeben, wobei h stetig sei mit P, -Wahrscheinlichkeit 1.

Es gelte ferner, dass die Folge {Xn}neN fast sicher gegen X konvergiert fiir n — oo,

in Zeichen lim X, = X f.s., dann gilt: limA(X,)=h(X) f.s..

n—oo n

Satz A.2: (siehe Serfling, 1980, S. 122)

Sei {Xn}neN eine Folge k-dimensionaler Zufallsvektoren, k=1, die fir n— oo

asymptotisch normalverteilt ist, in Zeichen
D(n(X,-p))—==> N(0.X)

mit e R und L eR™ eine Kovarianzmatrix. AuBerdem sei eine vektorwertige
Funktion /:R*— R" gegeben, die in jeder Komponente /(u;t),reR* ein in

x = u nicht verschwindendes Differential besitzt, dann gilt:
D(n(h(X,)-h(u)) ) —== N(0,DED")

mit

c 9’{m><k
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Satz A.3: (siehe Shao, Tu, 1995, S. 25)

Sei V,,V,,... eine Folge unabhingig und identisch verteilter k-dimensionaler
Zufallsvektoren mit ¥ = E{V|}, X =Var{V,}. Set T, = h(‘7n) eine Funktion des Mittel-

wertes mit i R* — R und VA sei definiert in einer Umgebung von @, VA(®) # 0,

und VA(¥) stetig an der Stelle u. Ferner sei v,,, die zu T, gehorende Jackknife-

Varianz und 6> = n"'VA(®)-Z - Vh(8), dann ist v, , streng konsistent fiir &~
Vi [O) —221 fus

Jjack n M
und es gilt

D(Nn(T,=8)/ V1 ) —== N(O,1).
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Anhang B: Symbolverzeichnis

(siehe auch Kapitel 2.2 ,,Notation und Modellannahmen**)

0 Nullvektor oder — matrix passender Dimension

N Menge der natiirlichen Zahlen

R Menge der reellen Zahlen

R {(x,..x)lx, e R}

N ( u,o 2) Normalverteilung mit Erwartungswert g und Varianz ¢°
lifi, X,=X f.s. die Folge der Zufallsvariablen X | konvergiert fast

sicher gegen X

X, —> X f.s. ebenfalls: die Folge der Zufallsvariablen X ,

konvergiert fast sicher gegen X

D( X, ) —= 5 X die Folge der Zufallsvariablen X , konvergiert nach

Verteilung gegen X

u_, 1— o Quantil der Standard-Normalverteilung
1, Spaltenvektor mit j Einsen: (1,...,1)
J
e, i-ter Einheitsvektor der Linge k ¢, = (0,..., i,...,O)
k
I, m x m Einheitsmatrix
] euklidische Norm eines Vektors [x|* = x"x
Vh(x) Gradient der Funktion A(x)
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oh

ox,

l

oh
ox, axj

O(h)

min{A}, max{A}

tr(Z)

p(X.Y)

erste partielle Ableitung der Funktion A(x)

zweite partielle Ableitung der Funktion A(x)

Landau-Symbol: u(h) = O(h) Wenn|u(h) / h| <M firh—>0

Minimum und Maximum einer endlichen, nichtleeren Menge

A

Spur (trace) einer Matrix X
Korrelation zweier Zufallsvariablen X und Y

Ende eines Beweises
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Anhang C: Ergebnisse der pharmakokinetischen Simulationen

Tabelle C.1:  Ergebnisse der pharmakokinetischen Simulationen zur Schatzung der Response-Funktion im
Ein-Kompartiment-Modell

Zeit (h) Freisetzungsmodell
konkav (y= 0.3, 8 = 0.5) linear (y=0.3,8=1) sigmoidal (y=0.3,9 =2)
¢, ¢,n A& ¢ () &, A ¢, () () AN
0.5 0.3 0.31 1.5 0.13 0.13 0.1 0.02 0.02 -1.2
1 0.38 0.38 1.2 0.24 0.24 0.1 0.08 0.08 -0.6
2 0.43 0.44 1.1 0.38 0.38 0.2 0.27 0.27 -0.5
3 0.44 0.45 1 0.46 0.46 0.3 0.47 0.47 -0.2
4 0.43 0.43 0.9 0.5 0.5 0.3 0.6 0.6 0
6 0.38 0.38 0.9 0.48 0.49 0.6 0.61 0.61 0.9

8 0.32 0.33 0.9 0.42 0.42 0.7 0.48 0.48 1.2
12 0.22 0.23 1.3 0.28 0.28 1.6 0.26 0.27 1.3

16 0.15 0.15 1.5 0.16 0.17 2 0.15 0.15 1.3
24 007  0.07 34 005 0.6 35 004  0.04 1.3
a. A=100-(z,,(1)~c,, (1)) /cpo(t)

Tabelle C.2: Ergebnisse der pharmakokinetischen Simulationen zur Schatzung der Response-Funktion im
Zwei-Kompartiment-Modell

Zeit (h) Freisetzungsmodell
konkav (y= 0.3, 8 = 0.5) linear (y=0.3,8=1) sigmoidal (y=0.3,9 =2)
~ a ~ a ~ a
c,(t) ¢, (1) A c,(t) ¢, @) A c,(t) ¢, A
0.5 0.29 0.3 25 0.13 0.13 0.2 0.02 0.02 -2

—_

0.35 0.36 1.9 0.23 0.23 0.2 0.08 0.08 -0.9

2 038 039 17 035 035 04 026 025 -0.8
3 0.37 0.38 1.5 0.4 0.4 0.5 0.43 0.42 -0.3
4 0.34 0.35 1.3 0.41 0.42 0.5 0.52 0.52 0.1
6 029 029 15 038 038 12 048 049 19
8 024 024 14 031 032 14 035 036 24
12 017 047 23 02 021 33 019 019 29
16 013  0.13 2 014 014 29 012 012 2
24 008 009 32 008 008 27 007 007 15

a A=100-(2,,(1)=c,,(1))/c,, (1)
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Tabelle C.3: Ergebnisse der pharmakokinetischen Simulationen zur Schatzung der Input-Funktion im Ein-
Kompartiment-Modell

Zeit (h) Freisetzungsmodell
konkav (y= 0.3, 8 = 0.5) linear (y=0.3,8=1) sigmoidal (y=0.3,9 =2)
a(t) o) A o(t) o) A o(t) o) A
0.5 0.32 0.32 -1.5 0.14 0.14 -0.1 0.02 0.02 1.2
1 0.42 0.42 -1.2 0.26 0.26 -0.1 0.09 0.09 0.6
2 0.54 0.53 -1.1 0.45 0.45 -0.2 0.3 0.3 0.5
3 0.61 0.61 -1 0.59 0.59 -0.3 0.56 0.56 0.3
4 0.67 0.66 -1 0.7 0.7 -0.3 0.76 0.76 0.1
6 0.74 0.73 -1 0.83 0.83 -0.5 0.96 0.95 -0.6
8 0.79 0.78 -1 0.91 0.9 -0.6 1 0.99 -0.8
12 0.85 0.84 -1.1 0.97 0.96 -0.9 1 0.99 -0.8
16 0.89 0.88 -1.1 0.99 0.98 -1 1 0.99 -0.8
24 0.93 0.92 -1.4 1 0.99 -1.1 1 0.99 -0.8
a. A=100-(a(t) - (1)) /eu(t)

Tabelle C.4: Ergebnisse der pharmakokinetischen Simulationen zur Schatzung der Input-Funktion im
Zwei-Kompartiment-Modell

Zeit (h) Freisetzungsmodell
konkav (y= 0.3, 6 = 0.5) linear (y=0.3,6=1) sigmoidal (y=0.3,3=2)
ot)  a) A a(t)  a@r) A? alt) ) A?

05 032  0.31 24 014  0.14 02 002 002 2
1 042  0.41 2 026 026 02 009 0.09 1
2 054 053 18 045 045 0.4 0.3 0.3 0.8
3  0.61 0.6 16 059  0.59 05 056  0.56 0.3
4 067 066 15 0.7 0.7 05 076  0.76 0
6 074 073 -16  0.83 083 09 096 095 1.1
8 079 0.78 15  0.91 0.9 -1 1 0.98 1.4
12 0.85  0.83 18 097 096 1.7 1 0.98 1.6
16 0.89  0.87 18 099 097 1.7 1 0.98 1.6
24 093  0.91 -2 1 0.98 1.8 1 0.98 1.5
a. A =100-(a(r) - ou(r))/ex(r)
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Anhang D: Ergebnisse der statistischen Simulationen

Tabelle D.1:  Deskriptive Statistiken fiir den Betrag der relativen Differenz zwischen geschéatzter und
simulierter Standardabweichung des Schéatzers der Response-Funktion (normalverteilte,
unabhangige Fehler)

n=n Varianzschatzer
N® Mean  Std Min  Median  Max
6 Jackknife | 10 2.7 2.4 0 1.8 7.7
Jackknife Il 10 2.7 24 0 1.8 7.7
Delta-Methode 10 2.7 24 0 1.8 7.8
Bootstrap 10 10.4 2.5 7.2 9.9 15.4
12 Jackknife | 10 2 1.7 0.1 1.7 4.8
Jackknife Il 10 2 1.7 0.1 1.7 4.8
Delta-Methode 10 2 1.7 0.1 1.7 4.8
Bootstrap 10 4.7 2.2 0.6 4.5 7.8
18 Jackknife | 10 0.9 1 0 0.6 3.4
Jackknife Il 10 0.9 1 0 0.6 3.4
Delta-Methode 10 0.9 1 0.1 0.6 3.4
Bootstrap 10 2.6 1.1 0.5 3 4.1
24 Jackknife | 10 1.5 1.4 0.1 1.5 41
Jackknife Il 10 1.5 1.4 0.1 1.5 4.1
Delta-Methode 10 1.5 1.4 0.1 1.5 4.1
Bootstrap 10 2.6 1.4 0.3 2.2 5.3

A = 100*(geschatzte Std. — simulierte Std) / simulierte Std

b. Anzahl der Messzeitpunkte
Tabelle D.2: Deskriptive Statistiken fiir den Betrag der relativen Differenz zwischen geschatzter und
simulierter Standardabweichung des Schétzers der Response-Funktion (normalverteilte,
korrelierte Fehler)
n=n" Varianzschatzer
NP Mean Std Min  Median  Max
6 Jackknife | 10 2.1 1.3 0.4 1.8 4.3
Jackknife Il 10 2.1 1.3 0.4 1.8 4.4
Delta-Methode 10 2.1 1.3 0.4 1.8 4.4
Bootstrap 10 9.6 2 5.2 9.9 12.3
12 Jackknife | 10 2.2 1.9 0.3 1.2 4.9
Jackknife Il 10 2.2 1.9 0.3 1.2 4.9
Delta-Methode 10 2.2 1.9 0.3 1.2 4.9
Bootstrap 10 5.4 2.4 2.6 4.7 8.6
18 Jackknife | 10 1 0.8 0.2 0.7 2.5
Jackknife Il 10 1 0.8 0.2 0.7 2.5
Delta-Methode 10 1 0.8 0.1 0.7 2.4
Bootstrap 10 3.1 1.3 1.6 2.7 5.3
24 Jackknife | 10 0.9 1 0.1 0.6 3.2
Jackknife Il 10 0.9 1 0.1 0.6 3.2
Delta-Methode 10 0.9 1 0.1 0.6 3.2
Bootstrap 10 2.3 0.9 0.9 2.2 4
a. A = 100*(geschatzte Std. — simulierte Std) / simulierte Std
b. Anzahl der Messzeitpunkte
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Tabelle D.3:  Deskriptive Statistiken fiir den Betrag der relativen Differenz zwischen geschétzter und
simulierter Standardabweichung des Schitzers der Response-Funktion (x*-verteilte,
unabhangige Fehler)

n=n" Varianzschatzer IAI

N® Mean  Std Min  Median  Max

6 Jackknife | 10 6.6 2.1 2.4 6.8 9.5
Jackknife Il 10 6.6 2.1 2.4 6.8 9.5
Delta-Methode 10 5.7 2.2 1.3 5.9 8.7
Bootstrap 10 12.9 2 8.9 12.9 15.9

12 Jackknife | 10 4.8 2.8 0.2 5.5 8.8
Jackknife Il 10 4.8 2.8 0.2 5.5 8.8
Delta-Methode 10 4.3 2.7 0.4 49 8.3
Bootstrap 10 7.5 2.8 2.9 8.2 11.3

18 Jackknife | 10 3.6 1.9 0.7 3.8 6.6
Jackknife Il 10 3.6 1.9 0.7 3.8 6.6
Delta-Methode 10 3.3 1.9 0.2 3.4 6.3

Bootstrap 10 5.1 2.4 0.6 5.7 8.7

24 Jackknife | 10 2.4 1.9 0.4 1.9 5.8
Jackknife Il 10 24 1.9 0.4 1.9 5.8
Delta-Methode 10 2.3 1.7 0.2 1.9 5.5

Bootstrap 10 3 2.6 0.3 2.7 7.1

A = 100*(geschatzte Std. — simulierte Std) / simulierte Std
Anzahl der Messzeitpunkte

oo

Tabelle D.4: Deskriptive Statistiken fiir die simulierten Niveaus der nominalen 95% Konfidenzintervalle fiir
die Response-Funktion (normalverteilte, unabhéngige Fehler)

n=n" Varianzschatzer N? Mean Std Min Median Max
6 Jackknife | 10 91.3 1.2 89.5 91.5 93.1
Jackknife Il 10 91.4 1.2 89.6 91.5 93.1
Delta-Methode 10 91.4 1.2 89.6 91.5 93.1
Bootstrap 10 88.8 1.2 86.9 88.7 90.5
12 Jackknife | 10 93.6 0.9 92.9 93.2 95.8
Jackknife Il 10 93.6 0.9 92.9 93.2 95.8
Delta-Methode 10 93.6 0.9 92.9 93.2 95.8
Bootstrap 10 92.3 1 91.6 92 94.5
18 Jackknife | 10 94.2 0.7 93 94.3 95.3
Jackknife Il 10 94.2 0.7 93 94.3 95.3
Delta-Methode 10 94.2 0.7 93 94.2 95.2
Bootstrap 10 93.2 0.7 92.4 93 94.3
24 Jackknife | 10 94.4 0.5 93.7 94.6 94.9
Jackknife Il 10 94.4 0.5 93.7 94.6 94.9
Delta-Methode 10 94.4 0.5 93.7 94.6 94.9
Bootstrap 10 93.7 0.4 93.1 93.8 94.2

a. Anzahl der Messzeitpunkte
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Tabelle D.5: Deskriptive Statistiken fiir die simulierten Niveaus der 95% Konfidenzintervalle fiir die
Response-Funktion (normalverteilte, korrelierte Fehler)

n=n Varianzschatzer N? Mean Std Min Median Max
6 Jackknife | 10 91.8 1.3 89 91.9 93.7
Jackknife Il 10 91.8 1.3 89 91.8 93.7
Delta-Methode 10 91.7 1.3 89 91.8 93.7
Bootstrap 10 89.5 1.5 86.4 89.6 91.9
12 Jackknife | 10 92.9 0.8 91.5 93 94.4
Jackknife Il 10 92.9 0.8 91.5 93 94.4
Delta-Methode 10 92.9 0.7 91.6 93 94.4
Bootstrap 10 92.1 0.8 90.8 92.1 93.4
18 Jackknife | 10 94 0.5 93 94.2 94.7
Jackknife Il 10 94 0.5 93 94.2 94.7
Delta-Methode 10 94 0.5 93 94.2 94.7
Bootstrap 10 93.1 0.7 91.9 93.4 94
24 Jackknife | 10 94.2 0.5 93.4 94.3 95.1
Jackknife Il 10 94.2 0.5 93.4 94.3 95.1
Delta-Methode 10 94.2 0.5 93.4 94.3 95.1
Bootstrap 10 93.8 0.5 92.7 94 94.4

a. Anzahl der Messzeitpunkte

Tabelle D.6: Deskriptive Statistiken fiir die simulierten Niveaus der 95% Konfidenzintervalle fiir die
Response-Funktion (x*-verteilte, unabhingige Fehler)

n=n" Varianzschatzer N? Mean Std Min  Median Max
6 Jackknife | 10 89.9 0.8 88.2 90.1 91
Jackknife Il 10 89.9 0.8 88.2 90.1 91
Delta-Methode 10 90 0.8 88.4 90.2 91.1
Bootstrap 10 87.8 0.9 86.4 87.7 89.3
12 Jackknife | 10 91.8 1.3 90.3 91.3 94 .1
Jackknife Il 10 91.8 1.3 90.3 91.3 94.1
Delta-Methode 10 92 1.3 90.4 91.5 94.2
Bootstrap 10 90.9 1.3 89.4 90.6 92.9
18 Jackknife | 10 92.4 0.9 90.4 92.5 93.6
Jackknife Il 10 92.4 0.9 90.4 92.5 93.6
Delta-Methode 10 92.6 0.9 90.6 92.8 93.6
Bootstrap 10 91.8 0.9 90 91.8 93.2
24 Jackknife | 10 93.7 0.7 92.7 93.5 94.7
Jackknife Il 10 93.7 0.7 92.7 93.5 94.7
Delta-Methode 10 93.7 0.7 92.7 93.6 94.8
Bootstrap 10 93.2 0.8 92.2 93.1 94.2
a. Anzahl der Messzeitpunkte
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Tabelle D.7:  Deskriptive Statistiken fiir den Betrag der relativen Differenz zwischen geschatzter und

simulierter Standardabweichung des Schéatzers der Input-Funktion (normalverteilte,

unabhingige Fehler)

n=n" Varianzschatzer
N® Mean  Std Min  Median  Max
6 Jackknife | 10 1.8 1.2 0.2 2 3.8
Jackknife Il 10 1.8 1.2 0.2 2 3.8
Delta-Methode 10 1.9 1.2 0.1 2.1 3.9
Bootstrap 10 9.4 1.1 7.4 9.5 11.2
12 Jackknife | 10 1.9 1 0.2 2 3.6
Jackknife Il 10 1.9 1 0.2 2 3.6
Delta-Methode 10 1.9 1 0.2 2 3.6
Bootstrap 10 52 1.6 1.6 5.5 7.3
18 Jackknife | 10 0.9 0.7 0.1 0.8 2
Jackknife Il 10 0.9 0.7 0.1 0.8 2
Delta-Methode 10 0.9 0.7 0.1 0.9 2
Bootstrap 10 2.8 1 1.3 2.7 4.5
24 Jackknife | 10 1.8 1.8 0.4 1.4 6.2
Jackknife Il 10 1.8 1.8 0.4 1.4 6.2
Delta-Methode 10 1.8 1.8 0.4 1.4 6.2
Bootstrap 10 3.2 0.9 1.4 3.3 4.6

oo

Anzahl der Messzeitpunkte

A = 100*(geschéatzte Std. — simulierte Std)/ simulierte Std

Tabelle D.8: Deskriptive Statistiken fiir den Betrag der relativen Differenz zwischen geschéatzter und

simulierter Standardabweichung des Schéatzers der Input-Funktion (normalverteilte,

korrelierte Fehler)

n=n" Varianzschatzer

N° Mean Std Min Median Max

6 Jackknife | 10 1.1 1.1 0 1 3.1
Jackknife Il 10 1.1 1.1 0 1 3.1
Delta-Methode 10 1.2 1.1 0.1 1 3.2
Bootstrap 10 8.8 1.2 7 8.7 10.8

12 Jackknife | 10 1.8 0.8 0.6 1.8 3.4
Jackknife Il 10 1.8 0.8 0.7 1.8 3.4
Delta-Methode 10 1.8 0.8 0.7 1.9 3.4

Bootstrap 10 5.6 0.9 4.2 5.6 7.2

18 Jackknife | 10 1.4 1.2 0.1 1.4 3.8
Jackknife Il 10 1.4 1.2 0.1 1.4 3.8
Delta-Methode 10 1.4 1.2 0.1 1.3 3.7

Bootstrap 10 2 1.3 0.1 1.9 4.2

24 Jackknife | 10 4.5 1.8 0.7 4.7 7.4
Jackknife Il 10 4.5 1.8 0.7 4.7 7.4
Delta-Methode 10 4.5 1.8 0.7 4.6 7.4

Bootstrap 10 2.9 1.1 1.1 2.7 5.4

oo

Anzahl der Messzeitpunkte

A = 100*(geschatzte Std. — simulierte Std)/ simulierte Std
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Tabelle D.9: Deskriptive Statistiken fiir den Betrag der relativen Differenz zwischen geschéatzter und
simulierter Standardabweichung des Schitzers der Input-Funktion (x*-verteilte, unabhingige

Fehler)
n=n" Varianzschatzer IAI

N® Mean  Std Min  Median  Max
6 Jackknife | 10 9.6 2.7 6.3 9 141
Jackknife Il 10 9.6 2.7 6.3 9 14.1
Delta-Methode 10 7.7 2.9 4.1 7.2 12
Bootstrap 10 12.6 2.9 8.7 12.3 16.3
12 Jackknife | 10 4.4 3.1 0.2 4.7 10.2
Jackknife Il 10 4.3 3.1 0.2 4.7 10.2
Delta-Methode 10 3.5 2.6 1.2 3.3 9.2
Bootstrap 10 5.1 3.2 0.7 54 11.5

18 Jackknife | 10 2.5 1.7 0.2 2.3 5.2
Jackknife Il 10 25 1.7 0.2 2.3 5.2
Delta-Methode 10 1.8 1.3 0.1 1.6 4.2

Bootstrap 10 29 1.8 0.2 2.8 5.5

24 Jackknife | 10 3.2 0.9 1.7 3.4 4.7
Jackknife Il 10 3.2 0.9 1.7 3.3 4.7

Delta-Methode 10 2.5 0.9 0.9 2.6 4

Bootstrap 10 3.6 1 1.9 3.6 5

A = 100*(geschatzte Std. — simulierte Std)/ simulierte Std
Anzahl der Messzeitpunkte

oo

Tabelle D.10: Deskriptive Statistiken fiir die simulierten Niveaus der nominalen 95% Konfidenzintervalle fiir
die Input-Funktion (normalverteilte, unabhéngige Fehler)

n=n" Varianzschatzer N? Mean Std Min Median  Max
6 Jackknife | 10 91.4 0.6 90.4 91.6 92.4
Jackknife Il 10 91.4 0.6 90.4 91.5 92.4
Delta-Methode 10 91.4 0.6 90.4 914 92.6
Bootstrap 10 89.1 0.9 87.7 89.5 90.4
12 Jackknife | 10 93.1 0.8 91.8 93.5 93.9
Jackknife Il 10 93.2 0.7 91.8 93.5 93.9
Delta-Methode 10 93.1 0.8 91.7 93.4 94
Bootstrap 10 91.9 0.7 90.4 92 92.6
18 Jackknife | 10 94.1 0.4 93.4 94.1 94.5
Jackknife Il 10 94.1 0.4 93.4 94.1 94.5
Delta-Methode 10 94.1 0.4 93.3 94 94.6
Bootstrap 10 93.3 0.4 92.7 93.2 93.9
24 Jackknife | 10 94.2 0.9 92.4 94.3 95.8
Jackknife Il 10 94.2 0.9 92.4 94.3 95.8
Delta-Methode 10 94.2 0.9 92.3 94.3 95.7
Bootstrap 10 93.7 1 91.7 93.9 95.2
a. Anzahl der Messzeitpunkte
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Tabelle D.11: Deskriptive Statistiken fiir die simulierten Niveaus der nominalen 95% Konfidenzintervalle fiir
die Input-Funktion (normalverteilte, korrelierte Fehler)

n=n Varianzschatzer N? Mean Std Min Median  Max
6 Jackknife | 10 92.1 1.2 90.6 92.3 93.6
Jackknife Il 10 92.1 1.2 90.6 92.3 93.7
Delta-Methode 10 92.1 1.2 90.6 92 93.5
Bootstrap 10 89.9 0.8 88.8 89.6 91.1
12 Jackknife | 10 93.7 0.3 93.3 93.7 94.2
Jackknife Il 10 93.8 0.3 93.3 93.7 94.2
Delta-Methode 10 93.8 0.4 93.2 93.8 94.3
Bootstrap 10 92.4 0.2 92.1 92.3 92.7
18 Jackknife | 10 94.8 0.6 93.9 94.7 95.7
Jackknife Il 10 94.8 0.6 93.9 94.7 95.7
Delta-Methode 10 94.8 0.6 93.9 94.7 95.7
Bootstrap 10 94 0.5 93.4 94 95.2
24 Jackknife | 10 95.7 0.7 94.4 95.9 96.5
Jackknife Il 10 95.7 0.7 94.4 95.9 96.5
Delta-Methode 10 95.7 0.7 94.4 95.9 96.4
Bootstrap 10 95.1 0.7 93.7 95.1 96.3
a. Anzahl der Messzeitpunkte

Tabelle D.12: Deskriptive Statistiken fiir die simulierten Niveaus der nominalen 95% Konfidenzintervalle fiir
die Input-Funktion (x>verteilte, unabhangige Fehler)

n=n" Varianzschatzer N® Mean Std Min Median Max
6 Jackknife | 10 89.5 1.8 87.6 89 92.6
Jackknife Il 10 89.5 1.8 87.5 89 92.8
Delta-Methode 10 89.7 2 87.5 89.1 93.2
Bootstrap 10 87.9 2.3 85.3 87.1 91.9
12 Jackknife | 10 92.2 1.2 89.8 92.4 94 .1
Jackknife Il 10 92.2 1.2 89.8 92.3 94 .1
Delta-Methode 10 92.5 1.3 90 92.6 94.6
Bootstrap 10 91.7 1.3 88.9 92 93.8
18 Jackknife | 10 93.1 0.9 91.4 93.2 94.4
Jackknife Il 10 93.1 0.9 91.4 93.2 94.4
Delta-Methode 10 93.2 0.9 91.5 93.3 94.6
Bootstrap 10 92.7 0.9 90.9 92.7 94 .1
24 Jackknife | 10 92.4 1.1 90.4 92.8 93.6
Jackknife Il 10 92.4 1.1 90.4 92.8 93.6
Delta-Methode 10 92.6 1.1 90.9 93 93.8
Bootstrap 10 92.1 1.4 89.2 92.8 93.5
a. Anzahl der Messzeitpunkte
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Anhang E: Definition des Bootstrap-Varianzschiitzers

Definition E.1 (Bootstrap-Varianzschditzer fiir Zweistichprobensituation)

Es seien V|, V,,...,V und W, W,,...,W . jeweils unabhingig und identisch verteilte k,

bzw. k,-dimensionale Zufallsvektoren mit V, ~ F,, 9, = E{V,}, X, =Var{V,} und
W, ~F,,8,=EW)},L,=Var{W,}. Alle N=n+n" Zufallsvektoren seien

stochastisch unabhéngig und 7, . = h(V,,W,.) sei eine Funktion der Mittelwerte.

Ferner seien ﬁv und ﬁW die empirischen Verteilungsfunktionen zu V,,V,,...,V bzw.
W, W,,.,.W. und V,,V,,...V. und W, ,W,,..,W seien unabhingig, identisch

n n

verteilt gemal ﬁv bzw. ﬁW.

In dieser Situation ist der Bootstrap-Varianzschitzer fiir die asymptotische Varianz

Boot

von T, .=h(V,W,) definiert als Vj,, =Var(h(V, W)

ViV Wi W),

Hierbei bezeichnet Van( | Vi, ...,V W, ,Wn*) die Varianz der bedingten Verteilung

gegeben V,,....,V und W, ... W ..

Definition E.2 (Monte-Carlo Approximation des Bootstrap-Varianzschditzers)

*

In der Situation von Definition E.l  seien V,,V,,,....,V,  und

A

le, W;,...,W;b, b=1,...,B, unabhingig und identisch verteilte Stichproben aus F,

bzw. F, und T" ., =h(V, ,W. ) mit

n,n*

=k 1 L % vy ¥ 1 n* *
Vo=—)V, und W, =— ZWI) .
n'i- n ‘o

Die Monte-Carlo Approximation des Bootstrap-Varianzschitzers ist gegeben durch

B B

v“”:iZ(T”*—TB ) mit T%=—Y7

Boot B n,n n,n* n,n*
b=1

|-
l
1‘
=
b
*

Nach dem starken Gesetz der gro3en Zahlen gilt llgim VD =v, = f.s.
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Anhang F: Individuelle Werte und deskriptive Statistiken fiir Theophyllin-Konzentrationen (mg/l) nach intravenoser Gabe von 250

mg Theophyllin und oraler Gabe einer 500 mg Theophyllin Retardformulierung

Tabelle F.1:  Individuelle Werte und deskriptive Statistiken fiir Theophyllin-Konzentrationen (mg/l) nach intravenéser Gabe von 250 mg Theophyllin
Subject 0°h 0.03h 0.08h 0.17h 025h 033h 05h 0.75h 1h 1.5h 2h 25h 3h 35h 4h 5h 6h 7h 8h 10h  12h  16h 24h 30h
1 16.50 14.12 1089 945 804 646 633 629 598 500 499 450 432 428 376 379 332 312 309 263 215 150 0.75 0.41
2 1438 1191 870 834 764 748 758 637 624 638 447 537 516 504 446 387 388 340 292 217 181 112 050 0.25
3 16.16 13.57 10.14 868 836 812 801 732 711 626 6.06 6.15 627 508 518 474 441 390 336 258 243 120 084 048
4 516 488 445 421 434 468 595 501 498 484 484 459 426 442 401 355 312 306 258 206 170 1.08 027 0.12
5 2510 18.75 1153 931 863 779 757 812 730 680 655 6.00 596 568 574 505 446 469 376 322 252 158 1.05 0.63
6 2175 17.06 1138 827 749 714 647 643 644 580 512 514 510 494 475 429 345 331 28 250 194 130 0.71 0.33
7 1415 12,01 914 702 756 7.03 731 623 545 565 524 550 508 474 391 377 266 229 188 142 113 037 0.34 <LOQb
8 1585 1393 1123 996 972 9.09 863 973 870 853 710 766 7.07 623 686 552 442 463 38 288 221 146 071 027
9 9.00 9.05 914 737 668 6.07 677 547 531 522 505 498 433 411 409 340 327 309 272 169 190 096 066 0.36
10 13.82 1273 1110 869 832 796 684 763 836 746 711 662 666 657 545 472 420 410 351 268 190 094 040 0.13
11 963 949 926 870 89 787 771 764 663 643 625 496 487 492 538 486 374 318 298 223 180 1.03 044 0.28
12 13.89 11.08 760 699 672 6.67 545 592 540 594 701 569 559 561 454 48 410 398 400 307 276 183 1.13 0.66
13 1068 990 872 856 660 627 583 483 485 452 542 522 469 408 346 339 331 235 270 184 126 115 059 0.27
14 1788 13.72 882 632 6.06 565 540 537 487 526 480 468 411 394 378 370 317 290 281 212 181 117 063 0.29
15 1282 10.177 691 595 558 552 517 510 447 454 426 413 389 367 288 261 255 207 185 139 1.02 054 027 <LOQ
16 1153 1066 936 760 721 687 621 543 524 509 455 370 373 366 381 233 193 144 111 077 051 021 <LOQ <LOQ
17 8.06 775 726 475 495 452 481 467 481 475 453 407 419 430 388 343 309 281 2143 188 161 119 059 0.27
18 498 478 446 435 537 555 571 523 660 523 493 468 460 380 382 363 350 292 284 229 178 119 061 <LOQ
19 1048 925 751 6.16 596 575 534 529 519 514 481 455 435 419 344 334 329 292 253 211 160 1.18 048 0.27
120 10.07 880 703 589 530 470 488 497 539 451 492 425 363 376 394 368 239 309 196 188 133 091 055 0.28
N 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20
Mean 13.10 11.18 873 733 6.97 656 640 6.15 597 567 540 512 489 465 436 393 341 316 277 217 176 110 058 0.27
SD 504 352 208 172 146 127 112 133 119 106 093 096 097 085 095 08 070 081 074 060 054 039 026 0.18
CVI[%] 3846 3152 23.81 2347 2098 1935 1743 2161 1995 1868 1720 18.66 19.93 1830 21.83 20.90 20.60 25.72 26.56 27.64 30.47 3540 45.04 67.22
Min 498 478 445 421 434 452 481 467 447 451 426 370 363 366 28 233 193 144 1141 077 051 021 0.03 0.03
Median 13.32 10.87 898 749 697 657 627 570 543 525 502 497 465 436 398 374 332 309 28 215 181 116 059 0.27
Max  25.10 1875 1153 9.96 972 9.09 863 973 870 853 711 766 707 657 686 552 446 469 400 322 276 183 1.13 0.66
GeoMean 12.14 1060 846 712 682 644 631 6.03 586 558 533 504 481 458 427 384 334 306 266 208 166 1.00 049 0.19

a.
b.

die 0 h Werte wurden durch Interpolation bestimmt
<LOQ = Wert unterhalb der Nachweisgrenze (0.06 mg/l). Zur Berechnung der Statistiken wurde der Wert 0.03 angenommen
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Tabelle F.2: Individuelle Werte und deskriptive Statistiken fiir Theophyllin-Konzentrationen (mg/l) nach oraler Gabe einer Retardformulierung mit 500 mg Theophyllin

Subject 0.08h 0.147h 025h 05h 1h 1.5h 2h 25h 3h 35h 4h 5h 6h 7h 8h 10 h 12 h 16 h 24 h 30 h
1 <L0Q* <LOQ 0.17 0.49 1.20 2.46 3.35 3.55 4.50 5.10 5.64 7.24 6.29 6.46 6.60 6.04 5.08 4.60 3.03 1.81
2 <LOQ <LOQ <LOQ 0.16 0.52 1.13 1.55 2.29 3.02 3.98 4.23 4.92 4.85 4.83 5.14 4.86 3.95 2.86 1.71 0.89
3 <LOQ <LOQ <LOQ 0.19 0.69 1.97 2.06 2.61 3.42 3.73 4.06 4.67 5.07 4.95 5.41 5.10 4.77 3.58 2.37 1.32
4 <LOQ <LOQ <LOQ 0.39 0.88 1.94 2.17 2.49 3.72 4.38 4.31 4.91 5.96 6.33 5.00 5.18 4.42 3.52 2.21 1.11
5 <LOQ <LOQ 0.18 0.78 1.33 1.72 1.57 2.52 2.91 3.34 3.62 5.01 5.26 5.26 5.11 5.02 4.55 3.95 2.60 1.57
6 <LOQ 0.26 0.26 1.13 1.21 1.81 2.38 3.28 3.1 3.52 2.93 3.78 5.00 6.07 6.42 5.46 4.20 3.88 2.68 1.66
7 <LOQ <LOQ <LOQ 0.52 1.20 2.21 3.10 4.00 4.49 5.30 5.52 5.58 6.07 5.94 6.00 5.85 5.35 4.74 3.70 1.74
8 <LOQ <LOQ <LOQ <LOQ 0.83 1.73 2.41 2.39 2.91 3.72 4.33 5.00 4.71 6.05 4.96 4.11 4.12 3.16 1.77 0.69
9 <LOQ <LOQ <LOQ <LOQ 0.78 1.48 2.28 2.55 3.60 3.75 4.60 5.94 6.03 5.68 5.44 5.76 4.78 3.71 1.95 1.38
10 <LOQ <LOQ <LOQ 043 0.93 1.56 2.28 2.68 3.36 3.59 4.04 4.39 4.54 4.12 3.92 3.76 3.14 2.36 1.70 0.99
11 <LOQ <LOQ <LOQ 0.35 1.55 1.77 2.62 3.21 3.85 4.39 5.00 5.84 6.35 6.10 6.00 5.46 5.25 3.91 2.09 1.10
12 <LOQ <LOQ 0.11 0.76 1.39 2.06 2.67 3.04 3.78 4.57 5.21 6.03 6.29 6.53 6.46 6.14 5.74 3.75 1.94 1.13
13 <LOQ 0.23 0.27 0.58 1.55 2.08 2.67 3.33 3.85 4.64 5.01 5.79 5.97 5.86 5.88 5.53 5.46 4.33 2.84 1.74
14 <LOQ <LOQ <LOQ 0.60 1.01 2.08 2.22 3.82 4.35 5.49 5.42 6.36 6.90 6.47 6.39 5.60 5.40 3.63 1.63 0.69
15 <LOQ <LOQ <LOQ 1.08 1.75 2.47 3.36 3.74 4.99 5.78 5.71 6.46 6.54 6.86 712 6.33 6.22 4.31 4.19 2.09
16 <LOQ <LOQ <LOQ 0.32 1.26 1.76 2.15 2.31 3.26 3.19 4.33 5.48 6.03 5.76 5.79 5.92 5.52 4.84 3.37 1.74
17 <LOQ <LOQ <LOQ 0.64 1.71 2.48 3.08 3.49 4.21 5.05 4.87 5.59 5.93 6.20 6.03 6.47 6.50 5.75 5.19 417
18 <LOQ <LOQ <LOQ 0.23 0.65 1.41 1.82 2.33 2.72 3.95 3.93 5.85 5.98 5.93 6.52 6.15 5.70 4.79 3.13 1.74
N 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18 18
Mean <L0Q 0.07 0.09 0.49 1.14 1.90 2.43 2.98 3.67 4.30 4.60 5.49 5.77 5.86 5.79 5.49 5.01 3.98 2.67 1.53
SD 0.00 0.06 0.08 0.31 0.37 0.38 0.54 0.58 0.64 0.78 0.76 0.82 0.68 0.69 0.78 0.73 0.85 0.80 0.97 0.78
CV [%] 0.00 8828 8290 6455 32,67 19.82 22.31 19.50 1757 1823 16.49  15.01 11.86 11.70 1343 1326 16.93 20.12 36.34 50.73
Min <LOQ <LOQ <LOQ <LOQ 0.52 1.13 1.55 2.29 2.72 3.19 2.93 3.78 4.54 412 3.92 3.76 3.14 236 1.63 0.69
Median <LOQ <LOQ <LOQ 0.46 1.20 1.88 2.33 2.86 3.66 4.18 4.47 5.59 5.98 6.00 5.94 5.57 5.17 3.90 249 1.48
Max <LOQ 0.26 0.27 1.13 1.75 2.48 3.36 4.00 4.99 5.78 5.71 7.24 6.90 6.86 712 6.47 6.50 575 5.19 417
GeoMean  <LOQ  0.06 0.07 0.37 1.07 1.86 2.37 2.93 3.62 4.24 4.54 5.43 5.73 5.81 5.74 5.44 4.94 3.90 2.58 1.39
a. <LOQ = Wert unterhalb der Nachweisgrenze (0.1 mg/l). Zur Berechnung der Statistiken wurde der Wert 0.05 angenommen
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